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Chương 1 TÓM TẮT LÝ THUYẾT VÀ CÁC VẤN ĐỀ 
LIÊN QUAN ĐẾ N PHƯƠNG PHÁP TọA ĐỘ TRONG 

MẶT PHẲNG OXY 


CHỦ ĐỀ 1.1: 


VẾCTƠ VÀ CÁC PHÉP TOÁN 

1. Định nghĩa:véctơ là một đoạn thẳng có định hướng 

• Hai vectơ bằng nhau: có cùng hướng 
và cùng độ dài. 

• Hai vectơ đối nhau: ngược hướng và B 

cùng độ dài. 


2. Các phép toán của vectơ: 
a. Phép cộng vectơ: 

• a + b = b + a; 

• íữ + ĩ)\ + c - ữ + íỉ + c j 

• a+0=0+a=a 

• ã+í-ãj=õ 


E-' 




Ta có VÀ, B, c : AC - AB + BC (quy tắc chèn điểm) 


^Nêu ABCD là hình bình hành thì : AB + AD = AC 


— —a 


c 


b. Phép trừ vectơ: VO,A,B : OB - OA = AB 

c. Tích một số thực với một vectơ: 

• • • 

• mịa + ĩ> \ = ma + mb\{m + n)a = ma + na 

• mịna j = (mn)a;l.a — a;—ỉa 

Điêu kiện: a cùng phương b 
<^>3k&R\b — ka với 

d. Tích vô hướng: ab= a . b cosỊa,Ỗ) 

e. Vectơ đồng phẳng:3 vectơ đồng phang nếu giá của chúng cùng song song 
với một mặt phang. 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

a,b,x đồng phang o3h,keR'.x = ha + kb 

f. Phân tích một vectơ theo một vectơ không đồng phẳng: 

Với a,b,c không đồng phang và vectơ e, có duy nhất 3 so thực Xi, X2, X3: 

e = x x a + X 2 b2 + X 3 C 

g. Định lý: 

Với M là trung điểm AB và G là trọng tâm của AABC, o tùy ỷ thì: 

ÃŨ + MB = Õ 
< GẢ + GB + GC = Õ 

ÕG = UõÃ + ÕB + Õc\ 

Và G là trọng tâm tứ giác, tứ diện ABCD <^> OG 


= ì (OA + OB + OC + OD ) 


CHỦ ĐỀ 1.2: 


HỆ TỌA Độ - TỌA ĐỘ VÉCTơ - Tọa ĐỘ ĐlẾ M 


1. Định nghĩa: 
a. Hệ tọa độ: 

Hai trục tọa độ X ’Ox, y ’Oy vuông góc nhau tạo nên hệ trục tọa độ Đe—các Oxy: 
o là gốc tọa độ, x’Ox là trục hoành và y’Oy là trục tung. Trong đó: 


Ỉ = (1;0), 7 = (0; 1) là các vec tơ đơn vị trên các trục. Ta có: 


j 


= 1 và 


ĨJ = 0. 



b. Tọa độ của vectơ: ũ — (x; y) ũ — xĩ + y.J 
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c. Tọa độ của đỉêm: OM — (x;y)<^>M — (x;y). Trong đó X là hoành độ, y là 

tung độ của M. 

2. Các kết quả và tính chất: 

Trong hệ tọa độ Oxy, cho Ả(x A ;y A ), B(x B ;y B ) và các vectơ ã = (ap,a 2 ), 
b ={bị\b 2 ). Ta có : 

• ã ± b = («2 ± bị ; a 2 + b 2 ). 

• Tích giữa một véctơ với một số thực: k.ã = (kaị ; ka 2 ), k eũ . 


Tích vô hướng giữa hai véctơ: ã.b — Oịbị + a 2 b 2 . 
Hệ quả: * ã = Jaf+aị. 

.co*(S;ĩ)= a ' bl + aA 


T a ỉ TãỊ.Jbf Tbị 


* ã _L b aỵbỵ + a 2 b 2 = 0. 


Hai véctơ băng nhau: ã = b <=> 


Oị = bị 

a 2 =b 2 


ã, b cùng phương <=> 


3k e □ :b — k.ã — = — 


a, a 


a 2 

h \ h 2 


= 0 . 


Tọa độ của vec tơ AB = (x B — X A ; y B — y A ). 

= Ặ*B- ~A ) 2 + Cb -ỹÃf- 


Khoảng cách: AB — 


AB 


• Điểm M chia AB theo tỉ sổ k (k khác 1) Cí> MA = kMB . Khỉ đó, tọa độ của M 
tính bởi: 

X A k .X B 


X M - 


yư - 


l-k 

Ta - k -y B 


l-k 


r 2 

Nêu M là trung đỉêm của AB, ta có: 


X M - 


yư - 


2 

yA+yB 


3. Kiến thức về tam giác: 

Cho A(x Ẩ ;y Ắ ), S(x B ;y B ), C(x c ;y c ). 

a. Trọng tâm của tam giác (giao các đường trung tuyến): 
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c. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
(giao của các trung trực): 

I(a ; b) là tâm của AABC <=> AI = BI = CI = R 
(R là bán kính của AABC). 

'ai 2 =BI 2 

=> tọa độ tâm I. 

BI 2 =CI 2 


Giải hệ < 



d. Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác 
(giao của các đường phân giác trong các 
góc của tam giác). 

Tâm K của đường tròn nội tiếp tam giác 
ABC tìm được khỉ thực hiện hai lần công 
thức điểm chia đoạn theo tỉ số k: 

ÃPb AB 7 „ , 

= kị nên A chia BC theo 


Vì 

A'C AC 

tỉ số ki=>tọa độ của D. 
~~ BA 



Vì 


KA 


KD BD 

e. Diện tích tam giác: 


r r 

— nên k chia AD theo tỉ sô kĩ, =>tọa độ của K. 


1 


1 


1 


s = — a.h, = — b.lĩ, = — c.h . 

2 2 b 2 

1.^1 . n ĩ , 

s = — absinC = — ac sin B = —ốc sin A. 
2 2 2 
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abc 


s = — pr - p(p - a)(p - b)(p - c). 


4 R 


s = ị^Ị aB 2 .AC 2 -(ẨB.ẨC) 2 = ị |det (AB, AC ) 


Trong đỏ: det (AB,AC) = 


dị a 2 


= ap 2 -a 2 bị với AB = {aya 2 \ AC = (ỉ\;b 2 ). 


h \ h 2 

4. Kiến thức về tứ giác: 

Cho A(x A ;y A ), B(x B ;y B ), C(x c ;y c ),D(x c ;y c ị 

a. Hình thang (là tứ giác có hai cạnh đối song song vói nhau) : 

• AB, CD là hai véctơ ngược hướng 



AB - kCD (k< 0) 

® Shình thang 2 AH(AB "I" CD) 

Hay Sabcd = Saabc + Saacd (chia 
nhỏ hình thang ra thành các hình 
tam giác tùy ý) 

b. Hình bình hành (là tứ giác có các cặp cạnh đôi song song hoặc băng 
nhau): A B 


AB = DC 



• I là trung điểm của hai đường 
chéo AC và BD. 

® Shình bình hành AH.CD = 2Saacd 

— 4Saicd 

(chia nhỏ hình bình hành ra thành các hình tam giác tùy ý). 

• Chú ý đến tính chất đối xứng qua I. 

c.Hình thoi (là tứ giác có bốn cạnh bằng nhau): 

• Hình thoi mang đầy đủ tính chất của 
hình bình hành.. 

• Nếu hình bình hành ABCD có AB 

= BC hoặc AC _L BD thì sẽ trở thành 
hình thoi. B 

• AC _L BD, AC và BD cũng là hai 
đường phân giác của góc tạo bởi hai 
cạnh bên, giao điểm của chúng chính 
là tâm đường tròn nội tiếp hình thoi. 
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• Shìnhthoi = tAC.BD = 2Saabc = 2Saabc = 4Saabi 

• Chú ý đến tính chất đối xứng qua I. 

d. Hình chữ nhật (là tứ giác có 3 góc vuông): 

• HCN mang đầy đủ tính chất của hình 
bình hành. 

• Neu hình bình hành ABCD có một góc 
bằng 90° hay hai đường chéo AC = BD thì là 
hình chữ nhật. 

® Slrình chữ nhật AB.AD — 2 Saabc — 4Saabi 

• Luôn có một đường tròn ẩn mình ngoại 
tiếp hình chữ nhật với tâm là I = AC n BD 
là tâm đường tròn ngoại tiếp HCN với bán 
kính là IA = IB = IC - ID = R. 

• Chú ý đến tính chất đối xứng qua tâm 
I. (Ví dụ như trong hình vẽ nếu biết tọa độ 
M và I => toa độ N e CD). 

e. Hình vuông (là tứ giác có hai đường chéo vuông góc và bằng nhau): 

• HV mang đầy đủ các tính chất của 
hình H.thoi và HCN. 

• Neu hình thoi có một góc bằng 90° hay 
hai đường chéo AC và BD bằng nhau thì 
là Hình vuông. 

• Neu hình chữ nhật có hai cạnh bên 
bằng nhau hay hai đường chéo AC và 
BD vuông góc nhau thì là Hình vuông. 

® Shình vuông (cạnh) 2 — 2 Saabc — 4Saaid 
= 8Saahi 

• Có đến hai đường tròn ẩn mình bên trong hình vuông ABCD là: 

«*(Ci) với tâm I = AC n BD là tâm đường tròn ngoại tiếp hình vuông và 
bán kính là IA = R 

1 ® = (C 2 ) với tâm I = AC n BD là tâm đường tròn nội tiếp hình vuông và bán 
kính là IH = R. ((C 2 ) đi qua trung điểm các cạnh của hình vuông) 

• Chú ý đến tính chất đối xứng qua tâm I. 
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CHỦ Đ Ề 1.3: 


PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 


1. Định nghĩa: 

Cho các vectơ ũ, n ^ 0. 

• li là 1 vectơ chỉ phương (VTCP) của đường thẳng d khi vec tơ ũ nằm 

trên 1 đường thẳng song song hoặc trùng với d. Mọi vectơ chỉ phương của d 
đều có dạng k.ũ, (k 5* 0). 

• h là 1 vectơ pháp tuyến (VTPT) của đường thẳng d khi vectơ /7 nằm trên 

1 đường thẳng vuông góc với d. Mọi vectơ pháp tuyến của d đều có dạng 
k.ĩỉ, (k ^ 0). 

• Một đường thẳng d hoàn toàn được xác định khi biết M ữ E d và một 
VTCP ũ hoặc một VTPT /7 của d. 


2. Phương trình tông quát của đường thăng: 
a. Định lý: 

Phương trình tổng quát của đường thẳng d có dạng ax + by + c = 0, a 2 + b~ ^ 0. 


^Chú ý: d có vtpt h = (a;b), vtcpữ = (b;-< 2 )hay w = (-b;a). 

(©Mẹo nhớ: khi đổi VTCP VTPT: “Đổi chỗ đổi một dấu”) 
b. Hệ quả: 

Phương trình đường thắng d qua A7 0 (x 0 ; y (ị ) và cỏ vtpt h — (a;b) là: 


a(x — x ữ ) + b(y - y 0 ) = 0, a 2 + b 2 ^ 0. 


3. Phương trình tham số - chính tắc của đường thẳng: 
a. Phương trình tham số của đường thẳng: 

Phương trình tham sổ của đường thẳng d qua M 0 (x 0 ;y 0 ) và có vtcp ũ — (a;b ) 


là: 


X — Xq + ữt 2 2 


y = yo+bt 


a 


+ b 2 ^ 0, (7 E □ .) 


b. Phương trình chính tắc của đường thẳng: 

Phương trình chỉnh tắc của đường thẳng d qua M () (v 0 ; >'o) và có vtcp 


ũ = (a;b) là: 


^L = ỵiyL, a i +b ^o. 


a 


Chú ỷ:Phương trình chứa hệ sổ góc k và tung độ góc m có dạng (A) :y = kx + m 


© Neu d có ũ — ( a;b ) là vtcp thì hệ số 
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© Neu d cắt trục hoành tại M vàagóc tạo bởi tỉa Mx với phần đường thẳng d 
nằm phía trên trục hoành thì hệ sổ góc của d là 


k = tan a 


4. Phương trình đoạn chắn: 

Gọi Ả(a,0) e Ox , B(0,b) E Oy với a,b Ỷ 0. Đường thẳng d cắt Ox tại A, cắt Oy 
tại B có dạng là: 



5. Vị trí tương đối của 2 đường thẳng: 

Cho 2 đường thẳng 

dị : ãị X + b x y + Cị= 0 (1), d 2 : a 2 X + b 2 y + c 2 = 0 (2) (ã x + bị ^ 0, aị + bị ^ 0). 

.. 1 dị : ai X + bì y + Cì = 0 , 

Giải hệ < ta có kêt quả sau: 

[d 2 :a 2 x + b 2 y + c 2 =0 

•Hệ có duy nhất nghiệm <=> a x b 2 - a 2 bị ^0 o di và ổ 2 cắt nhau. 

•Hệ vô nghiệm a x b 2 — a 2 bị = 0 và bịC 2 — b 2 Cị ^0<È> dị / /d 2 . 


Hệ có vô sô nghiệm a x b 2 — a 2 bị — bịC 2 — b 2 Cị — c\a 2 — c 2 a x dị = d 2 


CHỦ ĐỀ 1.4: 


KHOẢNG CÁCH Từ MỘT ĐlỂ M ĐẾ N MỘT ĐƯỜNG THẲNG 


GÓC GIỮA HAI Đường thẳng. 


1. Góc giữa 2 đường thăng: 

Cho 2 đường thẳng dị: ãị X + b x y + Cị = 0, d 2 : a 2 X + b 2 y + c 2 = 0 . 
Nếu gọi (p (0° < (Ọ < 90°) là góc giữa di và ái thì : 


mc m — 

a x a 2 +bịb 2 


v ' v ' k -’ 

w + bỉ y 

' a 2 + bị 


Hệ quả: dị _L d 2 o a x a 2 + bịb 2 - 0. 

2. Khoảng cách từ 1 điểm đến một đường thẳng: 
a. Công thức: 

Khoảng cách từ M(x 0 ;y 0 ) đến d:ax + by + c = 0 là: 


ax n 

d(M d) - 

+ byo + c 7 7 

n 2 -V h 2 0 

>/ 

TTT - 
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b.Hệ quả: 


Neu dị : ciyX + b x y + Cj = 0, d 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 = 0 cắt nhau tại I («|/?2 ^ a 2 bị ) thì 
phương trình các phân giác tạo bởi di và ch là: 



^Chú ý: 

Cho hai điểm M {x M ; y M ) , N(x N ; y N ) và đường thẳng À: ax + by + c = 0 
Ta có: 

© M và N nằm cùng phía với đối với A khi và chỉ khi: 


(ax M + by M + c)(ax N + by N + c) > 0 


> jf 

9 M và N năm khác phía với đôi với A khi và chỉ khi: 


(ax M + by M + c)(ax N + by N + c) < 0 


mCHỦ ĐỀ 1.5: 

PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 

1. Phương trình: 

a. Phương trình tổng quát của đường 
tròn: 

Cho đường tròn (C) tâm I(a; b) bán kinh 
R có dạng tổng quát: 


(x - a) 2 +(y- b) 2 = R 2 


b. Phương trình khai triển của đường 
tròn: 

Ngoài ra còn có thể viết PT đường tròn 
dưới dạng khai triển: 




c. Phương trình tham sô của đường tròn: 



2.Vị trí tương đôi giữa đường thăng và đường tròn: 


í 


( )- 
^ - ^ 


Các vị trí của mặt trời so VỚI đường chân trời cho ta hình ảnh ba vị trí 
tưorig đô 1 của đường thăng và đường tròn. 
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Cho đường thẳng (À) và đường tròn (C) 
có tâm I, bán kính R. 

Gọi d là khoảng cách từ I đến đường 
(À), Ta có: 

• d(I, À) < R (À) cắt (C) tại hai 
điểm phân biệt. 

•d(I, A) = R (À) tiếp xúc vói (C). 

•d(I, A) > R o (A) không cắt (C). 

3.Vị trí tương đối của hai đường tròn: 

Cho hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) có tâm và bán kính lần lượt là li, Ri, I 2 , R 2 . Ta có: 

• Iil 2 < Ri + R 2 <^> (Ci) và (C 2 ) ở ngoài nhau —» Có 4 tiếp tuyến chung. 

• I 1 I 2 = Ri + R 2 <=> (Ci) và (C 2 ) tiếp xúc ngoài—» Có 3 tiếp tuyến chung. 

• |Ri - R 2 I < Iil 2 < Ri + R 2 <^ (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại hai điểm —» Có 2 tiếp 
tuyến chung. 

• I 1 I 2 = |Ri- R 2 MC 1 ) và (C 2 )tiếp xúc trong —» Có 1 tiếp tuyến chung. 

• IiI 2 <|Ri- R 2 I <=>(Ci) và (C 2 ) ở trong nhau —> không có tiếp tuyến chung. 


CHỦ ĐỀ 1.6: 


PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 


1. Định nghĩa: 

Trong mặt phẳng cho hai điểm cố 
định Fi và F 2 với FiF 2 = 2c > 0. Cho 
hằng số a với a > c. 


• Elip (E) = [M : MFị + MF 2 = 2a} là 

tập những điểm mà tổng khoảng cách từ 
M đến hai điểm Fị ; F 2 bằng 2a. 

• Ta gọi Fị\F 2 là các tiêu điểm và 


F x F 2 =2 c 


chính là độ dài tiêu cự. 



Nếu M e (E) thì MFị và MF 2 được gọi là bán kính qua tiêu của điểm M. 


2. Phương trình chính tắc của elip và các yếu tố của elip. 
a. Phương trình chính tắc của elip. 


Xét Elip (E) = { M : MFị + MF 2 = 2ữ} trong đó FịF 2 = 2c 
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• Chọn hệ tọa độ Oxy sao cho 
F\ (-c;0); F 2 (c;0) 

Phương trình chính tắc của elip là: 

2 2 

XV 1 , . ,2 2 2 

— - + Ar = 1 với b =a -c 

7 2 

ạ o _ 

Nếu M(x; y) e (E) thì các bán kính 

qua tiêu của điểm M là: 

_ c c 

MF, — a + — x và MF 0 = a — — X 

a a 



b.Các yếu tố của Elip. 

Elip xác định bởi phương trình (*) có một số đặc điểm. 

•Tâm đối xứng là o, trục đối xứng là Ox, Oy 


Tiêu điểm Fị (-c;0); F 2 (c;0) 


•Tiêu cự FiF 2 = 2c 

•Đỉnh trên trục lớn nằm trên Ox: Ai(-a; 0) và A 2 (a; 0) 
•Độ dài trục lớn A 1 A 2 = 2a 

•Đỉnh trên trục nhỏ nằm trên Oy: Bi(-b; 0) và B 2 (b; 0) 

•Độ dài trục nhỏ B 1 B 2 = 2b 


r 

Tâm sai của elip là tỉ sô giữa tiêu cự và độ dài trục lớn: 


2 

Đường chuân: 




•Nếu M(x ;y) G (E) thì -a < X < a và - b < y < b nên toàn bộ elip (E) thuộc hình 
chữ nhật giới hạn bởi các đường thẳng X = ± a, y = ± b. Hình chữ nhật đó gọi là 

hình chữ nhật cơ sở. 


CHỦ ĐÊ 1.7: 


PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG HYPEBOL VÀ PARABOL 

1. Phương trình chính tắc và các thuộc tính của Hypebol: 


r 

a. Phương trình chính tăc: 



(ứ>0, b> 0) 


b. Các yếu tố: c 2 =a 2 +b 2 , c> 0. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Tiêu cự: F\Fi=2c 

* Độ dài trục thực Ả\Ả2=2a 

* Độ dài trục ảo B\Bj=2b. 

* Hai tiêu điểm Fị (-c;0), F 2 (c;0). 

* Hai đỉnh: đỉnh trên trục thực 
4(-a;0), Ẩ 2 (a;0), 


* Hai đuờng tiệm cận: y = ±—x 

a 


* Tâm sai:e = —>1 

a 

* Đường chuẩn: x = ±— 

e 


y 



9 ^ CL 

* Khoảng cách giữa hai đường chuân: d = 2— . 

e 

2.Phương trình chính tắc và các thuộc tính của Parabol: 



PHÉP BIẾN HÌNH Cơ BẢN TRONG MẶT PHẲNG 

CÁC KÍ HIỆU CHƯNG: 

Gọi p là tập hợp mọi điểm của mặt phẳng: 

f:P^P,MePt-^M' = f(M)GP có nghĩa /là phép biến hìnhcủâ mặt 
phẳng, biến điểm M (bất kỳ thuộc P) thành điểm M’(thuộc P). 
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f~ x được gọi là phép biến hình ngược của/. 

g Q f được gọi là hợp thành tích của /và g theo thứ tự thực hiện: 

M ' = /(M): M ' là ảnh của M qua/. Với H là một hình của măt phẳng. 
H' = f (H) :H'\ầ ảnh của H qua/ 
f ( M ) = M: M bất động qua/ 


HAI PHÉP BIÉN HÌNH cơ BẢN:PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG 
A. PHÉP DỜI HÌNH. 

•Định nghĩa và tính chất chung: 

©. f:P^P là phép dời hình oMW' = M, \/M,NeP . 


©. Phép dời hình bảo toàn: 

+ Độ dài đoạn thẳng. 

+ Quan hệ thẳng hàng và thứ tụ các điểm. 

+ Quan hệ song song, vuông góc của đường thẳng. 

+ Quan hệ về góc giữa hai đường thẳng, hai tia, hai véctơ. 

©. Nếu hình (H) = hình (H’) <=> 3 phép dời hình f : (H) —> (//') 

©. Phép dời hình cũng là hợp thành (tích) của một số hữu hạn phép đối 
xứng trục. 

•Các phép dời hình tiêu biểu: 

Phép đồng nhất: Z/ 

+ Biểu thức tọa độ: M(x;y) I—> M'(x';y') 




X — X 

y' = y 


Phép đối xứng tâm I: Dị :M <3- IM = -IM 

+ Minh họa: 



+ Tính chất riêng: 1 <£ d I—> d' => d'/ ld 
+ Biểu thức tọa độ: M(x;y)\-^> M'(x';y') <=> 


x' = 2 a — x 


y= 


Với I(a; b). 


Phép đối xứng trục A hayM 

truc MM’ nếu M Ể A 


f _ 


2 b-y 

M nếu M GẢ hay À là trung 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


+ Minh họa: 



+ Tính chất riêng: d I—> d ' 


d //A=>d / /d' 
tìínA = /=> 

(A;d) = (A;d') 

+ Biểu thức tọa độ: M(x;y) I—> M\x';y') 


b'(x'-x)-a(y'-y) = 0 


í x'+ X ^ 


ữ 




íy'+y^ 


+ c — 0 


V 2 ; V 2 yl 


Với A:ax + by + c = 0 

Phép tịnh tiến theo vecto V : MM ' = V 

+ Minh họa: 



+ Tính chất riêng: d \-> d' 

d ^kv=> d / /d' 

+ Biểu thức tọa độ: M(x;y) I—» M'(x';y') o 


X =a + x 
y' = b + y 


Với v = (a;b ) 


Phép quay tâm I góc quay ọ : Qụ-ẹ) : M I—> M' 

HoặcM'^7 nếu M = ĩ 

Hoặc IM — IM ' và (IM;IM') = (p nếu M±I 

+ Minh họa: 


66 

















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn -ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 



+ Tính chất riêng: d I—> d' 

(d;d') = ợ> 


„ 71 

0<(ũ<T 

2 

Biểu thức tọa độ: M(x\y)\-^ M'(x'\y')o 


x' = a + (x - a) cos ọ — (y — b ) sin <p 
y' = b + (x-a)sinẹ> + (y-b)cosẹ> 


B. PHÉP ĐỒNG DẠNG 
•Định nghĩa và tính chất chung: 

©. g: p —> p là phép đồng dạng tỉ số k (k > 0) M 'N' = MN, VM, N eP 

©. Phép đồng dạng bảo toàn: 

+ Độ dài đoạn thẳng. 

+ Quan hệ thẳng hàng và thứ tự các điểm. 

+ Quan hệ song song, vuông góc của đuờng thẳng. 

+ Quan hệ về góc giữa hai đuờng thẳng, hai tia, hai véctơ. 

©. Nếu hình (H) = hình (H’) <=>3 phép dời hình f : (H) —> (//') 

©. Phép đồng dạng tiêu biểu: 

PHÉP VỊ Tự tâm I, tỉ số k*0 . vỊ : M 1 -» M' <=> ĨÃT' = kĨM 



+ Tính chất riêng: 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


k*\,Ied^>d'=>d'l ld và (0;R)(0;R') =>i ^ kI ° (k* 1) 

/e ’ =1 /c I /e 

k 1 1 

. .. Íx' = ư + Ẩ;(x —u) 

+ Biếu thức tọa độ: <! " _ / với I(a; b). 

\y' = b + k(y-b) 

c. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA PHÉP BIẾN HÌNH 
DẠNG lĩ XÁC ĐỊNH ẢNH CỦA MỘT HÌNH QUA PHÉP BIẾN HÌNH. 

► Phương pháp chung: 

- Sử dụng định nghĩa phép biến hình. 

- Sử dụng biểu thức tọa độ của phép biến hình. 

- Sử dụng các tính chất của phép biến hình. 

► Các ví dụ minh họa: 


Bài toán l.l.Trong mặt phăng với hệ tọa độ Oxy cho vecto v = (-2;3) , đường 
thẳng d có phương trình là 3x-5y+ 3 = 0 . Viết phương trình đường thẳng d’ 

là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo vecto V 


Hướng dẫn giải: 

Cách 1: Chọn M(-l; 0) thuộc d, khi đó: M' = T(M) = (-3;3). M’ thuộc d’ vì dV/d 
nên d’ có phương trình 3x — 5y + m = 0( /77 ^ 3). Do M’ thuộc d’ nên m = 24 (nhận). 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3x - 5y + 24 = 0 

9 , [x' = x —2 [x = x'+2 

Cách 2: Từ biêu thức toa độ của T; ta có: i _ . thay vào 

; V = T + 3 \y = y'-3 

phương trình của d ta được: 

3x — 5y + 3 = 0 <=> 3(x'+ 2) — 5(y 3) + 3 = 0 3x'— 5y '+ 24 = 0 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3x - 5y + 24 = 0 

Cách 3: Lấy hai điểm M, N bất kì thuộc d, tìm ảnh M’, N’ tương ứng của M và N 
qua phép tính tiến theo vecto V . Khi đó đường thẳng d’ là đường thẳng M’N’. 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3x - 5y + 24 = 0 


Bài toán 1.2. Trong mặt phăng với hệ tọa độ Oxy cho diêm M(l; 5), đường thăng 
(C) có phương trình là X 2 + y 2 - 2x + 4y - 4 = 0, đường thẳng d có phương 
trình là X - 2y + 4 = 0 . Tìm ảnh của điểm M, (C) và d qua phép đối xứng trục 
hoành Ox và tìm ảnh của M qua phép đối xứng trục d. 

Hướng dẫn giải: 

• Gọi M’, (C’) d’ lần lượt là ảnh của M, (C), d qua phép đối xứng trục Ox. 
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Ta cóM’(l;-5). 

(C) có tâm 1(1; -2), bán kính R = 3. Đường tròn (C’) có tâm r = D 0 x (I) = (1;2) 


và bán kinh R’ = R = 3. 

Do đó phương trình đường tròn (C’): (x -1) 2 + (y - 2) 2 = 9 


jf 

Gọi N’(x’; y’) là ảnh của N(x; y) qua phép đôi xứng trục Ox, ta có: 

f I_ „ f __ _1 


X = X 

<=> 

y' = -y [y = -y 


í X = x' 

< thay vào phương trình d ta được: x’ + 2y’ +4 = 0. 

y = -y' 


Vậy phương trình d’là: d ' : X + 2y + 4 = 0 


• Đường thẳng d x đi qua M và vuông góc d có phương trình là 2x + y - 7 = 0. 
Gọi M o là giao điểm của d vàí/j thì tọa độ của M o là nghiệm của hệ: 

X — 2y + 4 = 0 í X = 2 I - —I 

: / : "<=>ị t=>M 0 ( 2; 3) 

2x + y - 7 = 0 [y = 3 — 1 

Gọi Mị là ảnh của M qua phép đối xứng trục d thì M 0 chính là trung điểm đoạn 
thẳng MMị nên tọa độ Mị (3; 1) 


Bài toán 1.3. Trong mặt phăng với hệ tọa độ Oxy cho toa độ A(3; 4). Hãy tìm tọa 
độ điểm A’ là ảnh của A qua phép quay tâm o góc quay 90° . 

Hướng dẫn giải: 



1 



c 

A 

ri. 


r - Ị - : - ] 

/ 

/ 

/ 

_ ry / 


7 

ếm m m m m 1 

r 


/ 

/ 

/ t 1 0 


\ 

\ 

\ • 

1 1 1 X. 

i \< 

—ĩ 1 1 i ' 


T t T t * 

ờ 

0 ' 1 1 

A X 


• Gọi B(3; 0), C(0; 4) lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên các trục tọa 
độ Ox, Oy. 

Phép quay tâm o góc quay 90° 0 0 biến hình chữ nhật OBAC thành hình 

(O;90 ) 

chữ nhật OB’A’C’ 

Ta thấy B’(0; 3) và C’(-4;0) suy ra A’(-4; 3). 

• Cách khác: Gọi A’(x’; y’) là ảnh của A(3; 4) qua phép quay tâm o góc quay 

90°: Ổ,_<h- 

*ýơ;90 u ) 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Ta có: 


X' = ữ + (x — ữ) cos ọ — (y — b) sin (p 
y ' = b + (x — à) sin (p + ( y — b) cos (p 


x' = 0 + (3-0).cos90° -(4-0)sin90° = 
y ' = 0 + (3 - 0). sin 90° + (4 - 0) cos 90° = 


Ả'(- 4; 3) 


Bài toán 1.4. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường thẳng d có phưong 
trình 3x + 2y-6 = 0 . Hãy viết phương trình đường thẳng d’ là ảnh của d qua 

phép vị tự tâm o tỉ số k = -2 . 


Hướng dẫn giải: 

• Cáchl:Tacó: V(Q. k yd) = d'^>d'//d=>d':3x + 2y + m = 0 (mì£—6) . 

Lấy điểm M(0; 3) thuộc d và gọi M’(x’; y’) lả ảnh của M qua phép vị tự đã cho. 


x' = 0 


Khi đó ta có: OM ' = -20M ^=>|M'(0;-6) 

[y' = -6 - - 

Mặt khác M’ thuộc d’ nên thay vào phương trình d’ ta suy ra m = 12 (nhận) 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: d ' : 3x + 2y + 12 = 0 

• Cách 2: Gọi M’(x’; y’) là ảnh của M(x; y) qua phép vị tụ tâm o ti số k = - 2. 


X = 


x' = -2x 2 

Khi đó, ta có: < _<=>■{ 

y' = -2 y „_-y 

V — — :1 - 
2 


thay vào phương trình d ta được: 


-f-x'-y'-6 = 0<=>3x'+ 2y'+12 = 0 
2 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: d ': 3x + 2y +12 = 0 

• Cách 3: Lấy hai điểm bất kì M, N trên d, tìm ảnh M’, N’ của M, N qua phép 
vị tự tâm o, tỉ số k = -2. Khi đó d’ là đường thẳng M’N’ (viết phương trình 
đường thẳng qua hai điểm). 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: d ': 3x + 2y +12 = 0 

DẠNG 2: DÙNG PHÉP BIẾN HÌNH ĐẺ GIẢI MỘT SÓ BÀI TOÁN DƯNG HÌNH. 

► Phưong pháp chung: 

- Cách 1: Xác định tọa độ M như ảnh của một điểm đã biết qua một phép 
biến hình. 

- Cách 2: Xem M như là giao điểm của một đường tròn cố định với ảnh của 
một đường đã biết qua một phép biến hình. 

► Các ví dụ minh họa: 


00 
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Bài toán 2.1. Hai thôn nằm ở vị trí A, B cách nhau một con sông (xem hai bờ sống 
là hai đường thẳng song song). Người ta dự định xây một chiếc cầu MN bắc qua 
sông (cầu vuông góc với bờ sông) và làm hai đoạn đường AM, NB (như hình 
vẽ). Hãy xác định vị trí cầu MN sao cho AM + NB ngắn nhất. 


a 


M 


Hướng dẫn giải: 

Trường họp 1: Xem con sông rất hẹp, 
bài toán trở thành: “C /70 hai điểm A, B 
nằm ở hai phía khác nhau so với đường 
thẳng a. Tìm vị trí điểm M trên A để AM 
+ AN nhỏ nhất ? 

Khi đó M chính là giao diêm giữa AB với a. 

Trường họp 2: a // b. Nhận xét a, b cố định suy ra MN cố định. 


T 


B 


Khi âỏ: T— Ỉ (A) = A'=> A'N = AM .Ta có 

MN v 7 

Cách dựng: Dựng A' = T m (Ả). 

Nối A’ với B cắt b tại N. 

Từ N hạ đường thắng vuông góc với a tại M. 
Khi đó MN là vị tri xây cầu. 


AM + BN = A’N + NB = A’B 

Ạ 



Bài toán 2.2. Cho đường tròn (O) với dây cung PQ. Dựng hình vuông ABCD có 
hai đỉnh A, B nằm trên đường thẳng PQ và hai đỉnh c, D nằm trên đường tròn. 

Hướng dẫn giải: 

• Giả sử đã dựng được hình vuông ABCD thỏa mãn điều kiện của bài toán. 

Gọi I là trung điểm của đoạn thẳng PQ thì OI là đường trung trực của PQ nên 
cũng là đường trung trực của DC và do đó cũng là đường trung trực của AB. 

Từ đó suy ra, nếu dựng hình vuông PQMN thì có phép vị tự tâm I biến hình 
vuông PQMN thành hình vuông ABCD. M 

• Cách dựng: Dựng hình vuông 
PQMN. Lấy giao điểm c và C’ của 
đường thăng IM và đường tròn. 

Lấy giao điểm D và D’ của IN và 
đường tròn (ta kí hiệu sao cho hai 
điếm c, D nằm về một phía đối với 
đường thẳng PQ). 

Gọi các điểm B, A, B’, A’ lần lượt là 
hình chiếu của các điểm c, D, C’, D’ 
trên đường thăng PQ. Ta được các 
hình vuông ABCD và A’B’C’D’ thỏa 
mãn điều kiện của bài toán. 

DẠNG 3: DÙNG PHÉP BIỂN HÌNH ĐẺ GIẢI MỘT SÓ TÌM TẬP HỢP ĐIỂM. 

• • • • 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


► Phương pháp chung: chứng minh tập hợp điểm cần tìm là ảnh của một hình 
đã biết qua một phép biến hình. 

► Các ví dụ minh họa: 

Bài toán 3.1. Cho hai điểm phân biệt B, c cố định (BC không phải là đường kinh) 
trên đường tròn (O), điểm A di động trên (O). Chứng minh rằng khi A di động 
(O) thì trực tâm tam giác ABC di động trên một đường tròn. 



Hướng dẫn giải: 

• Cách 1: Gọi H là trực tâm tam giác ABC, M 
là trung điểm của BC. Tia BO cắt đường tròn 
(O) tại D. 

Ta có: □ BCD = 90° nên DC // AH, AD // CH 
suy ra tứ giác ADCH là hình bình hành 

Suy ra ~ÃH = DC = 2ÕM . 

Vì OM không thay đổi suy ra T 2 ÕM (Ả) = H . 

Vậy khi A di động trên đường tròn (O) thì H 
di chuyển trên đường tròn (O’) là ảnh của (O) B 

qua phép tịnh tiến theo 2OM 


? 2 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: d ': 3x + 2y +12 = 0 


02 


Cách 2: Gọi H là trực tâm tam giác ABC. 



Gọi I, H’ lần lượt là giao điểm của tia AH 
với đoạn thẳng BC và đường tròn (O). 

Ta có: □ BAH = □ HCB , □ BAH = □ BCH' . 

Do đó tam giác HCH’ cân tại C 
Suy ra H và H’ đối xứng nhau qua BC. 

Khi A di động trên đường tròn (O) thì H’ 

cũng chạy trên đường tròn (O). H' 

Do đó khi A di động trên đường tròn (O) thì trực tâm H di động trên đường tròn 
là ảnh của (O) qua phép đối xứng trục BC 


_ _ 9 

Cách 3: Gọi H là trực tâm tam giác ABC, I là trun V diêm của BC 


Tia AO và BO cắt (O) lần lượt tại M và D. 
Theo chứng mình cách 1, ta có: 

ÃH = DC = 2ÕM. 

Trong tam giác AHM có 

ÂH 

OI// AHvà OI = =- 

2 

=> OI là đường trung bình của tam giác AHM. 



M 
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Suy ra I là trung điểm của HM suy ra H và M đối 
xứng nhau qua I. Vì BC cố định nên I cố định. 

Khi A di động trên đuờng tròn (O) thì M cũng di động trên (O). 

Khi A di động trên đuờng tròn (O) thì trực tâm H tam giác ABC di động trên 
một đường tròn (O’) là ảnh của (O) qua phép đối xứng tâm I. 



Vậy phép vị tự tâm I tỉ số ——— biến điểm M thành điểm N. 

k + \ 

Do đó khi M di động trên đường tròn (O) thì N di động trên đường tròn (O’) là 

í 1 

ảnh của đường tròn (O) qua phép vị tự tâm I tỉ sô -—- 

k +1 


Bài toán 3.3. Cho điểm A cố định nằm trên đường tròn (O) và điểm c thay đổi trên 
đường tròn đó. Dựng hình vuông ABCD. Tìm quỹ tích điểm B và điểm D. 


Hướng dân giải: 


Trên đoạn thẳng AC lấy điểm M sao cho: 

Ắ ,, _ Ắ _ , AM AB v2 

AM = AB = AD. Khi đó, ta có: —7- = —— = — 

AC AC 2 

Ngoài ra (AM,AB) = 45° và (AM,AD) = 45°. 


Suy ra phép vị tự V tâm A, tỉ số k = —biến 
điểm c thành điểm M 



R 


6 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Và phép quay Q tâm A góc quay 45° biến 
điểm M thảnh điểm B. 

Vậy nếu gọi F là phép hợp thành của V và Q tì F biến c thành B. 

Vì quỹ tích của c là đường tròn (O) nên quỹ tích B là ảnh của đường tròn đó 
qua phép đồng dạng F. 

• Đường tròn quỹ tích B có thể xác định như sau: 

Gọi AR là đường kinh đường tròn (O) và PQ là đường kinh của (O) vuông góc 

với AR (ta kí hiệu các điểm p, Q sao cho ( AR , AP ) = 45°. 

Khi đó ta thấy phép đồng dạng F biến AR thành AP. Vậy quỹ tích điểm B là 
đường tròn đường kinh AP. Tương tự ta có quỹ tích điểm D là đường tròn 
đường kinh AQ. 


DẠNG 4: DÙNG PHÉP BIỂN HÌNH ĐÊ CHỬNG MINH BÀI TOÁN HÌNH 
HỌC PHẢNG. 

► Các ví dụ minh họa: 

Bài toán 4.1. Cho điểm M thay đổi trên nửa đường tròn đường kinh AB. Trên tia 
BM lấy điểm N sao cho BN = AM. Xác định tâm phép quay biến AM thành 
BN và chứng minh N thuộc một nửa đường tròn cô định. 

Hướng dẫn giải: 



u MAI = u IBN 


Do đó ta xét AAMI, ABNI có: < 


V 


AM = BN 
AI = BI 


=> NMAI = A IBN(c-g-c ) 


Suy ra MI = NI. Ta có: 


04 
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(IM; IN) = (IM; ỈA) + (ỈA, ỈN) 

= (IN; IB) + (ỈA, IN) (do NMAI = AIBN) 

= {IAựB) = ĩ- 


n 

Xét phép quay Q 2 , ta có: 


A 


Q 


>B 


AM 


Q 


K 

2 

I 


->BN 


M 


Q 


>N 


— - f -"► --► 

Vậy I là tâm phép quay biên ẢM thành BN. 


n 


Gọi O’ là ảnh của o qua phép Q 2 


10 = 10 ' 

(IO;IO') = T ' 
2 


10 = OB = R 


Mà \ 71 ■ Vậy IOBO’ là hình vuông. Suy ra O’ là đỉnh hì nh vuông. 

(OI;OB) = — 

71 

Mặt khác, M thuộc (O) cố định và O’ là ảnh của o qua phép quay Q 2 nên N 
thuộc (O’) cố định. 


Bài toán 4.2. Cho tam giác đều ABC và điểm M nằm trên cung nhỏ BC của đuờng 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng MA = MB + MC. 


Hướng 

• Gọi I là giao điểm của đuờng tròn 
(C; CM) và AM. Xét tam giác ABC có: 
CM = CI (do cách dựng điểm I) (1) 

(MC; MI) = (BC; BA) = y (cùng chắn 

cung AC) (2) 

Từ (1) và (2) suy ra tam giác ABC đều. 
suy ra (CI;CM) = T 

• Xét phép quay Q , 

(C;f) 

í CI = CM 



ta có: < 


- n ^Q (M) = I 
(CM; CI) = —T (C;f) v 
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Đồng thời 


CB = CA 


(CB; CA) = 


-71 => Q {B) = a. 


(C;f) 


Như vậy Q ( MB) — IA . Do tính bảo toàn khoảng cách của phép quay nên 

(C;f) 

ta có MB = IA 

Mặt khác: IM = MC (Do tam giác ABC đều) suy ra AM = AI + IM = MB + 

MC (đpcm) 

Nhận xét: ta có thế mở rộng tính chất như sau: 

“ Cho tam giác đều ABC và điểm M bất kì thuộc góc BAC. Khỉ đó, ta 

có: MB+MC>MA. 

Đắng thức xảy ra khi và chỉ khi M nằm trên cung nhỏ BC của đường tòn ngoại 
tiếp tam giác ABC. 

Bài toán 4.3. Cho tam giác đều ABC và vẽ về phía ngoài các tam giác đều 
BCA Ỉ , CA Bị , ABCị có tâm lần lượt là A',B',C' . Chứng minh rằng tam giác 

A'B'C' là tam giác đều. (Bài toán Napolenon ) 


Hướng dẫn giải: 

• Trước tiên ta có nhận xét: bài toán trên vẫn đung trong trường hợp các tam 
giác đều vẽ về phía trong. 

Cách 1: Ỷ tưởng dùng tích phép quay. 

Xét :F = Q f _, lV a với 


C'; 


Cíị + a 2 — 


3 ) \ 3 ) 

—2 n . —2 n —4 n 

—— -I-— = —— 


^ k2n 


Suyra F = Q f _ A ^=0 f _v 


I: 


Do < 


A 


Qí cC n 


Q 


yB 


I: 


A'; 


-71 

T) 


-2k 


yC 


A 




I = B 


yC 



Theo cách dựng tâm B’, ta có: 


(CB\CX) = ^ = ^~ 

2 3 


(AC',AB') = 


a 2 -71 


AA'B'C' đều (đpcm) 


2 3 

Cách 2: Ỷ tưởng chứng minh AB’ — B’C’ — A’C’. 

Trong tam giác A’BC’, áp dụng địng lý hàm số cosin ta có: 


86 
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A'C' 2 = A'B Ả + BC u -2A'B.BC'.cosU A'BC' 


I D 2 


|2 


1 


a 


- —(a + c ) - 2 

3 3 

_1 / 2 . 2 \ 2 ac 

— —(a +c )-— 

3 3 


V3cV3 


cos 


(n 3 

2- + B 

V 2 y 


7 


\ 


1 - -Jĩ- B 

— cosổsinổ 

,2 2 

v z z y 


_ 1 /-2 2 \ acyỊĨ 

= -(a +c )- — cosB ———sin B 

3 3 3 

Áp dụng các định lý về hệ thức lượng trong tam giác ABC: 
ac. cos B = a 2 +c 2 —b 2 


ac sin B = 2S 


AABC 


Vậy A'C' 2 =ị(a 2 +c 2 )-ị(a 2 +c 2 -b 2 )-^ặ-S 

3 6 3 


AABC 


_ 1 ( 2 , 2,2 , 2 'Y , 2^3 

= — (a +b +c ) H —-—s 

6 3 


AABC 


Tương tự ta tính được: A'C' 2 =B'C' 2 = \{a 2 +c 2 )-\(a 2 +c 2 -b 2 )-^2y~s 


f ?2 


AABC 


AABC 


— 1 /^,2 , í, 2 , 2\ , 2^3 c 
= —(a +b +c )H——ỏ 

6 3 

Từ’ đó suy ra tam giác A ’B’C’ đều (đpcm) 

Cách 3:7 tưởng chứng minh tam giác A’B’C’ có 2 góc 60' 

Dựng các đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC ị , BCA Ỉ . Gọi o là giao điểm thứ 
hai của hai tam giác. €ì 

Ta có: UAOB = 12 0° (do AOBQ nội 

tiếp có góc □ AC X B = 60°) 

Mặt khác, □ 5ỠC = 120° (do BOCA ì 

nội tiếp có góc □ BA X C = 60°) 

Suy ra □ AOC = 120°, từ đó suy ra tứ giác 
AOCBị hay cắt đường tròn 

( ABC X ), (BCẢị), (ACBị) cắt nhau tại o. 

Ta có: OB vuông góc A’C’ do OB là trục đẳng phương của ( ABC j), (BCAị). 



_ _ f B r Ị 


—— 


6 
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oc vuông góc A’B’ do oc là trục đẳng phương của ( BCA j), (ACBj)) và góc 
□ BOC = 120° (cmt) 

Suy ra □ C' A'B' = 60°. Tương tự ta cũng có □ A'B'C' = □ A'C'B' — 60° 

Từ đó suy ra tam giác A ’B’C’ đều (đpcm) 

Bài toán 4.4. Cho tam giác ABC vuông cân tai c. Một đường thẳng song song AB 
cắt các cạnh BC, AC lần lượt tại E và D. Các đường thắng vuông góc với AE hạ 
từ c và D lần lượt cắt AB tại K và H. Chứng minh rằng K là trung điểm đoạn BH. 


Hướng dân giải: 

• Trên đường thẳng AC, lấy điểm F 
sao cho c là trung điểm DF. Ta có: 

Qf AE) = f, q aa) = b 


cA 


cA 


Do đó AE vuông góc BF. 

Suy ra BF // KC // HD. 

Áp dụng định lý đường trung bình trong 
hình thang, do c là trung điểm DF nên 
ta có điều phải chứng minh. 

/\ r ^ 1^1 T 1 9 

• Nhận xét: E, D không nhât hỉêtphải 
thuộc cạnh BC, AC. 

Bài toán 4.5. Cho đường tròn tâm o nội tiếp trong tam giác ABC. Chứng minh 
rằng: sin A.OA + sin B.OB + sin c.oc = õ 



Hướng dẫn giải: 

• Gọi I, J, K tương ứng là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với các cạnh 
AB, BC, CA. 


Theo tính chất của 2 tiếp tuyến xuất phát từ 1 điểm ta có: AQ -L ỊK_ 


Tứ giác AIOK nội tiếp trong đường tròn đường kinh OA. Đây cũng là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác AIK. Vì thế theo định lý hàm số sin trong tam giác này 


ta có: IK = OA. sin A 


• Xét phép quay Q tâm o góc quay 90°. 
Giả sử trong phép quay này: 

90 ° 


A 


/ 


J 


K 


Q, 


o 


»/ 


ô 


90 

o 


o 




Q, 


90 

o 


o 


*K' 
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Theo tính chất của phép 
quay suy ra: 


IK 


Q. 


90 

o 


o 


*I'K' 


IK = I'K' 
IK±I'K' 


ÁOLIK =>I'K! IOA 


Ngoài ra do các lập luận trên ta suy ra: K'I' = sin A.OA (1). 


Lập luận tuơng tự ta có: . 

Cộng từng vế theo vế (1), (2), (3) ta đuợc: 

sin AÕĂ + sin B.ÕB + sin C.ÕC = 0 (do kT' + 7t + J'K' = õ.) 

• Nhận xét: theo định lý hàm số sin suy ra: a .OA + b.OB + C.oc = 0. Vậy o là 
tâm tỉ cự của ba đỉnh A, B, c theo bộ số (a; b; c). 

Bài toán 4.6. Chứng minh rằng: trong một tam giác, ba trung điểm của ba cạnh, ba 
chân đường cao và ba trung điếm của ba đoạn nối từ đỉnh đến trực tâm nằm trên 
một đường tròn ( đường tròn Euler ). 

Hướng dẫn giải: 

• Trong tam giác ABC, gọi: 

G là trọng tâm. 

H là trực tâm. 

o là tâm đường tròn ngoại tiếp 
O’ là tâm đường tròn Euler. 

Mị ,M 2 ,M 3 lần lượt là trung điểm của BC, AC, AB. 

Hị,H 2 ,H 3 lần lượt là chân đường cao từ các đỉnh A, B, c. 



Ta có: < 




-1 

B TỈ > m 2 . 
-1 

c TẢ > m 3 


-1 

Do đó: AABC — í - > A M X M 2 M 3 
Ta thấy o là trực tâm tam giác AM\M 2 M 3 
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-1 

Suy ra H — T-G. —> o => 

• Ta có: O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A MịM 2 M 3 

-1 

Suy ra o — Tjl — >0'=> 

Từ (1) và (2) suy ra O’ là trung điểm của đoạn OH 

• Đường tròn (O’) ngoại tiếp tam giác AM\M 2 M 3 lần lượt cắt AH, BH, CH tại 

Ni,N 2 ,N 3 . 

Ta chứng minh Nị,N 2 ,N 3 là trung điểm AH, BH, CH. 

1 

Thật vậy, ta có: {ABC)— ^ H > (MịM 2 M 3 ). 

Mà A thuộc (ABC) và Nị € (M Ì M 2 M 3 ) => HNị = ^ HA => Nị là trung điểm HA . 

Tương tự ta có N 2 , N 3 lần lượt là trung điểm HB, HC. 

• Gọi HịH 2 \ H 3 ' lần lượt là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC với HA, HB, HC. 

1 

Ta có: HH[ = )-HH x ' => H x ’ Vh > //| . Mà Hị • G (ABC) => Hị e (M X M 2 M 3 ) 
Vậy đường tròn Euler đi qua 9 điểm Mị , M 2 , M 3 ,Hị,H 2 ,H 3 ,Nị,N 2 ,N 3 


GO' = -rGO ( 2 ) 
2 


GO = -rGH ( 1 ) 
2 


CHỦ Đ Ề 1.9: 


CÁC ĐỊ NH LÝ- BỔ ĐỀ - TÍNH CHẤT 
BÀI TOÁN TIÊU BIỂU TRONG HÌNH HọC PHẲNG 

1. ĐỊNH LÝ THALES THUẬN:7Veu một đường thẳng song song với một cạnh 
của tam giác và cẳt hai cạnh còn lại thì nó định ra trên hai cạnh đó những đoạn 
thẳng tương ứng tỉ lệ. 

Với tam giác ABC, nếu có đường thẳng d song song với BC, cắt AB, AC lần 
lượt tại hai điểm D,E thì: 


BO 
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AD AE , AD AE , DB EC 
—— = —— và -— = -— và — = — 

AB AC DB DB AB AC 




Lim ý: định lý trên cũng đúng trong với trường hợp hình 2 (giông “đông hô cáty. 


IA IC AB 


IC 1D CD 


2. ĐỊNH LY THALES ĐAO: Nêu một đường thăng căt hai cạnh của một tam 
giác và định ra trên hai cạnh này những đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ thì đường 
thẳng đó song song với cạnh còn lại của tam giác. 


Với tam giác ABC nếu có đường thẳng d cẳtAB, ẮC lần lượt tại D, E và thỏa mãn: 

AD AE AD AE DB EC a // or 

—— = — và — = — và — = — thì khi đó DE //BC hay d //BC 

AB AC DB DB AB AC 


3. ĐỊNG LÝ VÈ ĐƯỜNG TRUNG BÌNH TRONG TAM GIÁC: 

3.1 Định lý: “ Đường thăng đi qua trung điêm một cạnh của tam giác và song 
song với cạnh thứ hai thì đi qua trung điêm cạnh thứ ba ” 


Cho tam giác ABC có M là trung đỉêm cạnh AB. Đường thăng đi qua M song 
song với cạnh BC và cắt cạnh AC tại điểm N. Chứng minh rằng NA — NC. 


©Chứng minh định lý: 


A 



Từ M vẽ tia song song AC, cắt BC tại F. 

Ta có tứ giác MNCF có và MN // CF (MN // BC) và MF // NC (MF // AC) 
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Suy ra tứ giác MNCF là hình bình hành => MF = NC (1) 


Mặt khác, xét hai tam giác BMF và MAN có: 

□ MBF — □ AMN (dong vĩ) 

BM = MA (gt) => ABMF = AMAN {g 

□ BMF — □ MAN {dong vĩ) 

Suy ra MF = AN (2) {hai cạnh tương ứng bằng nhau) 


-c-g) 


Từ (1) và (2) ta suy ra NA = NC (định lý được chứng minh) 

3.2 Định lý: “ Đường trung bình của tam giác thì song song với cạnh thứ ba 
và dài bằng một nửa cạnh ấy ” 

Xét tam giác ABC có M là trung điểm cạnh AB và N là trung điểm cạnh AC. 
Chứng minh rằng MN song song BC và BC — 2MN. 

© Chứng minh định lý: 

Kéo dài đoạn MN về phía N một đoạn NF có độ dài bằng MN. Nhận thấy tam 
giác ANM bằng tam giác CNF (trường hợp cạnh - góc - cạnh). 

Suy ra ũ ÂẩAN = ũ NCF (so le trong) suy ra CF // MA hay CF // BA 

Mặt khác vì hai tam giác này bằng nhau nên CF = MA suy ra CF = MB (do M 

là trung điểm AB). 

Tứ giác BMFC có hai cạnh đối BM và FC vừa song song và bằng nhau nên 

BMFC là hình bình hành 

Suy ra MF // BC hay MN // BC. 

MF BC ' . 

Mặt khác MN — NF — ~z~ — ~r~ (tính chất hình bình hành) (định lý được 

chứng minh) 

4. ĐỊNH LÝ VÈ ĐƯỜNG TRUNG BÌNH TRONG HÌNH THANG: 

4.1 Định lý: “Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh bên của hình thang 
và song song với hai đáy thì đi qua trung diêm cạnh bên thứ haiC 

Xét hình thang ABCD, E là trung 

điểm cạnh AD. Qua E kẻ đường A B 

thẳng song song với hai đáy, cắt 
cạnh BC tại F. Chứng minh rằng F 
là trung điểm BC. 

© Chứng minh định lý: 

Gọi H là giao điểm AC và EF. 

Theo định lỷ 1 về đường trung bình 
trong tam giác, vì EH đi qua trung D c 

điểm AD và song song CD nên H là 
trung điểm cạnh AC. 
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Xét tương tự trong tam giác ABC vì HF đi qua trung điêm AC và song song AB 
nên F là trung điếm BC {định lý được chứng minh). 

4.2. Định lý: “ Đường trung bình cửa hình thang thì song song hai đáy và 
dài bằng một nửa tổng độ dài hai đáy. ' 

Xét hình thang ABCD, E là trung điểm cạnh AD, F là trung điểm BC. Chứng 
minh răng EF song song AB và EF = — (AB + CD). 


© Chứng minh định lý: 

Gọi H là trung điểm AC. Áp dụng định lý 2 về đường trung bình EH trong tam 
giác ACD và đường HF (tam giác CAB) ta có: 


CD 

EH//CD, EH — —— 

2 

< . 

AR 

HF / / AB, HF = 2ẸL 

r 2 , 

Do AB // CD nên E, H, F thẳng hàng suy ra EF / / AB // CD 


Và khi đó EF — EH + HF — — (AB + CD) (định lý được chứng minh). 

2 


5. ĐỊNH LÝ ĐƯỜNG PHÂN GIÁC TRONG TAM GIÁC: “ trong một tam 
giác, đường phân giác của một góc chia cạnh đoi diện thành hai đoạn thắng tỉ 

lệ với hai cạnh kề hai đoạn đó ”. 

• • • 

Xét tam giác ABC có AD là đường phân giác trong góc A, D là chân phân giác 
trong. Chứng minh rằng 


DB _ AB 
~DC~TĨC 


© Chứng minh định lý: 

■Cách 1: 

Từ đỉnh B kẻ đường thẳng qua B và song 
song với cạnh AC, cắt AD tại E. 

Theo giả thiết AD là đường phân giác 
trong góc A nên ta có: 

□ BAE = □ CAE (1) . 


Mặt khác BE // AC nên chúng ta có: 
□ CAE = □ BEA (2) . 


Từ (1) và (2) chúng ta có: 


ũ BAE = □ BEA 


nên tam giác ABE cân ở B suy ra BA = BE. 


A 



Trong tam giác DAC, theo hệ qua của định lí Thales ta có: 


DB _ BE _ BA 
~DC~^C~^C 
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Thay < 


BC-AB-AC 
BD = AD - AB 


AB-AC AC 

chúng ta có —-—— = ——. 

AD-AB AD 


■Cách 2: Áp dụng địn lý sin trong tam giác ABD và ACD, chúng ta có: 

AB sin u BDA , AC sin UADC 
-— - và —— — - (3) 

BD sinũ BAD CD sinũ DAC 


Do AD là đường phân giác trong góc A nên ta có: □ BAD = □ DAC (4) 
Lại có: sin LI BDA — sinũ ADC (5). 


Từ (3), (4), (5) suy ra 


DB 

DC 


AB 

~ÃẼ 


(định lỷ được chứng minh ) 


6. ĐỊNH LY MENELAUS: “ cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lân lượt là năm 
trên các đường thăng BC, CA, AB. Khi đó D, E, F thăng hàng khỉ và chỉ khi 
FA DB EC _ „ 

FB DC EA ~ 


© Chứng minh định lý: 



■ Chiều thuận: Giả sử D, E, F thẳng hàng. Vẽ đường thẳng qua c và song 
song với AB cắt đường thắng DE tại G. Theo định lý Thales thuận, ta có: 



DB _ FB 

^C~TỠ 



EC CG 
EA - FA 
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DB EC FB DB EC FA 


= 1 


Nhân (1) và (2) vế theo vế ta được: _ 

DC EẢ FA DC EA FB 

(điều phải chứng minh). 

FÁ DB EC 

■ Chiều đảo: Giả sử -.--.-- = 1 , ta chứng minh D, E, F thăng hàng. 

FB DC EA 

Giả sử F’ là giao điểm giữa ED và AB. Theo chứng minh trên ta có: 

F'A DB EC_ 

F'B DC EA - 

Ket hợp giả thiết ta có 

FA F'A FA 
<^> —— = 


FB FA - FB AB 


FB F'B F'A F'B F' A-F'B AB 
FA = F' A=> F' = F (đpcm) 


= 1 


7. ĐỊNH LÝ CEVA: “ cho 
tam giác ABC. Gọi D, E, F lần 
lượt là nằm trên các đường 
thẳng BC, CA, AB. Khi đó AD, 

BE, CE đồng qui khi và chỉ khi 
FA DB EC _ „ 

FB DC EA - 
Ngoài ra định lý còn được biếu 
một cách tương tự trong lượng 
giác: 

“Cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là nằm trên các đường thẳng BC, 
CA, AB. Các cạnh AD, BE, CE đồng qui khi và chỉ khỉ 

sin /LBAD sin AACF sin ACBE 



sin ACAD sin ABCF sin AABE 


= 1 


8. CÁC TÍNH CHẤT VÈ ĐƯỜNG THẲNG EƯLER 


► Tính chất 8.1. Trong một tam giác thì trọng tâm, trực tâm và tâm đường 
tròn ngoại tiếp cùng nằm trên một đường thẳng. (Đường thẳng này được gọi là 
đường thẳng Euỉer của tam giác.) 

© Chứng minh Cho tam giác ABC, 

gọi G, H, o lần lượt là trọng tâm, 

trực tâm và tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác ABC. 

Gọi D là điểm đối xứng của A qua 

o. Khi đó BHCD là hình bình hành, 

suy ra trung điểm M của BC cũng là 
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trung điêm của HD. Tam giác AHD 
có OM là đường trung bình, suy ra 


OM = ị AH. 

2 

Suy ra GM/GA = OM/AH = ỉ. Suy ra AAHG ~AMOG (c.g.c) 

2 


Suy ra H,G, o thăng hàng và GH = 2GO. 

Nhận xét. Khi nói đến đường thẳng Euler thì ta chỉ cần cho đường thẳng đi qua 
hai trong 3 điểm trên. 

► Tính chất 8.2. Cho tam giác ABC có trọng tâm G, trực tâm H và tâm ngoại 
tiếp o. Gọi p là điểm đối xứng của H qua o. Gọi Gi, G 2 , Gì là trọng tâm của các 


tam giác PBC, PAC và PAB. Chứng minh rằng GiA 
GìC đồng quy. 

© Chứng minh 

Chứng minh GGi song song với 

AP 


AP và GGi = 


OP 


Hơn nữa GO = —— . Suy ra A, o 


Gi thẳng hàng và ẢG Ỉ = 


4 AO 


G 2 B = G 3 C và GiA , G 2 B , 

A 



Chứng minh tương tự ta cũng có BG2, CG3 cùng đi qua o và 

BG A™CG Í= NE 

3 3 

► Tính chất 8.3. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). (J) là đường tròn 
bàng tiếp thuộc góc A của tam giác ABC. 

(J) tiếp xúc BC, AB, AC tai. M. N. p. 

Chứng minh rằng OJ là đường thẳng Euler của tam giác MNP 
© Chứng minh: Gọi Mi, Ni, 

Pi là giao điểm của JA, JB, JC 
với PN, PM và MN. Khi đó 
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Mi, Ni, Pi lần lượt là trung 
điểm của PN, PM, MN. Do đó 
đường tròn Euler của tam giác 
MNP là đường tròn ngoại tiếp 
tam giác M 1 N 1 P 1 . 

Gọi A’, B’, C’ là giao điểm 
của JA, JB và JC với đường 
tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC. 

Khi đó ta có JB’.JB = p 
JA’.JA = JC’.JC 

Hơn nữa ta có JB.JNi = JA.JMi = 

Do đó JNi/JB’ = JMi/JA’ = JPi/JC’ V 

Suy ra M 1 N 1 //A’B’, 

PiMi//A’C’ vàNiPi//B’C’ 

Từ đó ta có tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác M 1 N 1 P 1 , tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác A’B’C’ và J thẳng hàng. Suy ra tâm ngoại tiếp tam giác M 1 N 1 P 1 
thuộc JO. 

Mặt khác J là tâm ngoại tiếp của tam giác MNP. 

Vậy JO là đường thẳng Euler của tam giác MPN. 

► Tính chất 8.4. Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (I), với các đường 
cao AA % BB’ và cc\ Gọi da, db, dc là các đường thẳng Euler của các tam giác 
AB’C’, BA ’C’ và CA ’B\ Gọi d\, d’b, d’c là các đường thẳng đối xứng với da, db, 
dc qua AI, BI và CI. Chứng minh d’a, d’b, d’c đôi một song song. 

© Chứng minh: Gọi Bi, Ci đối xứng với B’, C’ qua AI, khi đó d’a là đường 
thẳng Euler của tam giác AB 1 C 1 , mà B 1 C 1 //BC, suy ra d’a song song với đường 
thẳng Euler của tam giác ABC. 

Chứng minh tương tự thì d’b, d’c song song với đường thẳng Euler của tam giác 
ABC. 

► Tính chất 8.5. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Khi đó đường thẳng 
Euler của các tam giác HAB, HAC và HBC đồng quy. 

© Chứng minh: Đồng quy tại trung điểm của OH. 
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Đen nay người ta vẫn còn tìm ra những tính chất thú vị liên qua đến đường 
thẳng Euler, và năm 2006 thì kiến trúc sư người Hy Lạp Rostas Vittasko có đưa 
ra bài toán sau: 


► Tính chất 8.6. Cho tứ giác ABCD nội tiếp có các đường chéo cắt nhau tại 
p. Khi đó đường thẳng Euler của các tam giác PAB, PBC, PCD, PAD đồng quy. 


9. CÁC TÍNH CHẤT CỦA ĐƯỜNG TRÒN EULER: Trong một tam giác 
thì 9 điếm gồm: trung điếm của 3 cạnh, trung điếm của các đoạn thẳng nối từ 
trực tâm đến đỉnh, chân các đường cao thì cùng thuộc một đường tròn. 
(Người ta gọi là đường tròn 9 điểm hay đường tròn Euler) 


Sau đây là một sô tính chât của đườn! A 1 


Bài toán 9.1. Tâm đường tròn Euler 
là trung điểm của đọan thẳng nối 
trực tâm và tâm ngoại tiếp. 

Bài toán 9.2. Cho tam giác ABC 
trực tâm H. Tỉa Hx cắt đường tròn 
Euler tại M và đường tròn ngoại 
tiếp tại N. Khi đó M là trung điếm 
cua HN. 

Bài toán 9.3. Cho tam giác ABC 
có trực tâm H. Khi đó đường tròn 
Euỉer của tam giác ABC cũng là 
đường tròn Euler của các tam giác 



HAB, HAC và HBC. (Từ bài toán 


2.3 suy ra bài toán 1.4) 

Sau đây là một định lý rất hay và đẹp của hình học tam giác. 

Bài toán 9.4.(Định lý Feuerbach)7rơwg một tam giác đường tròn Euler tiếp 
xúc với đường tròn nội tiếp và các đường tròn bàng tiếp. 

Chứng minh định lý Feuerbach dựa trên những công cụ mạnh, phép nghịch đảo, 
tuy nhiên vẫn có cách làm sơ cấp hơn. Sau đây là các bổ đề dùng để chứng 
minh định lý Feuerbach. Xem như bài tập. Ta sử dụng các ký hiệu trong bài 


toán 2. 

Bài toán 9.4.1 .Giả sử A/Aj> A2A3. Khi đó đường thẳng MiT tiếp xúc với 
đường tròn Euler tại Mị thì tạo với A2Ả3 một góc là Ơ.2— 0.3. 

Bài toán 9.4.2. Gọi Di là giao điểm của phân giác trong góc Ả 1 với A 2 A 3 . Gọi 
XiP là tiếp tuyến đến đường tròn nội tiếp (ỉ), XiP’ là tiếp tuyến của đường 
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tròn bàng tiếp góc A (P, P’ là các tiếp điểm). Khi đó PXiP’ song song với 
MiT. 

Bài toán 9.4.3. Gọi Q là giao điểm của MiP với (I), khỉ đó Q cũng thuộc 
đường tròn Euler. 

Bài toán 9AA.Hai đường tròn Euler và đường tròn nội tiếp giao nhau tại Q. 
Chứng minh rằng chủng có chung tiếp tuyến. 

Một số bài toán liên quan đến đường tròn Euler. 

Bài toán 9.5. (VMO 2009) Trong mặt phang cho hai điểm cố định A, B (A khỏe 
B). Một điểm c di động tròn mặt phảng sao cho ZACB — a — const (0°<a< 
1800). Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC và tiếp xúc với AB, BC, CA lần 
lươt tại D, E, F. AI, BI cắt EF lần lượt tại M, N. 

a) Chứng minh rằng: MN cú độ dài khụng đổi. 

b) Chứng minh rằng: (DMN) luôn đi qua một điểm cố định khỉ c lưu động. 
Bài toán 9.6. Cho tam giác ABC trung tuyến AM, o là tâm ngoại tiếp. Khỉ đó 
đường thẳng qua M vuông góc với AO tiếp xúc với đường tròn Euler của tam 
giác ABC. 

Bài toán 9.7. Chứng minh rằng các đường thẳng da, db, dc trong bài toán 1.3 
đồng quy tại một điểm thuộc đường tròn Euler. 

Bài toán 9.8. Tam giác ABC có các đường cao lần lượt là AD, BE và CF đồng 
quy tại trực tâm H. DE cắt CF tại M, DF cắt BE tại N. Gọi o là tâm đường tròn 
ngoại tiếp của tam giác HBC. Chứng minh OA 1MN. 

10.CÁC TÍNH CHẤT ĐẶC BIỆT TRONG ĐƯỜNG TRÒN - TAM GIÁC: 

► Tính chất 10.1. Cho tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn tâm I, G là 
trọng tâm tam giác ABC. Gọi D là trung điểm AB, E là trọng tâm tam giác 

ACD => ỉ là trực tâm tam giác DEG và suy ra IE vuông góc DG. 

© Chứng minh: 

Gọi H, N, K lần lượt là trung điểm 
các cạnh BC, AC, AD và E là giao 
điểm KC và DH. 

Ta có G - DC n AH => G là 
trọng tâm tam giác ABC suy ra 
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CG _ CE _ 2 
CD~ CK~ 3 


GE Ị ỊAB\ (theo 


định lý Thales đảo). 

Lại có I là tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC => DI _L AB nên 


GEJJDI 


Lại có < 


Ta có 


DE / /BC 
GI LBC 

GE EDI 
GI E DE 
I = IDnIG 


GI 1 DE. 


H là trực tâm tam giác DEG 



Trong tâm giác DEG, EI qua I nên \EI EDG\ (đpcm). 

► Tính chất 10.2. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi p, Q lần 
lượt là trung điểm của các đoạn thẳng BH, AH. Chứng minh rằng Q là trực 
tâm tam giác ACP và suy ra AP _L CQ. 

© Chứng minh: 

Do p, Q lần lượt là trung điểm 
BH, AH nên ta suy ra PQ là 
đường trung bình tam giác ABH 
Suy ra PQ // AB. 

Mà AB _L AC (gt) 

Suy ra PQEAC. 

Mặt khác AH vuông góc PC có Q 
là giao điểm AQ và QC 



Suy ra H là trực tâm tam giác ACP => AP T_ QC (đpcm). 

► Tính chất 10.3. Cho tam giác ABC cân I 
tại Ả. Gọi D là điếm nam trên cạnh AB 
sao cho AB — 3AD và H là hình chiếu 
vuông góc của B trên CD, M là trung 
điểm của HC. Chứng minh rằng 
AM JL BM. 

© Gợi ý chứng minh: 

Gọi N, I là giao điểm của đường thẳng 
qua B vuông góc với BC với các đường 
thẳng CD và CA. 

Ta chứng minh tứ giác NAME là hình 
bình hành và E là trực tâm tam giác NBM 


ếO 
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Từ đó, ta suy ra BM vuông góc AM. 

► Tính chất 10.4. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), có H là trực 
tâm. Gọi H’ là giao điểm của AH với đường tròn (O) suy ra H’ đoi xứng với H 


qua BC. 

©Chứng minh: 

Ta có góc ũ Aị =□ Cị (do cùng phụ với 
góc □ ABC) 

Lại có góc ũAị-DC 2 (góc nội tiếp 
cùng chắn cung nhỏ BH’ nên bằng nhau). 
Suy ra góc □ C'| =□ c 2 suy ra A HCH' 
cân tại c suy ra BC là trung trực của HH’ 
Do đó H’ đối xứng với H qua BC. 
(đpcm). 



► Tính chất 10.5. Cho tam giác ABC 
nội tiếp đường tròn có tâm I và có H 
là trực tâm, G là trọng tâm. Kẻ 
đường kỉnh AK, M là trung điểm BC. 

Chứng minh rằng: 

a. Tứ giác BHCK là hình bình hành. 

b. G cũng là trọng tâm tam giác AHK 

suy ra H, G, I thẳng hàng. 

C.ÃĨỈ = 2 ĨM vàĩĨG = 2 HÌ. 

©Chứng minh: 

Ta có: góc ZACK = 90° (do nhìn đường 
kinh AK) suy ra KC vuông góc AC. 

Mà BH vuông góc AC nen ta có BH // KC (1). 

Tương tự ta có góc ZABK = 90° (do nhìn đường kinh AK) suy ra KB vuông 
góc AB. 

Mà CH vuông góc AB nên ta có: CH // KB (2). 

Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BHCK là hình bình hành. 

Lại có M là trung điểm BC suy ra M cũng là trung điểm HK và I là trung điểm AK 
Nên ta suy ra IM là đường trung bình tam giác AHK suy ra IM// AH và AH = 2IM. 



Gọi G ' = AM n HI ta có G’ là trọng tâm tam giác AHK => —rc = ——— = _ 

AM HI 3 


Mặt khác do G là trọng tâm tam giác ABC 
AG 2 

^Aiy. = ±^AG = AG Ị ^G = G Ị 

AM 3 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


ĨA-LMN 


Ta có tam giác BMH có BF vừa là đường cao vừa là đường phân giác nên cân 
tại đỉnh B 

Suy ra F là trung điểm MH. 

Chứng minh tương tự ta có E là trung điểm HN. 

Do đó EF là đường trung bình tam giác HMN suy ra EF // MN 
Vì vậy IA vuông góc EF. (đpcm) 

► Tính chất 10.7. Cho tam giác ABC nội 
tiếp đường tròn (O), có H là trực tâm. Gọi 
I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
HBC suy ra o đổi xứng với I qua BC. 

© Chứng minh: 

Gọi H’ là giao điểm của AH với đường 
tròn (O) suy ra tức giác ACH’B nội tiếp 


Nên G cũng là trọng tâm tam giác ABC suy ra H, G, I thẳng hàng. 

► Tính chất 10.6. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm I, có BE và CF 
là 2 đường cao. Chứng minh rằng ỈA vuông góc EF. 

© Chứng minhcách 1: A 

Kẻ tiếp tuyến Ax ta có: ZxAB - ZACB 
(góc giữa tiếp tuyến và dây cung bằng 
góc nội tiếp vì cùng chắn cung AB). 

Mặt khác ta có: ZBEC = ZCFB = 90° 

(2 góc liên tiếp cùng chắn cung BC) suy 
ra EFBC là tứ giác nội tiếp 
=> ZẢCB = ZAFE (góc ngoài bằng góc 
đối trong). 

Do đó ta có ZxAB = ZEAF (theo vị trí 
so le trong) suy ra Ax // EF. 

Mà ỈA ± Ax 


Suy ra ĨA -L EF I ( đpcrn) 

© Chứng mỉnhcách 2: 

CF cắt (I) tại M, BE cắt (I) tại N. 

Ta có: /MBA = /MCA (góc nội tiếp 

' M 

cùng chăn cung MA) 

Mặt khác, /ABN — /MCA (2 góc 
cùng phụ với góc BAC). 

Do đó /MBA = /ABN => AM = AN 
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đường tròn (O) suy ra o đồng thời là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác BH’C. 

Mặt khác H và H’ đối xứng nhau qua BC 
(xem lại tính chất 10.4 ) suy ra tam giác 
HBC đối xứng với tam giác H’BC qua 
BC. Mà o, I lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp H’BC và HBC 
Suy ra I và o đối xứng nhau qua BC. 

► Tính chất 10.8. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), Gọi D, E theo 
thứ tự là chân các đường cao từ A, B. Các điểm M, N theo thứ tự là trung điểm 
BC và AB. Chứng minh rằng tứ giác MEND nội tiếp. 

© Chứng minh: 

Trước hết ta có thể vận dung bổ đề 
về đường tròn 9 điếm (đường tròn 
Euler) để chứng minh tính chất này. 

(bạn đọc có thể tham khảo cách 
chứng minh tinh chất trên qua bài 
toán 4.6, chủ đề 8 chương 1: phép 
biến hình và các ứng dụng của phép 
biến hình) 

Ta có D là trung điểm HH’ (theo tính 
chất 10.4), M là trung điểm HA’ (do 
tính chất 10.5 ) 



Như vậy ta có phép vị tụ: 



H' TẤ > £) 


Mà A’, H’ thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC suy ra 2 điểm M, D 
thuộc đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C) tâm o qua phép vị tự tâm H tỉ 


số k = 


1 

2 


Chứng minh tương tự ta cũng có: N, E thuộc đường tròn (C’) là ảnh của đường 
tròn (C) tâm o qua phép vị tự tâm H tỉ sô k = — . 


Do đó ta có D, M, E, N cũng thuộc đường tròn (C’) nên tứ giác DMEN là tứ 
giác nội tiếp. 

► Tính chất 10.9. Cho tam giác ABC , gọi o, I lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp, tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC, AI cắt đường tròn (O) tại D. 
CMR: DB = DI = DC. 


6 


43 















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

© Chứng mỉnh: 

Ta có góc z/j = ZA X + ZB X do góc 
z/j là góc ngoài của tam giác ABI. 

Mà góc ZB X = ZB 2 (do BI là phân 
giác của tam giác ABC) và 
ZA X = ZA 2 (do AI là phân giác tam 
giác ABC) 

Kết hợp với Z ^2 = ZB 2 

=>ZI X = ZB 2 +ZB 3 = zibd 

=> A IBD cân tại D suy ra DI = DB (1) 

Do AI là phân giác cắt đường tròn 
(O) tai D nên cung BD bằng cung 
CD suy ra DC = DB (2) 

Từ (1), (2) ta suy ra DI = DB = DC (đpcm). 

► Tính chất 10.10. Cho tam giác ABC , 
gọi D, E, F lần lượt là chân đường cao 
kẻ từ A, B, c của tam giác ABC. Gọi H 
là trực tâm của tam giác ABC. Chứng 
minh rằng H là tâm đường tròn nội tiếp 
tam giác DEF. 

© Chứng minh: 

Tứ giác ECDH nội tiếp (do có 

ZHEC + ZHDC = 90° + 90° = 180°) 
suy ra ZHDE = ZHCE (1) 

Mà góc ZFBH = ZHCE (2). 

Tứ giác FHDB nội tiếp (do CÓZHFB + ZHDB = 90° +90° =180°) suy ra 
ZFBH = ZFDH (3) 

Từ (1), (2), (3) ta suy ra ZHDE = ZFDH suy ra DH là tia phân giác của tam 
giác DEF. 

Chứng minh tương tự ta có: EH, FH là tia phân giác của tam giác DEF. 

Tại có H là giao điểm của EH, FH, DH nên H là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC (đpcm) 

► Tính chất 10.11 .Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), gọi D, E là 
giao điểm của đường tròn (O) với các đường cao qua Ả và c. Chứng minh 
rằng OB là trung trực của ED. 

© Chứng minh: 
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Ta có góc 


ZE X = ZA X = 


sdBD 


ZD X = ZC X = 
ZC X = ZA X 


sdBE 



ỷ ra OB là 


ZE X — ZD X suy ra tam giác EBD cân tại B 

Mà OE = OD (bán kinh đường tròn tâm O) (2). 
trung trực của ED. 

► Tính chất 10.12. Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn nội tiếp. Gọi D, 
E, F lần lượt là các tiếp điểm của (I) với BC, CA, AB. Gọi K là giao điểm Của 

EF và BI. Chứng minh rằng CK _L BK 

© Chứng minh: 



Lại có: ECEK = ZAEF = 90° — EBAC (vì tam giác AEF cân tại A) 

Do đó tứ giác IEKC là tứ giác nội tiếp suy ra 

ZIKC = ZIEC = 90° => ZBKC = 90° 

► Tính chất 10.13. Cho tam giác ABC vuông tại Ả, ẢH là đường cao. M là 
trung điểm AH. Đường thẳng vuông góc với BC tại B cắt cắt CM tại D. Chứng 
minh rằng tam giác DAB cân. 

© Chứng minh: 
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Gọi N là giao điểm giữa BD và AC. Ta có ZBAN = 90°. 

Vì BN vuông góc BC (gt), AH vuông góc BC (gt) nên AH // BN 


Xét tam giác BDC có BD // HM suy ra 


MH _ C-M 
BD - CD 


(hệ quả của định lý 


Thales) 

_ _ , AM CM ^ MH AM A/rTT AW ,J ,,,, 

Tương tự ta có: ——— = —— . Do đó —— = ——, mà MH = AM (do M là 

DN CD BD DN 

trung điểm) 

Suy ra BD = DN. 

Lại có tam giác ABN vuông tại A, AD là trung tuyến nên AD = DB 
Suy ra tam giác DAB cân tại D. 

► Tính chất 10.14. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (C) tâm I có AD là 
đường phân giác trong góc A.(D là chân phân giác trong). Gọi d là tiếp tuyển 
tại Ả của đường tròn (C) cắt BC tại E. Chứng minh rằng tam giác AED cân tại E. 

©Chứng minh: 

Gọi d là tiếp tuyến tại A của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC 
E là giao điểm của d và đường thẳng BC (do AD không vuông góc d nên E 
luôn tồn tại) 

Và ta có thể giả sử EB <EC . Ta có ZEAB = ZACB và ZBAD = ZDAC , 

Suy ra ZEAD = ZEAB + ZBAD = ZACB + ZDAC = ZADE 
Suy ra AADE cân tại E. 
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► Tính chất 10.15 .Chotam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm ỉ, điểm D là chân 

đường phân giác trong của góc BAC. Đường thắng AD cắt đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC tại điếm M (khác Ả). Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ACD. Chứng minh rằng CM vuông góc CJ. ~ 

©Chứng minh: 

Ta có: □ AJD = 21 CAD (do 
tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
tâm I). 

Màũ CAD = □ BAD = □ BCM 
=> □ CJD = 2D BCM 
Ta lại có: ACJD cân tại J nên 

□ CJD + 2Ũ CJD = 180° 

=> 2ũ BCM + 2 CJD = 180° 

□ BCM + CJD = 90° 

Do đó CM vuông góc c J. 

► Tính chất 10.16. Cho tam giác 
ABC (AB > AC) nội tiếp đường 
tròn (O). Đường phân giác ngoài 
góc BAC cắt đường tròn (O) tại 
điếm E. M, N lẩn lượt là trung 
điếm các cạnh BC, CA. F là hình 
chiếu vuông góc của E trên AB, K 
là giao điếm MN và AE. Chứng 
minh rằng KF // BC. 

©Chứng minh: 

Gọi D là điểm chính giữa cung 
BC không chứa điểm A, ta thấy 
ADLAE (1). 
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Mặt khác, dễ thấy ED là đường kinh của đường tròn (O) vuông góc với dây 
cung BC tại M. 

Từ đó bốn điểm B, E, F, M cùng nằm trên một đường tròn, suy ra 

ZFME = ZFBE = ZABE = ZADE => MF / /AD (2) 

Từ (1) và (2) suy ra MF _L AE (3) . Lại có MN // AB. EF vuông góc AB nên 
EF // MN (4). 

Từ (3) và (4) ta thấy F là trực tâm tam giác EKM suy ra KF vuông góc EM 
Mà EM vuông góc BC suy ra FK // BC (đpcm). 

► Tính chất 10.17. Cho tam giác 
nhọn ABC , tia phân giác trong của 
góc BAC cắt BC tại D. Gọi E, F thứ 
tự là hình chiếu vuông góc của D 
trên AB và AC. K là giao điểm của 
CE và BF. Chứng minh rằng AK 
vuông góc BC. 

© Chứng minh: 

Kẻ AN vuông góc BC (N thuộc 
BC), suy ra các tứ giác AEND và 
AFDN nội tiếp. B 

Từ đó suy ra BD.BN = BE.BA và 
CN.CD = CF.CA. 



„ DB NB ẢB BE NB BE 
Suy ra 

DC NC AC CF NC CF 

NB FC EA , ,, ÀT7 

r- = l (doAE = AF) . 

NC FAEB 

Theo định lỷ Ceva đảo, ta có AN, CE, BF đồng quy tại K suy ra AK vuông 
góc BC. 


11. CÁC TÍNH CHẤT ĐẶC BIỆT TRONG TỨ GIÁC: 


► Tính chất 11.1 .Trong một hình thang cân có hai đường chéo vuông góc thì 
độ dài đường cao bằng độ dài đường trung bình 


© Chứng minh: 

Do ABCD là hình thang cân, AC 
vuông BD tại I suy ra A 4IB, A CID 

vuông cân tại I 

Suy ra IN, IM là các đường cao 
tương ứng đồng thời cũng là đường 
trung tuyến. 


AN B 
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Suy ra 


Nỉ = 


MI = 


AB 

2 

CD 

2 


AB + CD _ 

NI + MI - -—-= EF = MN 


EF — MN I (đpcm) 


M 


B 


► Tính chất 11.2. C/?o hình vuông 
ABCD, gọi M, N lần lượt là trung điếm 
của các cạnh AB, BC của hình vuông 
ABCD. Chứng minh: AN vuông góc DM. 

©Chứng minh: 

Ta có: AABN — ADAM (c — g — c) 

=> z A 1 = ZDị . 

Mà ZD 1 + ZM Ỉ = 90° => ZA ] + ZM X = 90 
=> AAHM EH => AN ±DM (đpcm) 



► Tính chất 11.3 .Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2AD, M là một điểm trên 
AB — 2AD, M là một điếm trên AB sao cho AB — 4AM. Chứng minh DM vuông 
gócAC. 

©Chứng minh: 


AM B 



Ta có: ZDị +ZMị =90°(l) . 

BC 


Mặt khác: 


tan 2 Aị 


tan D! = 


AB 

AM 

AD 


2 


Ị_ 

2 


u Aị = LI Dj thay vào (1) ta được 


ZA X + ZMị = 90° (1) 

Suy ra DM vuông góc AC tại H. (với H là giao điểm DM và AC) (đpcm). 

Chú ý: ta cũng có thể E, F lần lượt là trung điểm AB và CD. I là trung điểm 
DF và G là giao điểm AC và EF. Theo định lý thales thuận ta có G là trung 
điểm EF. Dựa vào tính chất 11.2 ta suy ra AC vuông góc EI. Như vậy ta chỉ 
cấn chứng minh MEID là hình bình hành (việc chứng minh xin dành cho bạn đọc) 
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► Tính chât 11.4. Cho hình vuông ABCD. Gọi M là trung đỉêm BC, N là điêm 
trên cạnh AC sao cho AC = 4AN . Chứng minh rằng tam giác DMN vuông tại N. 


© Chứng minh: 

Gọi F là trung điểm ID suy ra NF là đường 
trung bình tam giác IAD suy ra NF vuông 
góc CD. 

Mặt khác DI vuông góc NC và F là giao 
điểm NF và DI 

Suy ra F là trực tâm tam giác NCD suy ra 
FC vuông ND (1). 

Mặt khác ta có NF = MC và NF // MC suy 
ra tứ giác NMCF là hình bình hành 
Do đo NM // FC. 



Từ (1) ta suy ra MN vuông ND tại N 
Nên tam giác DMN vuông tại N (đpcm). 

► Tính chất 11.5. Cho hình vuông ABCD. Gọi M là trung điểm BC, N là điểm 

trên CD sao cho CN = 2ND . Chứng minh góc MAN bằng 45° . 



© Chứng mỉnhcách 1: 

Gọi I là trung điểm CD và H là giao điểm IM và AC suy ra H là trung điểm IM. 


Ta có: 


tanU AND - 


< 

tanL AMH = 


V 


AD _ 3 DN 
DN~ DN ~ 

3 ^ c => □ AND = □ AMH 

ẢH 4 

HM AC 


4 


Lại có □ ADN-UAHM-90° 

Suy ra tam giác ADN đồng dạng tam giác AHM (g-g) suy ra 
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ZNAD = ZMAH 

Mà ZNẢD + ZHAN = 45° => ZMAH + /2HAN = 45° => /MAN 
© Chứng mỉnhcách 2: Đặt cạnh hình vuông AB = a > 0 

aslĩõ 


= 45° (đpcm) 


Ta có: 


AN - \l AD 2 + DN 2 - Ja 2 + — 


AM = 4bM 2 +AB 2 = J— + a 2 = 


MN = \[nC 2 +MC 2 = 


A 2 2 

4 a a 


3 

5 

2 

5 a 


+ 


Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 

MA 2 + NA 2 - MN 2 1 


cos ZMAN = 


2 MA.NA 


ZMAN = 45 


0 


(đpcm). 


A 


M 


B 


► Tính chất 11.6 .Cho hình vuông ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm AB, 
BC. Gọi I là giao điểm của CM và DN. Chứng minh AI — AD. 

© Chứng minh: 

Gọi p là trung điểm CD. Ta có CPMA là 
hình bình hà nh (do PC = AM và PC // 

AM) 

Suy ra AP // MC. Mặt khác theo tính 
chất 11.2, ta có MC _L DN . 

Do đó, AP vuông góc DI. 

Lại có AP // MC có p là trung điểm CD 
Suy ra AP đi qua trung điểm DI nên AP 
vừa là đuờng cao vừa là đuờng trung 
tuyến. 

Do đó ta có tam giác ADI cân tại A suy ra AD = AI. (đpcm) 

► Tính chất 11.7. Cho hình vuông A 
ẢBCD. M là một điếm tùy ỷ trên đường 
thẳng BD (M khác B, M khác D). Gọi H, 

K lần lượt là hình chiếu vuông góc của 
M trên các đường thẳng AB, AD. Chứng 
minh CM vuông góc HK. 

© Chứng minh: 

Gọi E - KM n BC, F = CD n MF . 

Xét: ÃĨCXH = (mõ + ~DC)[kÃ + 4/7) 



H 


B 


= MD.KA + MD.AH + DC.KA + DC.Atì 
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Với \ 


MD.KA = MD.KAcos(MD,KA) = MD.KA.COSỈ35 


0 


MD.AH = MD.AH cos (MD, AH) = MD. AH. cos 135 


0 


DC.KA = 0 


cos(Z)C, ^//) = DC. AH. cos 0 


0 


MC1KH 


Do đó: 

ÃĨCXH = —jB-.AD + CD.AH = -AH.CD+ CD. AH = 0 = 

72 

► Tính chất 11.8. Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi H là hình chiếu vuông góc 
của B trên đường chéo AC. Các điểm M, K lần lượt là trung điểm của AH và 
CD. Chứng minh rằng BM vuông KM. 



© Gợi ý chứng minh: (xem cách chứng minh tính chất 11.4 — Lấy điểm phụ E 
là trung điểm BH ta sẽ được lời giải cho bài toán). 



nhật ABCD. Gọi M là điểm đối 
xứng của B qua c, N là hình chiếu 
vuông góc của B trên đường thẳng 
MD. Chứng minh rằng AN vuông 
góc CN. 

© Chứng minh: 

Ta có: ZDNB = ZDCB = 90° suy 
ra tứ giác BCND nội tiếp. (2 góc 
liên tiếp cùng nhìn cạnh BD) 

Do đó, ZBNC - ZBDC (do cùng 
chắn cung BC) 

Lại có ZCAB = ZBDC (tính chất của hình chữ nhật ABCD) 

Suy ra ZCAB = ZBNC nên tứ giác ABCN nội tiếp (2 góc liên tiếp cùng nhìn 
cạnh BC) 

,0 


Do đó: ZABC + ZANC = 180 u => ZANC = 90° \AN 1. NC\ (đpcm) 
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► Tính chất 11.10. Cho hình thang 
ABCD vuông tại A và D có CD — 2AB. 
Gọi H là hình chiếu của D trên đường 
chéo AC, M là trung điểm của đoạn 
thẳng HC. Chứng minh rằng BM vuông 
góc MD. 

© Gợi ý chứng minh: Lấy điểm phụ E 
là trung điểm DH sẽ tìm được lời giải 
cho bài toán. 

► Tính chất ll.ll.CÃo hình vuông 
ABCD có hai đường chéo cẳt nhau tại 
E. Một đường thẳng đi qua Ả cắt cạnh 
BC tại M, cắt đường thẳng CD tại N. 
Gọi K là giao điểm của các đường thẳng 
EM và BN. Chứng minh rằng CK vuông 
góc BN. 

© Chứng minh : 

Trên tia đối của tia BC, dựng điểm F 
sao cho CF = CN. 

Xét tam giác DCF và BCN có : 

ZDCF = ZBCN = 90° 


A B 



D c 

A B 



CF = CN {gỉ) => A DCF = ABCN ( c-g-c)=> ZDFC = ZBNC (1) 

DC = BC ( gt ) 


Tam giác DCB vuông tại c có CE vuông góc BD nên BC 2 = BE.BD (2) 


Mặt khác, do AB // CN nên 


ẼE = Z = Z^ẼE = Z^ BC 1 = BM.BFỌ) 

CM CN CF BC BF 


Từ (2) và (3) cho BE.BD = BM.BF 

= => ABEM □ A BFD 0 c-g-c)=> ZBEM = ZBFD (4) 

BF BD 

Từ (1) và (4) cho ZBNC = ZBEM => tứ giác DEKN nội tiếp (tứ giác có góc 

ngoài bằng góc đối trong) suy ra ZBKE - ZBDC - 45°. Lại có: ZE CB - 45° 
(tính chất hình vuông). 

Suy ra ZFCB = ZFKB = 45° =>tứ giác BKCE nội tiếp 


0 


Suy ra ZBKC = ZBEC = 90 u => \CKZBN\ (đpcm). 


6 
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Chương 2. CÁC PHƯƠNG PHÁP TI Ế p CẬN 
VÀ GIẢI NHANH MỘT BÀI TOÁN HÌNH HọC TRONG 

MẶT PHẲNG OXY 

Trong chương 2 này, thầy sẽ tập trung giới thiệu cho các em các phương pháp 
tiếp cận một bài toán hình là như thế nào? Nhưng trước khỉ chúng ta bắt đầu vào 
từng chủ đề. Thầy mời các em xem bảng phân tích các câu hỏi hình học Oxy đã 
xuất hiện trong đề thi Đại học — Cao đẳng từ 2002 đến 2014. 


Các vấn đề liên quan đến 

HÌNH HỌC PHẲNG OXY 

(1 điểm) 

Số lần xuất hiên 

• 

Tỉ lệ % 
ra đề 

Khối A 
AI 

KhốiB 

Khối D 

* Bài Toán liên quan đến tìm 
Tọa độ điểm 

9 

12 

8 

80,5% 

* Bài Toán liên quan đến viết 
PT Đường thẳng (d) 

5 

5 

6 

40,0% 

* Bài Toán liên quan đến viết 
PT Đường Tròn (C) 

4 

6 

4 

30,8% 

* Bài Toán liên quan đến 
Đường Elip (E) 

3 

2 

2 

19,4% 

* Bài Toán liên quan đến 
Max - Min cực trị hình học 

2 

0 

1 

8,3% 

* Bài Toán liên quan đến 
Hyperbol (H) (Nâng Cao) 

1 

1 

0 

5,0% 

* Bài Toán liên quan đến 
Parabol (Nâng Cao) 

0 

0 

1 

2,7% 


_ N 

Theo xu hướng giảm tải của Bộ GD&ĐT thì những năm gân đây các bài toán 


liên quan vê Hyperbol, Parabol gân như không còn xuât hiện nữa mà thay vào đó 
là các dạng toán tổng hợp liên quan đến đường tròn, đường thẳng lồng vào trong 
các khối hình tam giác, tứ giác với các câu hỏi quen thuộc như tìm điểm? lập 
phương trình đường?... Chỉnh vì lẽ đó, thầy sẽ trình bày các cách tiếp cận dựa trên 
các chủ đề trên. 

Đoi với các cách tiếp cận một bài toán hình học trong mặt phang Oxy, thầy 
thiết nghĩ chúng ta cần nam vững một so nguyên tắc chung cho mọi chủ đề mà ta 
sẽ giải quyết sau đây. Cụ thể là: 

■ NHỮNG NGUYÊN TẮC CHUNG: 

^Nguyên tắc 1: “Đặt càng ít ẩn càng tốt!” 

Tại sao ta phải đặt càng ít ẩn càng tốt? Đê trả lời cho câu hỏi này, thì trước 
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tiên chúng ta cần hiểu việc đặt ẩn ở đây là nhằm mục đích « đại số hóa hình 
học », nghĩa là chuyển bài toán theo « ngôn ngữ hình học » về bài toán theo 
« ngôn ngữ đại so » được ẩn dưới dạng các phương trình (PT), hệ phương trình 
(HPT) mà ta đã được học. Việc này sẽ được ta cân nhắc rất kỹ trong quá 
trình «tham số hóa » các điểm khỉ biết được quan hệ của chúng với các yếu tổ 
hình học đã cho như đường thẳng, các đường conỉc. Bởi lẽ, nếu đặt quá nhiều 
ẩn, thì tương ứng với sổ ẩn chính là số phương trình mà ta phải giải? Việc này 
không làm cho van đề ta gặp phải được giải quyết gọn gàng mà đôi khỉ còn vô 
tình gây khó khăn, trở ngại cho ta. Theo kỉnh nghiệm, số ẩn tối đa nên đặt cho 1 
bài toán hình chỉ nên là 2 ẩn. Vạn bất đắc dĩ ta mới đặt nhiều hơn các em nhé. 

►Nguyên tắc 2: “ Đặt bao nhiêu ẩn? —> cần lập bấy nhiều phương trình?”. 

Các yếu tổ trong một bài hình tựa như những giả thiết để ta thiết lập phương 
trình. Neu trong khả năng chỉ có thể lập được 2 phương trình nhưng các em lại 
đặt đến 4 ẩn thì việc giải là không khả thi. Cho nên nếu đặt hai ẩn thì dứt khoát 
phải lập cho bằng được ít nhất hai phương trình. Khỉ đi sâu vào phương pháp, 
thầy sẽ phân tích kỹ hơn. 

►Nguyên tắc 3: “Hiểu và biết cách vận dụng các tính chất hình học”. 

Neu bạn vẫn chưa nam vững các khái niệm, tính chất, định lý có được trong quá 
trình học hình học ở các lớp dưới thì thật khó để ta khai thác triệt để trọn vẹn 
một bài toán hình. Vì vậy hãy xem kỹ chương 1 trước khỉ bước vào chương 2 
nhẻ! 

►Nguyên tắc 4: “Sau mỗi kết quả (KQ) tìm được phải biết cách kiểm tra lại 
KQ đó ”. 

Công việc này giong như chúng ta đang kiếm tra lại đáp số vậy. Nhưng kiếm tra 
bằng cách nào? Hãy đưa các kết quả đó lên trên hệ trục tọa độ Oxyhoặc dựa 
vào vị trí tương đối giữa các yếu tố hình học như điểm, đường thẳng, đường 
tròn, các đường Conỉc để suy ra việc nhận, loại. 


CHỦ ĐỀ 2.1: 

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN TÌM TọA ĐỘ ĐlỂ M? 

■ NHỮNG KỸ THUẬT CÀN NHỚ: 

► Nếu điểm thuộc đường thì biểu diễn tọa độ của điểm theo đường —> giảm ẩn 
của điểm. (Kỹ thuật tham số hóa) 

Trong một bài toán hình, việc bắt gặp một điểm thuộc một đường thẳng là điều 
thường thay. Việc tham số hóa chúng sẽ giúp chúng ta giảm ẩn của điểm đi. 


VD1: 

MgAị :x + y — 4 = 0 

(chọn 

X = m=> y = 4 — m 

Ẩ e Á 2 :x-2^-4 = 0=> A(2a + 4;a) 



M(m;4 — nỉ) 
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B G A 3 :3x-2y + 6 = 0=>5 

f ì 3 b + ỏy 

r 2 J 

hay B ( 2b; 3Ồ + 6) 

c G À 4 : X — 4 = 0 (x = 4, ta chọn y = c 

bất kỳ) => C(4; c) 


► Sử dụng sức mạnh của độ dài đoạn thẳng. (Kỹ thuật sử dụng độ dài) 

Khỉ biết được tọa độ của một điểm nào đó (vỉ dụ là Ả) và đã tham số hóa điểm 
cần tìm (vỉ dụ là B) thì ta tìm cách tính độ dài của chúng dựa trên công thức: 


D G A 5 : y + 1 = 0 (y = -1, ta chọn X = d bất kỳ) => Z)(d; -1) 


AB = 


ẢB 


= Ặx B -x A Ý +{y B -y A y 


VD2: Cho A(0;2) Tìm M GÀ 1 : X + y - 4 = 0 sao cho MA = Tỉ 


Ta có: M G Aj => M(m;4 — m). Đo MA = 

<N 

II 

1 

4 

<=> m 2 +(m — 2) 2 m — 1 => M(l;3) 



► Sử dụng sức mạnh của véctơ: Hai đoạn thăng tỉ lệ nhau (thăng hàng) thì 
chuyển đẳng thức độ dài —> đẳng thức véctơ. (Kỹ thuật sử dụng véctơ) 

Trong một bài toán hình, quan hệ giữa các điểm nằm trên một đường thẳng 
(thẳng hàng) có rất nhiều yếu tổ để ta khai thác như độ dài, phương và hướng 
của chủng. Việc chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ nhằm mục đích 
tăng so lượng phương trình trong bày toán của mình lên (Việc này ngược với 
việc đặt ẩn các em nhé!) 

VD3: ® - & - % 

A B c 


AC= 3AB <=> AC = 3 AB hay BC = 2AB <=> BC = - 2 BA 

► Xét các điểm cần tìm trong sự tương giao giữa các tia, trục tọa độ, đường 
thẳng, đường tròn, đường conic... (Kỹ thuật sử dụng tính tương giao) 

Điều này có nghĩa là chúng ta sẽ phải viết phương trình các đường trên (nếu 
chưa có) để cùng với những đường đã cho —> lập thành các hệ phương trình 
và giải nghiệm suy ra tọa độ của điểm cần tìm. 

VD4: A là giao điểm của A:x + y- 6 = 0vàd:x-y-2 = 0. 


Ta có : 




o 

II 

1 

> 

+ 

X 

A = And 

=> Tọa độ A là nghiệm của hệ 

> 


x—y— 2=0 


A(4; 2) 


^ 9 

VD5: C(x c > 0) và D là hai giao diêm của trục hoành (y = 0) và đường tròn 


(c,) : * 2 +(j-lf=l 


Tọa độ c là nghiệm của hệ 


y = 0 

X 2 +y 2 = 1 




'y = 0 

X = ±1 


<=> 


x = l;y = 0 
x = -ỉ;y = 0 


<=>C(1; 0) 
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Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm vi dụ để minh họa cho các kỹ thuật trên. 
(Đe các bạn tiện theo dõi , mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc mà đề 
thi hay đề cập). 

BÀI TOÁN 1 (HÌNH THANG). Trong mặt phang tọa độ Oxy , cho hình thang 
ABCD (AB // CD) có diện tích Sị BCD = 14. Biết tọa độ các đỉnh 


A( 0;l),i?(2;0),c(3;2). Tìm tọa độ đỉnhD? 


■ Đặt vấn đề : Do tọa độ của các điểm A, B, c khá là đẹp nên có một câu hỏi đặt 
ra là ta có nên « vẽ hình kèm hệ trục tọa độ « vào không? hay là chỉ cần vẽ phác 
thảo hình thang ABCD? Cuối bài này bạn sẽ có câu trả lời. 

■ CÁCH 1: giải theo cách không gan với hệ trục tọa độ (chỉphác thảo hình) 



© Nhận xét : Đi êm D là điêm cân tìm, nêu đặt tọa độ D ( X D ; y D ) —> thỉêt lập 2 


PT 2 ẩn và giải tìm (x D ;y D ) thì có vội vàng không? Trong khỉ nguyên tắc 


chung là nếu có thể giảm được ẩn của điểm thì ta nên thực hiện trước. Vậy câu 

hỏi đặt ra là điểm D có đang thuộc đường thẳng nào không để ta thực hiện 
tham sổ hóa theo đường thẳng đó?=> Đó chính là đường thẳng CD (Vì nhận 
thay CD qua C(3;2) và song songAB). 


Còn dữ kiện S ABCD = 14 


y 

cho ta được điêu gì? —>■ 



9 Ỷ tưởng: Từ công thức diện tích ta thấy ngay CD là độ dài cần tính —> liên 
quan đến D. Vậy trước hết ta cần tính AH =? —> Rõ ràng AH là đường cao của 
hình thang (nhưng ngoài ra AH cũng chỉnh là khoảng cách từ Ả đến đường CD 
oAH — d(A; CD)). Từ đây ta có sơ đồ tư duy sau: 

D G CD —» pt CD ? 

£>(?; ?) -»J 1 

CD = ? —» S ABCD - AH(AB + CD) —» AH = ? —» d[A; CD] —» pt CD ? 

2 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có CD qua C(3 ; 2) và nhận AB = (2; -1) làm véctơ chỉ phương (VTCP) nên 
có dạng: 

CD:x + 2y-l = 0 và D e CD^D(7-2d; d) 

2-1 
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» Vẽ AH _L CD tại H, ta có AH = d[A; CD] = ' °, + 2 ỊJ = sl5 

slĩ 2 + 2 2 


và AB = \[ĩ> 


* Lại có S ABCD = AH(AB + CD) <=> CD = cT và CD = (4-2d;d-2) 

2 v5 


* CD = ^Í^CD 2 = — 9 ' " J ' 2 


2 529 , , -2 529 


45 


25 


<=> (4- 2dỴ + {d-2Ỵ =^-<r>{d-2Ỵ = 


25 




d-2 = 


23 


d-2 = 


-23 




33 

d = ^-^>D 
5 


d = 


-13 


D 


(-31 33^1 

’1 7 ’~T 

V 5 5 J 

( 61.-13^ 

V 5 5 J 


* Xét CD 2 = 


(46 -23 ^ 1X 

-2-; vầ AB = ( 2;-l) 


V 


) 


23 


CD 2 = -4 AB (vô lý vì AB , CD 2 cùng phương, ngược hướng) 


=>Loại điểm D 


* 


Xét ca = 


(-46 22\ _ x ìx 

——; —L và AB = (2; -1) 


V 

23 


7 


CƠỊ = ~~Ệ AB (thỏa yêu cầu bài toán) =>Nhận điểm Dị 


Vậy điêm D thỏa yêu câu bài toán là D 



CÁCH 2: Ta vẽ hình kèm hệ trục tọa độ: 
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© Nhận xét: Khỉ vừa vẽ hình xong, ta thấy ngay AB J. BC (việc chứng minh 

không quá khó, ta chỉ cần xét AB . BC —> 0). Neu vậy lúc này công thức tính 
diện tích ABCD sẽ là: 

23 

và khi đó ta dê dàng suy ra được CD = 



SỈ5 

9 Ý tưởng: Tuy vậy vẩn đề đặt ra là ta có nên quay lại cách 1 với nhận xét này? 

_ ^ , CD 23 —- -23 — 

Câu trả lời là ta đã phát hiện AB // CD nên ta có: -— — oCD — —— AB 

AB 5 5 

—> Đen đây là mọi chuyện xem như được giải quyết. Mời các em xem lời giải! 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có: ÃB =(2;-l) và BC = (1; -2). Xét AB.BC =2-2 = 0 


AB1BC 


Hình thang ABCD vuông tại B và c. Và ta có AB - BC — \/5 

23 


* Mặt khác, S ABCD = 2. BC{AB + CD) 

2 


CD = 


SỈ5 


CD 23 —— -23 —- _ — 

* Xét —— = ^- <=> CD = —AB (Do CD và AB ngược hướng nhau) 

AB 5 5 


X D 3 — 


< 


-23 

5 

-23 


•( 2 ) 


X D — 




Ti) _ 2 = —r-.(-l) 


Td 


-31 

5 

33 


D 


1^-31 33^1 

" ~ 5 _ 


V 


) 


Vậy điêm D thỏa yêu câu bài toán là D 



■ LÒI bình: thông qua việc giải bài toán trên ta thấy được một số ưu điểm của kỹ 
thuật ‘ chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ” điển hình như lời giải gọn 
nhẹ và không phải thử lại để loại một so trường hợp phát sinh. Đặc biệt việc biết 
kết hợp lồng hệ trục tọa độ vào trong hình vẽ đôi khỉ cho ta những nhận xét hữu 
ích. Và nếu giả sử bài toán trên với cách giải 2, một so em không chuyển đẳng thức 
23 —- 23 — , 

CD = AB<ÍÍ> CD = —-ị AB thì cũng rât may mãn vì đã cỏ hệ tọa độ ở trên, bạn 

có thể đưa hai điểm Dị & z >2 lên hệ tọa độ để kiểm tra và sẽ mau chóng phát hiện 
điểm D 2 là điểm không thỏa yêu cầu bài toán và phải ngay lập tức tìm cách loại 
nó đi. 


5 « 
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BÀI TOÁN 2 (TAM GIÁC CÂN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho ÁÁBC 

(4 10^1 _ _ * 

2-; -2- . Tìm tọa độ điếm B và c? 

{33) 


vuông cân tại A(2; 2), trọng tâm G 


Đặt vấn đề: Đe bài rất ngắn gọn nhưng chứa 
đựng rất nhiều thông tin như yếu tổ “vuông ”, 
“cân ” giữa các cạnh và “trọng tâm ” của tam 
giác. Neu gặp các yếu tố đó thì ta nên khai 
thác như thế nào? Mời các bạn cùng xem các 
cách giải sau. 


CÁCH 1: Đặt 5(x fi ;^ s );C(x c ;^ c ) 


r N ? 

© Y tưởng ĩvởiyêu câu tìm điềm B và c, ta đặt ngay 


tọa độ cần tìm là B (x tì ;y B y,C (x c ’ Tc ) 



—> 4 ẩn —> Chúng ta cần đến 4 PT —> vậy đó 
là những phương trình nào? 


+ AABC vuông cân tại A 


AB - ẢC 
ẢB-LAC 


AB 2 =AC 2 


<=>< 


o 2PT. 


AB.AC = 0 


+ G là trọng tâm AABC =^> 2PT. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do G là trọng tâm AABC 



r 

X A + X B + x c = 3 x g = 4 

X B +X C =2 

<=>< 

<=> < 

o< 


=3 Tơ = 10 

jB+y c = s , 


* Ta có< 


ẮB = (x B -2;y B -2) = (-x c ;6-y c ) 


AC - (x c —2;y c — 2) 
thêm 2 Pt nữa) 


X B 2 . X' G 

y B = ^-y c 


{chúng ta xem như chỉ phải lập 


* 


ÀABCvuông cân tại A < 


o 

II 

AB 2 = AC 2 

i Oi 

AB _L AC 

V 

ẢB.AC = 0 




x c( x c 22) + (6 TcXTc 22) 0 

* c 2 + (6 - y c f = ( x c - 2 f + (y c - 2 ) 2 




x c + y c 2 - 2x c — +12 = 0 




x c 2 y c 7 

y c — 3 x c ~2 > 
y c — 3 => x c — —1 

* Với C(5;3)=>B(-1;3) 


5 y c 2 — 40 y c +75 = 0 
x c — 2y c — 2 
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* Với C(-l; 3) => B(5;3) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 



■ CÁCH 2 ĩ Gọi M là trung điểm BC=> AM Ẩ. BC (do AABC vuông cân tại Ả) 

© Ý tưởng: 

— Đe tìm một điểm bất kỳ, ta xét xem điểm ấy có đang thuộc đường thẳng nào 
không? Dĩ nhiên đó chính là đường BC (Làm sao viết phương trình đường BC 

^ ^ r r t y 9 > r • 3 —*• 

—>Xét thây BC1AG nên ta có ỷ tưởng tìm đỉêm MeBC băng cách AM = ^ AG . 

— Đen đây bạn sẽ nghĩ là chúng ta nên “tham số hóa” 2 điểm B và c theo 
đường BC và sau đó trở lại cách làm của cách 1. Nhưng nếu bạn chú ỷ một chút 
thì có một đường tròn (C) tâm (M; bản kính — AM) đang ngoại tỉếpAABC.B và 
c chính là tương giao của (C) và BC. Mời các em xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 




Jtw - 2 = 


'M 


o AM = ^ AG <=> <! 
2 


y M 


— 2 = 


ị 2 
2 


- 2 ) 

- l 4) 


X,, =1 




'M 

y M 


= 4 


M(l; 4) 


* Phương trình đường BC qua M(l;4) nhận AM = (-1; 2) làm VTPT có dạng là: 

—l(x — 1) + 2(y — 4) = 0 X — 2y + 7 = 0 


* Phương trình đường tròn (C)với tâm M(l; 4), bán kính AM = v5 
dạng là: 


có 


69 


(C): (X - 1) 2 + (y- 4) 2 = 5 
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* Ta có B và c là giao đi êm giữa (C) và đường BC nên tọa độ của B và c là 
nghiệm của hệ: 

ịx-2y + l = 0 

<=> < (Việc giải hệ này xỉn dành cho bạn đọc !) 

lo-l) +(y-4) =5 


=> C(5; 3) và B(-l;3) hay C(-l; 3) và B(5;3) 
Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 



■ CÁCH 3: Sử dụng phép biến hình (Phép quay) 
► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Do G là trọng tâm AABC 


x,, - 2 = 


'M 


AM = ^AG<=><I 
2 


y M 


-2 = 


ụ\ 

ị 2 
2 


- 2 ) 

- l 4) 




X M 

yư 


= 1 
= 4 


M(l;4) 


* Ta có phép quay Q (M; _ 90 o ) : A B 



- X M ). cos(-90°) - (y A - y M ). sin(-90°) + X M 

- X M ). sin(-90°) + (y A - y M ). cos(-90°) + y M 


B=-l 


y B = 3 


B(-l;3) 


* Do M là trung điêm BC => C(5; 3). Do vai trò B và c là như nhau nên ta có 
B(5;3) và C(-l;3) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


C(5;3)&5(-1;3) hay 5(5;3)&c(-l;3) 


■ Lời bình: thông qua việc giải bài toán trên ta thấy được sự sâu sắc trong 
nguyên tắc đặt ẩn. 

Với cách 1, do tính khả thi trong việc đặt ẩn (4 ẩn) vì đã thiết lập được 4PT 
nhưng cũng đòi hỏi ở các bạn một so kỹ năng giải hệ đại so (chủ yếu là rút thế, 
cộng trừ vế). Điều này có thể một so bạn chưa làm tot. Trong tư duy, ta luôn chọn 
con đường ngan nhất, tính toán ít cồng kềnh nhất để thực hiện. Neu chỉ giải một 
mình câu này thì không có gì để bàn cãi, bạn hoàn toàn có đủ thời gian, sự minh 
mẫn. Nhưng nếu xét trong thời điểm, làm cùng với các câu còn lại trong đề thi 
Quốc gia thì việc bạn chọn cách giải như vậy chưa hợp lý. 

Với cách 2, giải quyết được một sổ nhược điểm của cách 1, đồng thời cung 
cấp cho bạn thêm một số kỉnh nghiệm như khỉ gặp trọng tâm G thì sử dụng chúng 
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như thê nào? Hay việc tìm thây sự tương giao củamột đường tròn với một đường 


thẳng. Đặc biệt, nếu bài toán này bạn chú ỷ thêm: 


AM = 


3ẨG 

2 


ÂC 

&AM 

dĩ 


=> độ 


dài AC. Ta cũng có thể viết PTđường tròn tâm A bán kính ẮC. 

Với cách 3, phép biển hình mà cụ thể chính là phép quay đã giúp ta giải 
quyết bài toán này một cách rất đặc biệt, bạn gần như không phải thiết lập thêm 
bất kì giả thiết nào khác, nhược điểm của cách làm này là công thức tương đổi 
cồng kềnh và khó nhớ. Và chương phép biến hình học lớp 11 cũng chỉ dừng ở mức 
giới thiệu chứ chưa thay được những ứng dụng rỗ nét của chúng vào việc giải bài 
toán hình học phang trong mặt phảng tọa độ Oxy. 


BÀI TOÁN 3 (TAM GIÁC THƯỜNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 


AABC có A (0; 5); B (-2; -l) , c (4; 2). Tìm tọa độ điểm M thuộc đường BC sao 


cho diện tích tam giác ABM gấp hai lần diện tích tam giác ACM và chứng 
minh rằng AM vuông góc BC. 

Đặt vấn đề: bài toán này có một điểm khá thuận lợi là tọa độ của các đỉnh tam 
giác đã biết. Việc biết hết tất cả tọa độ các đỉnh có thể giúp ta được gì? 

—> chúng ta có thể khai thác các yếu độ dài, góc, diện tích cũng như tính toán 
tìm các điểm đặc biệt, viết các phương trình các cạnh tam giác dễ dàng. Sau 

đây chúng ta sẽ xem thử các cách làm dưới đây khai thác yểu tố đó như thế nào? 

CÁCH 1: Tận dụng yêu cầu CMR: AM -L BC =^> AM là đường cao của AABC 
(chú ỷ chỉ dùng để vẽ hình, đây chưa phải là giả thiết) 



đường BC—y tham sô hóa diêm M. Trong công thức = 2 


<=> ị ẢB..d [M; ẢB] = ị AC.d [M; AC\ 


r _ 

—> phải vỉêt thêm PT AB và AC và áp 


dụng công thức khoảng cách => tọa độ M. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 
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* Ta có: < 


AB = (-2; -6) => AB = 2 y/ĩõ 
Te = (6; 3) => BC = 3 V? 


^C = (4;-3)^>^C = 5 


* Phương trình đường BC qua B(-2;-l) nhận BC = (6;3) làm VTCP có dạng là: 
X + 2 <=> (ỔC) : X - 2y — 0 và doMe BC => M(2m ; m) 


* Phương trình đường AB qua A(0;5) nhận AB = (-2;-6) làm VTCP có dạng là: 

X _ 7 - 5 


-2 -6 


( AB ): 3x — y + 5 = 0 


* Phương trình đường AC qua A(0;5) nhận AC = (4; -3) làm VTCP có dạng là: 

x_ 7-5 


-3 


<^(AC):3x + 4y-20 = 0 


* 


Mặt khác, S MBM = 2S MCM <=> ỉ AB..d [M; AB] = 2j- AC.d [M; AC\ 

2 2 


^ 177? I 6/7/ — m + 51 ^ ^ 16/7/ + 4/7/ — 20 

2V10 1 1 = 2.5 


4Ĩ + í 


<^>|m + l|=2|m — 21<^> 


V3 2 + 4 2 

m = 1 => Mị (2; 1) 

m = 5 => M 2 (10; 5) 


* 


Với AM, = (2; -4) và BC = (6; 3) ta xét: AM, .BC = 0 => AM, 1BC (đpcm) 


* Với AM 2 = (10;0) và BC = (6; 3) ta xét: AM 2 .BC = 60 Ỷ 0 nên loại điểm 


M 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là \M( 2;1) 


■ CACH 2: Kẻ AH Ấ. BC tại H (“phớt lờ” yêu tô AM BC và ta sẽ chứng minh 
M trùng H sau) 

© Ỷ tưởng '.do hai tam giác AABM và AACM đều có chung đường cao AH nên 
nếu thiết lập công thức diện tích theo yêu cầu bài toán (YCBT) đã cho thì ta 

hoàn toàn có thể tìm được mối liên hệ giữa BM —?MC=> BM = ?MC (chuyển 
đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ, do đã biết tọa độ B và C) nên ta dễ dàng 

suy ra tọa độ M. Sau khỉ giải được M, việc xét AM.BC = 0 để suy ra AM ABC 
trở nên thuận lợi hơn. Mời các em xem lời giải. 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi M ịx M ; ) là tọa độ của điểm cần tìm và vẽ AH_LBC tại H. 


* 


Ta có: S AABM - 2S AACM 



y _ 

THI: M năm trong đoạn BC. 


BM = 2CM <=> BM = -2CM (*) (vì BM, CM cùng phương, ngược hưởng) 


(Bạn nên chọn BM,CM đê tiện cho việc tính toán) 
ịx M +2 = -2(x m -4) fx„ = 2 


^ y M + 1 = -2(Tm - 2) ^ 


Tm 1 


M,( 2;1) 


* Với AM, = (2; -4) và BC = (6; 3) ta xét: AM, .BC = 0 => AM, 1BC (đpcm) 
và M = H 


y _ 

TH2: M năm ngoài đoạn BC. 


BM = 2CM <^> BM = 2CM (*) (vì BM, CM cùng phương, cùng hướng) 
X M +2 = 2 (x m -4) ịx M =10 




Tm 1 2(jf M 2) y M 5 


MA 10; 5) 


* Với AM 2 = (10;0) và BC = (6; 3) ta xét: AM 2 .BC = 60 Ỷ 0 nên loại điểm M 2 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là \M( 2;1) 


Lời bình: thông qua việc giải bài toán trên, ta thây được: 
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Với cách 1, người làm sẽ vận dụng được khá nhiều công thức từ tính độ dài, 
viết PT đường, xét diện tích tam giác và công thức tính khoảng cách. Đó là “một 
điểm +” cho cách một vì nó giúp ta ôn tập lại những kiến thức đã học. Tuy vậy, 
nhược điểm nói chung là cách giải 1 khá dài, sử dụng tính toán nhiều. Và đặc biệt, 
dù ta có lợi thế vẽ hình biết M ở đâu? nhưng lại không dùng được AM BC. Và vô 
tình đẩy công thức tính diện tích sang một hướng khác nặng nề. Sau đó chúng ta 
còn phải loại đi một trường hợp nhờ may man kiểm tra AM -L BC. 



VÓI cách 2, việc gọi thêm một đường cao AH vô tình giúp ta “giải phóng ” diêm 
M và khai thác triệt để công thức tính diện tích tam giác. Đặc biệt, cách đưa đẳng 
thức độ dài về đẳng thức véctơ một lần nữa cho ta thay sức mạch của nó với ưu 
điểm tính toán nhẹ nhàng, tuy nhiên trong một so trường hợp chúng ta cần chú ỷ 
đến vẩn đề vẽ hình phác thảo. “Con người chịu ảnh hưởng rất lớn bởi tư duy 
hình thức”. Rất nhiều bạn sẽ vẽ hình theo THI và “quên mất để sót” TH2 mặc dù 
điểm M 2 ta không nhận. Để khắc phục điều này, bạn chỉ cần đưa tọa độ các điểm 
lên hệ trục Oxy và nhanh chóng nhận xét đó là tam giác nhọn hay tam giác tù, 
cùng với đó là lợi thế trong việc kiểm tra đáp sổ. 


BÀI TOÁN 4 (HÌNH B 
bình hành ABCD có 

ÌNH HÀNH). 

A(l,ữy,B(2;0) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

I là giao điểm của hai đường chéo AC 

và BD và I thuộc đường thăng 

ABCD băng 4. Xác đinh toa đô 

0 • • • 

d : y = X 

điểm c V 

. Biết rằng diện tích hình bình hành 

à D. 


r A _ r ? 

■ Đặt vân đê: Trong các bài toán liên quan đên tứ giác mà điên hình là hình bình 


hành, hình thoi, hình chữ nhật và hình vuông thì giao diêm của hai đường chéo 
có thể giúp ta khai thác được gì? 

■ CÁCH 1: Vẽ phác thảo hình bình hành ABCD (không đưa lên hệ tọa độ). 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


A(1;0) 


B(2;0) 



© Ỷ tưởng :Do tính chất I là trung điểm của mỗi đường AC và BD—> việc tham số 
hóa I e d —>và nếu tìm được I thì qua công thức trung điểm ta tìm được c và 
D. Còn công thức diện tích hình bình hành thì ta phải làmnhư thế nào? —> Ta 

xét diện tích hình bình hành là tồng diện tích của những “tam giác con ” bên 


trong đó cụ thểtrong bài này 



—> như vậy ta 


cần viết phương trình đường AB để dùng công thức khoảng cách ở đây. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có I e d: y = X => I(m ; m) và AB = (1; 0)=> AB = 1 

* Nhận xét: A và B đều thuộc trục hoành nên phương trình đường AB chính là 

y = 0.’ 

m = 2 


* 


Ta có: S ABCD - 4S ABI - 4 — AB.d [/; ABj 


<=> 4 = 2.1. m <=> 


m = — 2 


* Với m = 2 => 1(2; 2). Do I là trung điểm AC và BD nên ta có: 


X A + x c = 2 Xj = 4 


x c =3 


^+Tc= 2 T/= 4 [y c =4 


Ci(3 ;4) tương tự ta có Di(2;4) 


* Với m = -2 => I(-2; -2). Do I là trung điểm AC và BD nên ta có: 


X A + x c = 2 Xj = -4 I x c = -5 


ỵ A + y c = 2 T/ = -4 [y c =- 4 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


C2(-5 ;-4) tương tự ta có D2(-6;-4) 


c, (3;4), D, (2;4) hay c 2 (-5M), D 2 (-6;-4) 


■ CÁCH 2 '.Đưa tọa độ các điểm lên hệ tọa độ Oxy. 
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© Ỷ tưởng '.Như chúng ta đã biết, việc đưa điểm lên hệ tọa độ thể hiện ỷ đồ rất rõ 
ràng của mình trong việc tính toán và kiểm tra đáp so. Trong bài toán này, ưu 
điểm của cách làm này là có ngay độ dài AB — 1 và nếu ta xét 


S ABCD = AB.d [ D ; AB (công thức tính diện tích hình bình hành) 


—> d [ D ; AB = d [Z); Ox = y D .Mời các em xem lời giải. 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có I e d: y = X => I(m ; m) 


_ 9 _ 

và I là trung điêm BD và AC 


* 


cịlm — 1; 2 m) 

D(2m — 2;2m) 

Ta có: S ABCD = AB.d D; AB = ỉ.d [ D ; AB = d [ D;Ox - y D 


<=> m = ± 2 


* Với m = 2 =>Ci(3 ;4) và Di(2;4) 

* Với m = -2 ^>C2(-5 ;-4) và D2(-6;-4) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


c, (3;4), ử, (2;4) hay c 2 (-5M), D 2 (-6M) 


Lời bình: Thông qua bài toán này ta thấy được sức mạnh của “kỹ thuật sử 
dụng điểm đoi xứng I”. Tuy chưa hình thành được một phương pháp nhưng đó 
chính là một trong những “kỹ thuật gỉảV ’’ mà bạn nên nhớ. Ngoài ra sau 4 bài 
toán trên bạn cũng có thêm trong mình “kỹ thuật sử dụng diện tích”(Xem lại 
phần các kiến thức về tứ giác, chương 1). Cũng không thể không nói đến “kỹ 
thuật sử dụng khoảng cách ” mà tiêu biểu là kỹ thuật xét khoảng cách từ 1 
điểm M(x m ; yư) đến hai trục tọa độ. Để dễ nhớ các em cần lưu ỷ: 


d M; Ox] - y M & d M; Oy ] = 


X 


M 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



BÀI TOÁN5 (HÌNH THOI). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình thoi ABCD 


có A (3; -2) , hai đỉnh B và D cùng nằm trên đường thẳng d : X — 3 y + 1 = 0 


và B có tung độ dương. Tìm tọa độ các đỉnh B, c, D biết diện tích thoi bằng 
60 . 


■ Đặt vẩn đề: Với số lượng điểm cần phải tìm như vậy thì câu hỏi đặt ra là ta nên 

đặt bao nhiêu ẩn là thích hợp? 

■ CACH lĩGọỉ I là giao điểm hai điểm đường chéo AC và BD. (kỹ thuật sử dụng 
tâm đối xứng) 

© Ỷ tưởng: 

• Nhận thấy I mới chính là “nhận vật trung tâm ” (yểu to quyết định) đến bài 
toán này nên ta nghĩ cách tìm I (do khỉ có tọa độ I => tọa độ c => độ dài AC 


độ dài BD qua S ABCD = 60 ). 


• Vậy làm sao đểtìm I? Ta đã có I — AC n BD và đã cổ PTBD —> tìm cách viết 
PTAC -> AC1BD và quaA(3;-2). 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có AC _L BD: x-3y+l=0=> (AC): 3x + y + m = 0. 

6 « 
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Lại có AC qua A(3; -2) =>9-2 + m = 0=>m = -7. Vậy (AC): 3x + y - 7 

* Mặt khác, I = AC n BD => tọa độ I là nghiệm của hệ phương trình sau: 

3x + y = l fx = 2 
[x-3y = -\ [y = ì 

, . [x, + x r = 2x, = 4 [x r =1 

* Do I là trung điểm AC =ỉ> < _ . =>C(1; 4) 

\y A +y c =2 yi =2 [y c =4 


= 0 


* 


Ta có B e d =í> B(3b - 1; b) (b > 0), và IB = (3b-3;b-l) và IA = (l;-3) 


IẨ = 4ĨÕ 


* 


s 


ABCD 


= 4 S ABỊ = 4 ị AI.BI => IB 2 = 30 2 


(3b - 3) 2 + (b - ì) 2 =30 2 <=>(b - 1) 2 =9^ 


b = - 2 ( ktm ) 
b = 4 (tm) 


<^> B(ll;4) 


* Do I cũng là trung điểm BD (dùng công thức trung điểm) =>D(-7; -2) 
Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là B (l 1; 4), c(l; 4), D (-7; -2) 


■ CACH 2:Xuẩt phát từ diện tích (kỹ thuật sử dụng diện tích + kỹ thuật lập 
đường tròn ân mình) 




đường d và đường tròn (C) tâm A bản kính AB (do tính chất của hình thoi). Có 
tọa độ B và D => tọa độ I => tọa độ c. 


► Hướng dẫn giải cách 2 

* Gọi I là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Ta có IA = 

d[A; BD] = d[A ; d] = 

3 + 6 + 1 

s/ĩõ 

- = JĨÕ=>IA = JĨÕ 

* Mặt khác, 

Sabcd = *Sabi = 4 ị AIBI => IB 2 = 30 2 


Lại có 

AB 2 = IA 2 + IB 2 

= 100 => AB = 10 



* Nhận xét: B và c là giao điêm giữa đường thăng d và đường tròn (C) tâm A(3; -2), 
R = AB= 10. 


fx - 3y +1 = 0 

<=> i „ „ (Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc ỉ) 

[(x-3) 2 +(y+2) 2 =100 




y =-2 => x =-7 
y = 4=> x = ỉỉ 


( Ỵb> 0) nên ta nhận B(ll ; 4) và D(-7 ; -2) 


* Do I là trung điểm BD=>I(2; 1) 

* Lại có I là trung điểm AC =; 


X A + x c = 2 Xj = 4 


x c 1 


<=> < 

y A +yc= 2 yi = 2 [y c = 4 


=>C(1; 4) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 

Đưa tọa độ của điểm lên trục tọa độ Oxy đê kiêm tra, ta được: 

■ Lời bình: Trả lời cho câu hỏi “đặt vấn đề “về việc nên đặt bao nhiêu ẩn thì như 
các bạn thấy nếu thực hiện ở cách 1, bạn chỉ phải đặt 1 ẩn duy nhất cho B hoặc 
D. Với cách 2, thì chúng ta không cần phải đặt ẩn mà chỉ phải xét sự tương 
giao giữa đường thẳng và đường tròn. Đó cũng là một trong những kỹ thuật đã 
nhắc trong phần đầu của chủ đề. Hãy xem đây là một “dấu hiệu”. Ngoài ra 
cũng phải bàn đến yếu tố khoảng cách trong bài này, “Có một điểm và một 
đường thẳng thì ta có thể lập thêm được 1 PT đường thẳng hoặc song song 
hoặc vuông góc với đường thắng đã cho hay cũng có thế xét khoảng cách từ 
điểm đó đến đường thẳng. 



c (1; 4), B (11; 4), D (-7; -2) 
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BÀI TOÁN6 (HÌNH CHỮ NHẬT). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình chữ 


nhật ABCD có đỉnh c (3;-3) , đỉnh A thuộc đường thẳng cl : X + y + 2 = 0. M 


? _ 

là trung điêm cạnh BC và phương trình đường DM :x-3y -6 = 0. Xác định 

£ 

tọa độ các đỉnh A, B, D biêt D có hoành độ âm? 


Đặt vấn ăề:Khi các giả thiết trong đề không đủ để giúp ta giải quyết bài toán 
thì ta sẽ làm gì? Chắc chan bạn sẽ nghĩ ngay đến việc tăng thêm giả thiết. Một 
trong những kỹ thuật hay nhất, thường dùng để giải quyết vẩn đề này chính là 
“kỹ thuật sử dụng đường phụ ”. Cụ thể là như thế nào thì xỉn mời các bạn xem 
lời giải sau. 

CÁCH 1: Vẽ AH và CK lần lượt vuông góc DM tại H và K.(kỹ thuật sử dụng 
đường phụ) 

A B 



© Ỷ tưởng :Ta xét thấy điểm A E d thì đường d này chỉ có thể giúp ta « tham số 
hóa điểm A », ngoài ra giữa đường DM và điểm c là biết đầy đủ thông tin nhất. 
Nhưng kỹ thuật có thể xét đến ở đây nhất chỉnh là “kỹ thuật sử dụng khoảng 
cách ” —> Vậy phải chăng d[A; DMJ =?d[C;DM] —> kẻ thêm đường AM 

—> “kỹ thuật sử dụng diện tích ” —> để tìm điểm 


—> phát hiện 


s 


AADM 


= 2 s 


CDM 


A. Sau khỉ tìm được A, ta sẽ dùng điều kiện tồn tại của hình chữ nhật (tính chất 
hình học) —> AD CD => tọa độ điểm D. Ta cũng không quên sử dụng “kỹ 
thuật dùng tâm đối xứng ” cụ thể ta tinh tọa độ I (dựa vào A và C)=> tọa độ B. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* 


A G d => A(a; - a - 2). Xét 

Sabcd - &ADM + CDM Ạ) OA/ - 2S cdm 

> - AH.DM = - CK.DM <=> AH = 2 CK 
2 2 

• 


* 


Do AH = 2CK d[A;DM] = 2[C;DM] 


a— 3 (—a — 2) — 61 13 + 9 — 6 


4l 2 + 3 


= 2 


slĩ 2 + 3 


<=>l 4a 1=12 


a = 3 => Ả 1 (3; —5) 
a = —3=> A 2 (—3; 1) 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


(Câu hỏi đặt ra: trong hai điểm trên, cỏ điểm nào không thỏa yêu cầu bài toán 
(YCBT) không? Neu có thì làm cách nào để loại điểm đó đi? 

* Nhận xét: 


THI: Ai(3;-5) và C(3;-3) ta có: 
(nằm cùng phía so với DM) 
TH2: A 2 (-3;l) và C(3;-3) ta có: 


1 

1 

[x c — 3 y c — 6) = 12.6 = 72 


( X A 2 -V.Í2 - 6 ) 

(x c — 3 y c — 6) = —72 < 0 


(nằm trái phía so với DM) 

Suy ra nhận điểm A2(-3;l). 

* Gọi I = AC n BD I là trung điểm AC => tọa độ 1(0; -1) 

Gọi D G DM: X - 3y - 6 = 0 =>D(3d + 6; d) (do XD< 0 nên 3d + 6 < 0 <=>d < - 2) 

* Ta có: ABCD là hình chữ nhật => AD _L CD 


r 

AD.CD = 0 với < 


AD - (3 d+ 9; d-1) 


CD - (3 d+ 3; d+ 3) 


^(3d + 9)(3d + 3) + (d- l)(d + 3) = 0 

-4 

„ d = — ( ktm ) 

5d 2 + \9d + n = 0^> 5 

d — —3 (tm) 


D (-3; -3) 


* Do I cũng là trung diêm BD nên ta có B (3; 1) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 
■ CÁCH 2: Gọi I = AC n BD và G = DM nAC. (kỹ thuật sử dụng đường phụ) 
© Ỷ tưởng '.Một phản xạ bất ngờ ta noi hai đường chéo của hình chữ nhật lại 
(thứ nhất việc này để về sau ta sẽ sử dụng “kỹ thuật dùng tâm đối xứng ”, thứ 
hai là để tìm thêm các yếu tổ mới cho bài toán. Cụ thể ở đây chính là điểm G 
(trọng tâm ABCD). Ta cũng sẽ tham so hóa điểm A theo đường d. Tuy nhiên 
thay vì xét như cách 1 thì ta lại thay 3 điểm A, G, c thẳng hàng và G E DM, vì 
vậy ta sẽ tìm cách sử dụng “kỹ thuật chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức 

véc to’ ” (ĐTDĐ->ĐTVT), ở đây AG = 2 GC =>GẢ = 2CG tọa độ A=> tọa độ 
điếm I. Thay vì đi tiếp như cách 1, ta lại sử dụng “kỹ thuật lập đường tròn (C) 
ẩn mình ” có tâm I, bản kính R — IC. D — (C) n DM —> tọa độ D —>■ tọa độ B. 
Mời các em xem lời giải. 


A(-3; 1), B (3; 1), D (-3; -3) 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có G e DM: x-3y-6 = 0=> G(3g + 6; g). 


Do G là trọng tâm ABCD (Vì IC và DM là trung tuyến ABCD ) => GC = 


2 IC 


IC 

4 TC 

AG - AI + IG-IC+ - 

- 2GC => AG - 2GC 

3 

3 


* Do AG = 2GC 


^GA = 2CG^< 


x Ẩ -3g-6 = 2(3 g + 6-3) 

y A -g = 2(g+ 3 ) 




X A = 9g + ì2 

y A = 3g+ 6 


Mặt khác Aed:x + y + 2 = 0<=> 



=>A(-3; 1) 


* Gọi I = AC n BD => I là trung điểm AC => tọa độ 1(0; -1) và /c = %/Ĩ3 

* Ta có D là giao điểm giữa DM và đường tròn (C) tâm I, bán kính IC = VĨ3 
nên tọa độ D thỏa hệ: 

X — 3y — 6 = 0 




X 2 +(y+l) 2 =13 


(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 


(18 4 ) 

Suy ra D(-3;-3)/?ạy D 

5 5 


. Do D có hoành độ âm nên ta nhận D(-3;-3) 


* Do I cũng là trung điểm BD nên ta có B(3; 1) 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A (-3; 1), B (3; 1), D (-3; -3) 


Lời bình: ÍL kỹ thuật vẽ đường phụ’ ’ rõ ràng đã giúp ích được cho chúng ta rất 
nhiều trong quá trình giải toán. Tuy vậy việc tiếp cận theo các hướng khác nhau 
sẽ khiến ta phải lỉnh hoạt vận dụng các kỹ thuật khác nhau. Mỗi một kỹ thuật 
đều có cái hay riêng của nó. Quan trọng là chúng ta khai thác chúng như thế 
nào? Nói về cách 1, ưu điểm của nó là đã vận dụng lỉnh hoạt nhiều kỹ thuật 
giải cùng một lúc nhưng gặp nút thắt trở ngại ở việc “phát sinh nhiều điểm 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

A ”, nếu không xử lỷ khéo vô tình sẽ làm bài toán dài thêm nữa do phải xét thêm 
1 trường hợp. Với cách 2, giải quyết được những nhược điểm của cách 1, 
nhưng có lẽ nút thắt của bài là phát hiện điểm đặc biệt G và khai thác nó trong 
kỹ thuật chuyển ĐTDD —>ĐTVT. Qua đây ta cần lưu ỷ cách xét vị trí tương đoi 
giữa điểm và đường. 


Chú ý: Cho hai điểm M ịx M ; y M ) , N(x N ; y N ) và A 

:ax + by + c = 0 . Ta có: 

© M và N nằm cùng phía với đối với A khi và chỉ khi: 



(ax M + by M + c)(ax N + by N + c) > 0 


® M và N năm khác phía với đôi với A khi và chỉ khi: 



(ax M +by M +c)(ax N +by N +c)<0 



BÀI TOÁN7 (HÌNH VUÔNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình vuông 


ABCD có tọa độ N(\;2)là trung điểm cạnh BC, đường trung tuyến kẻ từ 


đỉnh A của tam giác ADN có phương trình là d : 5x — y + 1 = 0. Xác định tọa 
độ của các đỉnh hình vuông đã cho biết A có hoành độ dương. 


Đặt vấn đề:Sau bài toán 6, chắc chắn bạn đã cảm thấy khá thích thú với việc kẻ 
thêm những đường phụ. Trong bài toán 7 này, ngoài việc sử dụng những đường 
phụ đó, cũng cần phải nói đến tính chất đặc biệt của hình vuông. Với những bài 
toán càng ít dữ kiện đi bấy nhiêu, thì lại luôn có một cách xử lý hoàn hảo cho 
nó?Đó là cách gì? Mời các bạn xem các cách giải sau. 

CÁCH 1: Gọi Mvà E lần lượt là giao điểm của d với DN và BC. ( kỹ thuật sử 


A(xạ >0) 



B 


N (1;2) 


dụng đường phụ) 

© Ý tưởng: 

• Trong đề bài có một thông tin quan 
trọng chính là “đường trung tuyến d kẻ 
từ đỉnh A của AADN” ta sẽ thử kéo dài 
d cắt DN và BC để hy vọng phát hiện 
“các tỉ lệ đặc biệt ”, cụ thể rong bài này, 
ta cổ ANED là hình bình hành —> M, c 
lần lượt là trung điểm AE, NE và 

beAJ£ 

2 

• Vậy câu hỏi đặt ra trong 4 điếm cần 
tìm, điểm nào có nhiều thông tin nhất? 

—> điểm A E d —> xung quanh điểm A có thể liên hệ với điểm nào? —> điểm N 
—> tính độ dài AN =?(Ta có thể tính được d[N;AE] =? —> AN =?d[N;AEJ). 
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• Đê tìm được mối liên hệ trên, ta có thể “đặt cạnh hình vuông AB = a —> 
tính tất cả các cạnh theo a—> tìm quan hệ giữa chúng với d[N;AE] ” 

• Sau khỉ tìm được điểm A, thì ta nên tìm tiếp điểm nào ? —> điểm E (vì khi có E 
=> c =>I và B =>D) —> làm sao tìm E? —>EeAE (tham sổ hóa E) và dùng độ 
dài AE => E (hoặc xem E — AE và đường tròn ẩn mình (C) có tâm N bán kính 
NE) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có ADEN là hình bình hành (do NE // AD và M là trung điểm DN) 

Suy ra M là trung điểm AE và NE = AD = 2NC 

BE = BN + NE = 3BN = —— 


* Đặt AB = a > 0 ta có 


* 


* 


AN = 4aB 2 + BN 2 = 
AE = 4ÃẼ 2 Tbẽ 2 = - 


ay5 

2 

i4ĩĩ 


và NE = AB = a 


Mặt khác AANE có cosNAE = 


AN 2 +AE 2 -NE : 


7 


2AN.AE 


765 


sinNAE = Ậ - (cos NAE) 2 = 


765 


Ta có: S ANE = )- AN.AE sin □ NAE = --d [N; AE] .AE 


«- d[N;AE] = AN.sinNAE = 


Do đó d[N;AE] = 


2 a 


7Ĩ3 



AN = 


a4 5 _ 7ĨÕ 


Gọi A e AE: 5x-y + 1 = 0 =$> A(m; 5m + 1) (m>0) và NA = (m —l;5m —1) 

Vậy (*) <^>(m - 1) 2 + (5m - 1) 2 = <^> 26m 2 -12m — — = 0 

4 3 


1 


-1 

m- — 

(nhận) hay 

m = — 

2 

26 


(loại) 


Suy ra A 


r )_T 

U ; 2 y 


í 


. Lại có E G AE E(e; 5e + 1) và AE = 


1 


5^ 


e- —;5e- — 

V 2 2j 
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* Do 

426 2 26 { 1Ỹ 5 Y 

AE = -2— o AE = — <=> e-— + 5e~ — 

2 4 { 2) ( 2) 

II 

■HK 

Ó 

e = ỉ 

e = 0 

* THÍ: e = 1 => 

£(1;7) 

9 

. Lại có c là trung diêm EN => 

( 9 ì 

c ỉ; 7 

V 2) 

• 


Vì N là trung điểm BC => 

í -0 

9 

và M là trung diêm AE => 

(3 21^1 

5 1; ’ 

l 2 J 

M ; 
u 4 J 

M lại là trung điểm DN => 

( \T 

D 2; 

l 2 y 




Xét: 


(5*0 -y D +l)(5x Af -y N +1) = 10>0 


D và N cùng phía so vói DN (loại) 


* 


TH2: e = 0=> E(0;1). Tương tự ta giải ra B ,c ,D ~4;ị 


V 


2 2) 2 2 


V 


y 


V 


2 ’ 2 


) 


? 2 

Fậj độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 



■ CÁCH 2: Gọi MvàE lần lượt là giao điểm của d với DN và BC. (kỹ thuật sử 
dụng đường phụ) 

© Ý tưởng: 

• Tương tự như cách 1, ta cũng kéo dài AM cắt DN và BC lần lượt tại M và E. 
Đồng thời ta cũng có được các kết quả chứng minh được của cách 1, chỉ có 
điều thay vì khai thác khoảng cách để chuyển về độ dài tìm liên hệ AN thì ở bài 
này, chúng ta nghĩ cách tìm thêm một đường nữa “viết PT đường thẳng”(sẽ nói 

kỹ hơn ở chủ đề 2.2) 

• Cụ thể ở đây đó chỉnh là đường BE qua N và tạo với AE một góc AEN—>?(xét 

cos □ AEB = —Y ; 

AE 

• Sau khi viết được PT BE 

> E—^-^C— > AB ** > A—>1—>D (dùng 

liên tiếp công thức trung điểm) 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

• Ta có ADEN là hình bình hành (do NE // AD và M là trung điểm DN) 

Suy ra M là trung điểm AE và NE = AD = 2NC 

^ BE = BN + NE = 3BN = 

2 
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5 a- b I 3 

V5 2 +(-l) 2 .Va 2 +b 2 = 4Ũ 


<=> 7a 2 -10ab-17b 2 =0(*) 


* Nhận xét b 0 (vì b = 0 thì (*) <=> a = 0 (loại vì a 2 + b 2 > 0) nên ta chọn b = 7 

* Với b = 7 thì (*) <» 


a 2 —10« — 119 = 0 


a = 17 hay a = -7 


THI: a=17;b = 7=> BC: 17x + 7y-31 =0. 

Ta có E = AEn BC => tọa độ E là nghiệm của hệ 

6 

5x-y+ 1 = 0 x_ ' 


17x + 7y-31 = 0 




y = 


13 

43 

13 


( 6 43^1 

ụỹĨ3 J 



và N là trung điểm BC => B 


( 33 35 
26’ 26 


V 


J 


Ta có A = ABnAE=> tọa độ E là nghiệm của hệ 

-1 

5x - y +1 = 0 x_ 


7x -17y+ 1 = 0 


< 


y = 


26 

21 

26 


(loại vì XA>0) 


TH2: a = -7; b = 7 => BC: X - y + 1 = 0. 

Ta có E = AEn BC => tọa độ E là nghiệm của hệ 


5x-y+l=0 
x-y+1=0 




X = 0 

y = l 


E(0;1) 


Vì c là trung điểm EN 



9 

và N là trung điêm BC 
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PT AB _L BC => AB: X + y + n =0. Do AB qua B 


^ 3 . 5 ^ 

U ; 2 y 


m = -4 =^>AB: X + y - 4 = 0 


Ta có A = ABnAE=> tọa độ E là nghiệm của hệ 


5x - y +1 = 0 
X + y - 4 = 0 


<=>< 


X = — 


y = 


1 

2 

7 

2 


(nhận vì XA>0) 

toa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 



■ Lời bình '.tiếp tục vận dụng “kỹ thuật vẽ đường phụ ” vào việc giải bài toán 
trên, với cách 1 , nút thắt nằm ở chỗ tính được tất cả độ dài các cạnh hình 
vuông theo a và đặc biệt là sử dụng “kỹ thuật dùng diện tích và khoảng cách ”. 
Còn ở cách 2, thì tập trung viết phương trình đường BC với việc dùng “kỹ thuật 
dùng góc ”. Qua đây ta cũng thay được hình vuông có nhiều yếu tố đặc biệt mà 
các hình khác không có được. Có lẽ vì vậy mà trong các đề thi những năm gần 
đây hay đưa hình vuông vào đề thỉ và việc xử lý chúng không dễ chút nào khỉ đề 
thỉ ngày càng cho ít dữ kiện đi. 


BÀI TOÁN 8 (HÌNH THANG VUÔNG ).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
hình thang ABCD vuông tại A và D(2;2), cạnh CD = 2AB. Gọi H là hình 
chiếu của D lên cạnh AC và M là trung điếm HC. Biết rằng phương trình 
đường thẳng DH:2x + y-6 = 0 và đường thẳng BM : 4x + 7y — 6 1 = 0. Tìm 

tọa độ các đỉnh A, B, c của hình thang ABCD. 


■ Đặt vấn đề:mô tỉp trong đề thi đại học gần đây là sử dụng các bài chứng minh 
hình học thuần túy để áp vào bài toán hình học phang, nghĩa là trước khỉ bạn 
muốn sử dụng các dữ kiện trong bài, bạn phải chứng minh một so yếu to như sự 
bằng nhau về cạnh, về góc, sự vuông góc, song song, v.v... Dấu hiệu nào giúp 
cho ta biết phải tiến hành các bước chứng minh đó trước khi vào giải bài toán. 
Mời các bạn xem lời giải sau: 


3 « 
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D(2; 2) 


(DH): 2x +y-6 = 0 



■ CÁCH ỉ: Gọi K là trung điểm DH. ( kỹ thuật sử dụng đường phụ) 

© Ý tưởng: 

• Khỉ chúng ta vừa vẽ hình ra đúng theo tỉ lệ đề cho thì ta “phát hiện ” 
D M ỊB M—> tìm cách chứng minh? 

• Nếu gọi K là trung điểm DH—>A KMB là hình bình hành => AK // BM và AK -L 
DM (do K trực tâm) 

• Khỉ đã chứng minh được BM Ả DM —> viết PT DM và DM n BM — M 

• Sau đó, viết PTAC Ấ. DH và qua M, AC n DH — H là trung điểm AM => tọa độ 
H =>tọa độ c. 

• Đe tìm A ta viết PT AD -1 CD và qua D —>A = AD nAC (Kỹ thuật tương giao) 

• Đe tìm điểm B ta dùng CD — 2AB=> DC = 2AB (Kỹ thuật ĐTĐD —>ĐTVT) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

• Gọi K là trung điểm DH => KM là đường trung bình trong ACHD=> KM // CD 



Mặt khác AB // CD và 

ab= cd 

2 

=^> < 

KM _L DA (doKM //AB 

AL / IBM 



AKMB là hình bình hành 


=>BM 1 DM 


* Xét AADM có ta có K = KM n DH 

K là trực tâm của AADM lại có AK qua K =>AK _L DM 

AK1 DM 
AK // BM 

* DM ± BM => (DM): 7x - 4y + m = 0, (DM) qua D(2; 2) 

=> m = - 6 => (DM): 7x - 4y - 6 = 0 
Ta có M = DM n BM => toa đô M thỏa hê: 
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4x + 7y-61 = 0 
7x-4y-6 = 0 


<=> < 


X = 


y = 


22 

5 

31 


M 


r 72ỵC 


Mặt khác AC _L DH (AC): X - 2y + n = 0, (AC) qua 



— => n = 8 


(AC): X - 2y + 8 = 0 


Ta có H = AC n DH => tọa độ H I ị;Ẹ 

5 5 J 


. Do M là trung điểm HC =^>C(8; 8) 


* 


AD qua D(2; 2) nhận DC = (6; 6) làm vectơ pháp tuyến có dạng : 

6(x-2) + 6(y-2) = 0o (AD): X + y -4 = 0. 

Tuơng tự ta có A = AD n AC =>A(0; 4) 


* Lại có CD = 2AB <=> DC = 2AB (phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc ) 
B(3; 7) 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là Â(0; 4), B(3; 7) và C(8; 8) 

■ CÁCH 2: (kỹ thuật “dùng tọa độ mới”) 

© Ý tưởng : Sau khi vẽ hình ta cũng phát hiện DMA BM, thay vì tìm cách chứng 
minh bằng hình học thuần túy, chúng ta sẽ vận dụng một trong những ứng dụng 
của hình tọa độ trong việc giải và chứng minh các bài toán hình học phẳng (Các 
bạn có thể xem tiếp chương 3: “Một số ứng dụng của hình tọa độ Oxy vào 
việc giải bài toán hình học phang”) 



Cách làm tổng quát: 

• Ta sẽ “tạm quên đi” các dữ kiện liên quan đến tọa độ, phương trình trong hệ 
tọa độ Oxy và chỉ giữ lại các yếu tố đã có của hình phẳng. 

• Ta tiếp tục thay thế hệ tọa độ Oxy bằng một hệ tọa độ khác, để từ đó bằng 
cách giả thiết mới ta đi đến điều phải chứng minh. 


Sỡ 
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• Để làm được điều này, các bạn nên chọn áp hệ trục?xy vào noi có hai cạnh 
vuông góc . 

► Hướng dẫn giải: 

* Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ (DC _L AD). 

Gọi Hi, H 2 lần lượt là hình chiếu của H lên tia Dx, Dy. 

* Đặt độ dài cạnh AB = a ( a > 0 ) =>CD = 2AB = 2a. 

Và độ dài cạnh AD = b = ka (k > 0). 


* 


Ta có AADC _L D có đường cao DH: 


1 


1 1 
+ 


DH 2 DA 2 DC 


DH = 


DA 2 .DC 


2 _ 2 


4k 2 a 


DA 2 + DC 2 k 2 +4 


* Trong ACHD 1 H có HHị là đường cao có 
trong A vuông) 

Suy ra 


DHị .CD = DH 


(hệ thức lượng 



* 


Tương tự với AAHD _L H có HTh là đường cao 



* Ta có tọa độ của các điểm là D(0; 0), C(2a; 0), B(a; ka), H 


( 2k 2 4k 

a; —7 -a 


\ 


V 


k 2 +4 k 2 +4 


) 


Do M là trung điểm HC => M 


í 


V 


2k +4 2k 

a: —— a 




k 2 + 4 ’ k 2 +4 


* Do đó, DM = 


í 


V 


2k +4 2k 
" a; a 

k 2 + 4 k 2 +4 


\ 


J 

í 1,2 


và BM = 


J 




-k 3 -2k 

-T --a;—--—a 

k 2 + 4 k 2 +4 


, ' ' (2k + 4) k + 2k(—k — 2k) 

Xét: DM.BM =- —— -- a = 0 =>DM _LBM (đpcm) 

k +4 

(Phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc ) 

Lời bình: Có thể thấy, nếu như ở cách 1, bạn phải vận dụng rất nhiều tính chất 
của hình học phảng để chứng minh kết quả của tính chất thì khỉ ứng dụng cách 
2, ta thấy được triển vọng của cách làm này. Đó cũng là phương pháp mà thầy 
nghĩ các bạn nên theo đuổi. Các bạn có thể xem kỹ chương 3, nếu muốn vận 
dụng nó vào việc giải các bài tọa độ phang Oxy này. Cũng cần phải nói thêm, 
khỉ tọa độ hóa thành công theo hệ tọa độ mới thì các tính chất, công thức các 
bạn điều có thể vận dụng được. (Nó tựa như ứng dụng hệ trục tọa độ Oxyz vào 
việc giải bài toán bài toán hình không gian cổ điển). Điểm mấu chốt của cách 
2 chỉnh là tìm được vị trí để dựng hệ trục và tính toán các tọa độ của các 
điểm trên hình. 
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BÀI TOÁN9 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIÉP TAM GIÁC). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy , cho hình tròn 
chân đường cao hạ từ B, c lần lượt là M (-1; -3) và N (2; -3) . Hãy tìm tọa 


(C) : X 2 + y 2 =25 ngoại tiếp AABC cỏ tọa độ các 


_ f 

độ các đỉnh A, B, c biêt A có tung độ âm. 


■ Đặt vấn đề: vớ/ hài toán 8 vừa rồi, chúng ta có thể nhận xét việc vẽ thêm đường 
phụ, chứng minh thêm một số yếu tố đóng vai trò rất quan trọng trong việc giải 
quyết bài toán hình phang Oxy. Bài toán 9 này cũng là một vỉ dụ điển hình cho 
van đề trên. 


© Ý tưởng: 

- Thoạt nhìn bài toán rất mới mẻ với ta nhưng thật sự nếu bỏ qua các yếu to về 
tọa độ thì đó chính bài toán chứng minh hình học trong phần hình tròn (lớp 9) 
mà ta đã học. bài toán khỉ đó đã yêu câu ta chứng minh OA Ẩ. MN. Và một 
trong những cách giải mà các em HS lựa chọn là kẻ thêm tiếp tuyến từ A 
(đường phụ). 

- Do OA -L tiếp tuyến nên ta chỉ cần chứng 
minh Tiếp tuyến // MN. 

Việc chứng minh // cỏ rất nhiều cách tiếp 
cận một trong những cách đó là dùng 
góc. Cụ thể trong bài này là ta sẽ chứng 
minh góc MNA = góc BAT. (dĩ nhiên 
cũng phải vận dụng CMNB là một tứ 
giác nội tiếp). 

► Hướng dẫn giải: 

* (C) có tâm 0(0;0) và bán kinh R = 5. 

Ta có tứ giác CMNB là tứ giác nội tiếp (do z CMB = z CNB, 2 góc liên tiếp 
cùng nhìn một cạnh bằng nhau) 

Suy ra: z BCM = z MNA ( 1 ) (góc ngoài = góc đối trong) 

* Gọi AT là tiếp tuyến của đường tròn (C) =>AT _L OA. Khi đó: 

z TAB góc giữa tiếp tuyến AT và dây cung AB chắn cung AB 
. z ACB góc nội tiếp chắn cung AB 



=> z TAB = z ACB (2) 

Từ (1) và (2) =>z MNA = z TAB (so le trong)=>MN // AT mà AT 1 OA 


=> OA _L MN 


* 


* 


MN = (3;0) là vectơ pháp tuyến của OA, nên OA có phưong trình là X = 0. 


9 

Tọa độ diêm A là nghiệm của hệ 



V = 0 

X 

II 

o 


- „ <=> ^ 



X + y — 25 

1 n 
+1 

II 

_ J 


Si 
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Vì ỵa< 0 nên A(0; -5). 

* AM = (—1; 2), AN = (2; 2) lần lượt là vectơ chỉ phương của AC, AB. 

Nên AC có phương trình AC: 2x + y +5 = 0, tương tự AB: X - y - 5 = 0 

Tọa độ c là nghiệm của hệ 


Tọa độ B là nghiệm của hệ: 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 

■ Lời bình:i?õ ràng việc giải bài toán này cần phải gỡ cho được “nút thắt’’ OA Ả 
MN, và nếu đề thỉ tiếp cận theo hướng có sử dụng chứng minh những tính chất 
hình học của lớp dưới thì sẽ là một điều vô cùng khó khăn cho các bạn. Quá 
trình đại so hóa hình học tuy mạnh nhưng cũng có một điểm giới hạn thật sự 
của nó. Một bài hình tọa độ mà được giải bằng cách hình học thuần túy bao giờ 
cũng mang đến những lời giải đẹp như mơ — ngan gọn — súc tích. Trong tiến 
trình xây dựng các câu hỏi của chủ đề 1 này, thầy tập trung giới thiệu gần như 
là tất cả những đường hướng mà người ra đề có thể ra khỉ đặt vấn đề tìm tọa độ 
của một điểm thỏa mãn yêu cầu cho trước. Ngoài việc nam vững một sổ nguyên 
tắc chung, hình thành cho mình một số kỹ thuật, song song đó, các em cũng cần 
rèn luyện lại việc chứng minh thêm các tính chất hình học. 


A(f); -5), B(5; 0) và C(-4; 3) 


2x + ỵ + 5 — 0 

2 . 2 _oc 

X + y =25 


<^> 


X = 0; y = —5 
x = -4;y = ỉ 


c(- 4; 3) 


X - V -5 = 0 

2 . 2 _oc 

X + y — 25 


<^> 


X = 0; y = — 5 
x = 5;y = 0 


B( 5;0) 


BÀI TOÁNIO (ĐƯỜNG TRÒN ÂN MÌNH). Trong mặt phing tọa đệ Oxy, cho 
tam giác ABC vuông tại A có đỉnh B(l;l). Phương trình đường thăng 
AC : 4x + 3_y — 32 = 0. Trên cạnh BC lấy điểm M sao cho BM.BC = 75. Tìm 


tọa độ đỉnh c, biết bán kinh đường tròn ngoại tiếp tam giác AMC là 5y5 


■ Đặt vấn âềibài toán khá quen thuộc khỉ 
yêu cầu chúng ta tìm tọa độ của điểm c. 
Tuy vậy vướng mắc ở đây chính là chúng 
ta chưa thể xác định tọa độ của tâm 
đường tròn ngoại tiếp AAMC và chưa 
khai thác được BM.BC = 75. Trong tình 
huống này, ta nên giải quyết ra sao? Mời 
các bạn xem lời giải. 

© Ý tưởng: 



\ 

I 


\ 

1 

I 

ì 


/ 

ế 


Do AB _L AC và AB qua B —> dễ dàng viêt được phương trình AB 




AB n AC = A^> tọa độ A —> độ dài AB (1). 


• Đê xác định được tâm I (tâm đường tròn ngoại tiêp AABC) ta cân xác định 
trước hết vị trí điểm M —> dựa vào đẳng thức BM.BC = 75 (2). 
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• Đẳng thức BM.BC = 75 gợi cho ta liên tưởng đến một công thức khá quen 
thuộc trong hệ thức lượng của tam giác vuông ABC —» Vẽ AH _L BC tại H => 

BH.BC = AB 2 (3) 

• Từ (1), (2), (3) -> =? -> vị trí M G BC 

BH 

• Để xác định tâm I là đường tròn ngoại tiếp AAMC ta có thể kẻ các đường 
trung trực các cạnh AM, MC, AC và giao lại thì tìm được I. Tuy vậy chúng ta 
chưa gắn kết thực sự các yếu tố đã có bên AABC với AAMC. Vì vậy ta sẽ vận 
dụng tính chất của tứ giác nội tiếp bằng cách vẽ thêm một điểm nữa —> Đó 
chính là điểm D trên hình vẽ. 


• Dễ thấy ADCM chính là tứ giác nội tiếp do có DAC = DMC = 90° => I 
chính là trung điểm CD. 


► Hướng dẫn giải: 

* Ta có AB _L AC => AB: 3x - 4y + m = 0. AB qua B(l; 1) => m = 1 
=>AB: 3x - 4y + 1 = 0 

A = AB n AC => Tọa độ A là nghiệm của hệ phưong trình: 


* 


* 


4x + 3y = 32 

< , <=> 
3x-4y = -1 

V 


X = 5 

"=>A(5;4) 
ly = 4 


Ta có AB = 5. Gọi H là hình chiếu của A lên BC, khi đó AB 2 = BH.BC = 25. 
Theo đề bài thì BM.BC = 75 =>BM = 3BH 
Qua M, kẻ đường thắng vuông góc BC cắt AB tại D. 

Ta có góc DAC = góc DMC = 90°=> đường tròn ngoại tiếp AAMC có tâm I là 
trung điếm của CD và bán kính ID 


, a 4Tin _ J _ íninrv /. AB BC P.P, BM.BC 75 , _ 

Xét AABC đông dạng AMBD (g-g) = =rz-=>BD = — ~Cz — = -^ = 15. 

& & v& MB BD AB 5 


* Ta có góc DAC = góc DMC = 90°=> đường tròn ngoại tiếp AAMC có tâm I là 
trung điểm của CD và bán kính ID. 


* Lại CÓC eAC=> C(8 - 3c; 4c) và Ãc = (3 - 3c; 4c -4) 


Vậy AC 2 = 400 = (3 - 3c) 2 + (4c - 4) 2 ^> (c - l) 2 = 16 ^ = 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là Ci (-7; 20) hay CỴZ 7; -12) 

? r r r 


C(-7; 20) 
C(17; -12) 


Lời bình:Có thể thấy, mấu chốt của việc giải bài toán này chính là việc xác 
định I là tâm đường tròn ngoại tiếp AAMC. Và một lần nữa ta lại thấy được 
“kỹ thuật vẽ đường phụ” hay đến mức nào. Tuy vậy, không phải ai cũng có 
thể nghĩ được. Điều quan trọng là ta xem việc kẻ thêm đường, gọi thêm điểm 
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là một việc hết sức tự nhiên trong quá trình chứng minh, lập luận, giải quyết 
một bài toán hình học. 


BÀI TOÁN 11 (GÓC TRONG ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 


2 


.2 


cho đường tròn (C) có phương trình là X + y + 3x — 6y = 0 . Gọi M, N là 
hai điểm thuộc (C) thỏa mãn góc MON bằng 3Ơ°(0 là gốc tọa độ). Tìm tọa 


r ? 

độ trọng tâm G của AMON bỉêt G thuộc đường thăng d: X + y -1=0 



■ Đặt vấn ăề:Trong bài toán đường tròn cỏ liên hệ đến góc trong đường tròn thì 
ta nên khai thác như thế nào? Mời các bạn xem lời giải. 


© Ý tưởng: 

• Đe bài đã gợi mở G e d -^tham số hóa điểm G—>cần một pt? 


• Nhận xét o G (C) — »■ MON chính là góc nội tiếp chắn cung MN của (C) và góc 


MÌN chính là góc ở tâm của (C) 


=> số đo góc MIN = 2 MON = 60°. 

• Dễ dàng chứng minh được AMIN đều —» 

• Đe sử dụng độ dài IH ta biểu thị tọa độ H theo G qua công thức trọng tâm => 
tìm được tọa độ G. 

► Hướng dẫn giải: 


T „ _ IM43 _ r )3 
IM — -— =-— 

2 2 


* 


Ta có (C) có tâm I 


(-3 




* Mặt khác Ged:x + y- l= 0=ỉ> G(m ; 1 - m). 

* Nhận xét 0(0 ; 0) e (C) => MON chính là góc nội tiếp chắn cung MN của (C) 
và góc MIN chính là góc ở tâm của (C) chắn cung MN 

=> số đo góc MIN = 2 MON = 60°. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


Lại có AIMN cân tại I (do IM = IN = R) =>AIMN là A đều. 

, _ _ RJ3 3x/Ĩ5 

Gọi H là trung điểm MN => IH T MN IH = —. 


Do G là trọng tâm AMON 


OG = \ OH => H 
3 


r 3m 3 - 3m N 

l~ ; 2 ) 


và IH = 


r 3m + 3 -3m — 3 N 

l 2 ; 2 ) 


* Ta có 


IH = 


3 4\T 


txj2 _135_ 
IH = —— <» 

16 


í 3m + 3 V í 3m + 3 7 


V 


+ 


J 


V 


) 


135 

Tẽ 


<^>(m +1) 2 = 


Suy ra 


m = 


m = 


^-4 

4 

-^-4 


Nên ta có Gj 


í 


V 


430-4 -430 

7 5 7 


\ 


J 


hayG 


í 


V 


- 430-4 430 

. 5 




J 


15 

¥ 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 



■ Lời bình: Có một sự khó khăn nếu ta không phát hiện điểm 0 thuộc đuờng tròn 


(C). Bởi lẽ khi đó bạn không thể khai thác các góc đặc biệt trong đuòng tròn. 


Trong bài toán này, chúng ta đã nhắc lại một phần kiến thức đã học ở hình học 

lớp 9. Cũng cần phải nói thêm, các bài toán tọa độ có sử dụng các tính chất hình 

học lớp duới mới thật sự trở ngại lớn nhất đối với các bạn. Chúng ta cũng không 

tránh né các vấn đề đó hoặc tìm một con đuòng khác để đi đến kết quả. Điều 

quan trọng là các kiến thức toán học đuợc xây dựng từ những co sở sơ khai từ 

lớp dưới. Neu bạn vẫn chưa nắm vững các kiến thức đó, các bạn có thể xem 

lại các kiến thức ở chương 1 trước khỉ tìm hiếu các bài toán tiếp theo liên 

r 


quan đên đường tròn. 


BÀI TOÁN 12 (ĐƯỜNG TRÒN NỘI TIẾP TAM GIÁC). Trong mặtphẳng tọa 

độ Oxy , cho đường tròn (C) : X 2 + y 2 + 2x - 4y - 20 = 0 và điểm A (5; -6). Từ 

A vẽ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (C) với B, c là các tiếp điểm. Tìm 
tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 


■ Đặt vấn đề: Cũng là tâm của một đường tròn, nhưng tâm đường tròn ngoại tiếp, 
nội tiếp, bàng tiếp tam giác có một vị trí rất đặc biệt. Vậy làm sao đế xác định 
tọa độ tâm đường tròn nội tiếp của một tam giác? Mời các bạn xem lời giải. 
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■ CÁCH 1: (Tìm tọa độ tiếp điểm B và C). 

© Ý tưởng: 

• Đe tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp, có rất nhiều cách, một trong những cách 
giải nhanh nhất chính là áp dụng tính chất 


alA + blB + cIC = õ 


(với AABC 

có a = BC, b = AC, c = AB và I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác). (Xem lại 
phần chứng minh bố đề ở chương 1) 

Như vậy ta cần tìm tọa độ B và c? (Ở đây thầy nghĩ có hai hướng đi phù hợp 
hơn cả) 


B 



* Hướng thứ 1, Xét {B; C} = BC n (C) —> viết phương trình BC —> BC _L AI và 
qua H —» tìm tọa độ điểm H —> Do đã có AI và BI nên ta dễ dàng tính được HI 

=> HI =?AI => HỈ = ? Ăỉ =>tọa độ H. 

* Hướng thứ 2, Xét (B; C} = (Ci)n (C) (trong đó (Ci) chính là đường tròn ẩn 
mình có tâm A và bán kinh AB)—»tính độ dài AB —» dựa vào BI và AI. 

* Sau khi tìm được tọa độ B và c, ta có thể áp dụng bổ đề trên để tìm nhanh tọa 
độ tâm đường tròn nội tiếp AABC. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm I(-l; 2), bán kí nh R = 5 và IA = 10. 

Mặt khác lại có AB = 4 AI 2 + BI 2 = 5 V 3 

* Ta có B và c là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (Ci) trong đó (Ci) có tâm 


A(5; -6) và bán kính là AB — 5 43 . Do đó tọa độ B và C thỏa hệ phương trình: 

r 1 + 443 343^ 


X 2 + y 2 + 2x - 4y - 20 = 0 
(x - 5) 2 + (y + 6) 2 = 75 


Suy ra 


( 


B 1 


1 + 4 4Ĩ . 3 4Ĩ 

~ I 5 : " 




V 




( 


B 


1-443 ' -3V3 

~ 5 7 — 


V 


J 


) \ 2 2 , 

^ (l + 4-Pỉslĩ' 


V 


2 2 

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc ) 


J 
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Do vai trò của BC là như nhau nên ta có thể chọn 


B 


í 


V 


1 + 4^3 3 ^ (1 + 3^3 

- - -*- - - ( , - - -* - - - 

_ 9^9 ^ 9 ^ 


) 




V 


) 


* Gọi H là trung điểm BC => BC = 2BH với 


1 


1 1 
—+ — 


BH Br BA 


BH = => BC = 5^3 


(Đen đây ta lại phát hiện AẢBC đều do BC — BA — AC nên ta có thể kết luận 
luôn trọng tâm tam giác ABC chính là tâm đường tròn nội tiếp AABC. Tuy vậy ta 
vẫn sẽ kiểm tra lại bằng cách áp dụng tính chất trên) 

* Gọi G là tâm đường tròn nội tiếp ÀABC. 


Ta có: 


Suy ra 


BC.GA+AC.GB+AB.GC = õ 


GA + GB + GC = õ 


là trọng tâm tam giác ABC =>G(2; -2) 


Vậy tọa độ điêrn thỏa yêu câu bài toán là G(2; -2) 


■ CÁCH 2:(Phát hiện tam giác ABC đều) 
► Hướng dẫn giải cách 2 


* Gọi H là giao điểm của BC và IA, ta có: IH.IA = IB 2 
1 


IH = 


IB 

IA 


5 

2 


IH = -IA 
4 


H 


(\ \ 

v° 

\2 ) 


ỊD 1 

* Xét AAIB có cos AIB = — = 4 

LA 2 


AIB = 60° mà AABC cân tại A (do AB = AC) =^AABC đều. 

* Vậy tâm đường tròn nội tiếp AABC trùng với trọng tâm G của AABC. 


* 


2 


Gọi G là trọng tâm AABC => AG = ^ AH => G (2; -2) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là \G(2; -2) 

r \ 


Lời bình: Neu chú ý ở hai bài toán 11 vừa rồi và bài toán 12 này thì ta có một 
nhận xét rút ra được trong quá trình đi tìm lời giải, có rất nhiều yếu tố hình học 
quan trọng, đặc biệt đã bị người ra đề “làm mờ” đi. Neu không khéo léo phát 
hiện ra có thể hoặc bạn sẽ dẫn dắt bài toán theo hướng giải dài hơn, hoặc cũng 
có thể bạn không tìm thấy hướng giải quyết của bài toán. Ngoài phương pháp 
tìm trên chúng ta cũng có thể viết phương trình đường phân giác trong (dựa vào 
đúng định nghĩa tâm đường tròn nội tiếp chính là giao điểm của các đường phân 
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giác, tuy nhiên việc thiết lập phương trình phân giác trước hết phải có được yếu 
tố của phương trình đường thắng, các cạnh của tam giác và hướng giải tương 
đối cồng kềnh, trừ trường hợp vạn bất đắc dĩ ta mới nên làm theo hướng đó). 


BÀI TOÁN13(ĐƯỜNG TRÒN BÀNG TIẾP TAM GIÁC). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy, cho tam giác OAB có các đỉnh A và B thuộc đường thẳng A: 4x + 
3y - 12 = 0 và điểm K(6; 6) là tâm đường tròn bàng tiếp góc o. Gọi c là 
điểm nằm trên đường Á sao cho AC = AO và các điểm c, B nằm khác phía 

, , _ , , ' , , 24 _ „ , 

nhau so với điêm A. Bỉêt diêm c có hoành độ băng — . Tìm tọa dọ các đỉnh 

5 • 

A và B. 

(Trích đề minh họa kì thi THPT Quốc Gia 2015 - Bộ GD&ĐT) 


■ Đặt vấn đề:Gần như trong tất cả các tài liệu, bài tập, đề thỉ, dạng đường tròn 
bàng tiếp tam giác rất khỉ được người ra đề đề cập đến. Đây cũng là đầu tiên, 
trong một đề thi với mục tiêu thay đổi cách dạy và học ở Phổ Thông, xét tốt 
nghiệp THPT và hướng đến sàng lọc, phân loại, lựa chọn những học sinh có 
năng lực tiếp tục học lên tiếp các cấp bậc Đại Học, Bộ GD&ĐT đã đưa ra bài 
toán này. Trở lại bài toán, có phải điểm mấu chốt, là nút thắt của bài toán 


chính là việc xác định tâm đường tròn bàng tiếp tam giác? Mời các bạn xem 
lời giải. 



■ CÁCH l:(Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Trên A lấy điểm D sao cho BD = BO (D và D nằm khác phía nhau so với B). 

* Gọi E = KA n oc và F = KB n OD. Vì K là tâm đường tròn bàng tiếp góc o 
và AOAB nên KE là phân giác của góc OAC. Mà AOAC cân A (do OA = AC) 

Suy ra KE là đường trung trực của oc. Do đó E là trung điểm oc và KC = KO. 

* Xét tương tự đối với KF, ta cũng có F là trung điểm OD và KD = KO. 
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* Do đó ACKD cân tại K. Kẻ KH _LA tại H => H là trung điểm CD. Như vậy: A 
và B lần lượt là giao điểm của A và trung trực di của đoạn oc, trung trực của 
đoạn OD (với D là điểm đối xứng của c qua H, H là hình chiếu vuông góc của 
K trên A. 


* Vì c gA và có hoành độ x n = 



, ^ ^ ,, (12 - 6 \ , J , ^ , 

Từ đó, trung điêm E của oc có tọa độ là E —; —- và đường thăng oc có 


^ 5 5 


) 


phương trình X + 2y = 0. 

Suy ra phương trình của di là: 2x-y-6 = 0. 

* A = A n di => tọa độ A là nghiệm của hệ phương trình: 

Í4x + 3y -12 = 0 
2x - y - 6 = 0 


A(3; 0). 


* Gọi d là đường thẳng đi qua K(6; 6) và d _LA, ta có d: 3x - 4y + 6 = 0. 
Do H = An d => tọa độ H là nghiệm của hệ 


4x + 3y-12 = 0 
3x - 4y + 6 = 0 


H 


r 6 12 ^ 

v5 ; Tj 


D 


r-12 36^1 

_ 5 _ 


^ 5 


J 


* Do đó, trung điểm F của OD có tọa độ là D 

1 5 ; 5 J 

9 

và đường thăng OD: 

3x + y = 0. Suy ra ái: X - 3y + 12 = 0. 


* Mặt khác B = A n Ở 2 Tọa độ B là nghiệm của hệ 

4x + 3y -12 = 0 


Ị x-3y + 12 = 0 


B(0;4) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là A(3;0) và B(0;4) 


■ CÁCH 2:(Vận dụng tính chất của phân giác—» tìm thêm điểm mói) 


o 



9ế 
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© Ý tưởng: 

• Do A thuộc A—>■ tham số hóa A. 

• Do c eA^ tìm được tọa độ của c. 

• Nhận xét OK chính là đường phân giác trong của AOAB (Do K là đường 
tròn bàng tiếp AOAB) 

—» Viết phương trình OK. 

• Vì OA = CA => tìm đươc tọa độ điểm A. 

• Sử dụng tính đối xứng của phân giác —» tìm được điểm A’ là điểm đối xứng 
của A qua phân giác —> Có điểm A’ ta viết phương OA’ 

• B = OA’ n AB => tọa độ B 

► Hướng dẫn giải cách 2: 


* 


Do c eA: 4x + 3y - 12 = 0 


Lại có A eA=> A(3a; 4 - 4a) 


* Theo đề bài ta có OA = CA 


-12 



(24 -12^1 

II 

1 

=> 

c 

• 

5 



l 5 5 J 


Suy ra 9a +16(l-a) = 





CA => 

OA 2 = CA 2 

với < 

V 

( 

24 Y ( 32 

'N 

= 3a - 

— + — 

- 4a 


í 


CA = 


3a - 

V 5 ' 5 


24 32 ^ 

—-4a 


J 


OA = (3a;4-4a) 


V 


) 


15 


) 


^48a = 48^a = 1 ^A(3; 0) 


* Do K là tâm đường tròn bàng tiếp AABC => OK là đường phân giác trong của 
góc AOB 


Đường OK qua 0(0; 0) nhận OK = (6; 6) làm vtcp có dạng là: 

x-0y-0 A 

= — <^>x-y = 0 

6 6 

* Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên OK và A’ là điểm đối xứng của H qua 
OK (A’ e OK). 

Đường AH _L OK =>x + y + m = 0, AH qua A(3; 0) => m = - 3. 

Vậy AH: X + y - 3 = 0 

Lại có, H = AH n OK => Tọa độ H là nghiệm của hệ 

'x + y-3 = 0 tt (3 3) 

=^> H 

x-y = 0 {2 2 ) 

Mặt khác, H là trung điểm AA’ ^>A’(0; 3) 

* Đường thẳng OB qua 0(0; 0) nhận OA' = (0; 3) làm vtcp có dạng là OB: 
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X = 0 


(teũ) 


y = 3t 
Do B G OB => B(0; 3t). 

Mặt khác B GẢ: 4x + 3y - 12 = 0 



B(0; 4) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là A(3;0) và B(0;4) 


■ CÁCH 3: (Vận dụng tính chất của tâm đường tròn bàng tiếp tam giác) 

© Ý tưởng : Tâm đường tròn bàng tiếp tam giác tiếp xúc với một cạnh của tam 
giác và phần kéo dài của hai cạnh còn lại (tương tự như tâm đường tròn nội tiếp 
—» dùng định nghĩa tiếp xúc để chuyển sang khoảng cách). 

• Cụ thể trong bài này, chúng ta làm tương tự cách 2 khi tìm dễ dàng tọa độ A và c. 

• Viết phương trình đường OA và gọi dạng đường thẳng OB: 

a(x-x 0 ) + b(y-y 0 ) = 0, ịa 2 +b 2 > 0) 

• Ta có d[K; OA] = d[K;OB] —> Tìm được phương trình OB. 

• OB n AB = B => Tọa độ điểm B. 

► Hướng dẫn giải cách 3: 


* 


Do c eA: 4x + 3y - 12 = 0 


Lại có A GÀ^ A(3a; 4 - 4a) 


-12 



( 24 

-12^1 

II 


c 

• 

_ 5 


5 



l 5 

5 J 


Suyra9a +16(l-a) = 





CA^ 

OA 2 = CA 2 

với < 

V 

( 

24 Ý ( 32 


= 3a - 


- 4a 


í 


CA = 


3a - 

V 5 ' 5 


24 32 ^ 

—: —-4a 


J 


V 


) 


y 5 


OA = (3a;4-4a) 


<íí>48a = 48«> a= 1 


) 


A(3; 0) 


9 _ _ A 

* Ta có đường thăng OA qua 0(0;0) và nhận OA = (3; 0) làm vtcp có dạng: |y = 0 


Gọi pt đường thẳng OB qua 0(0; 0) nhận ii = (a;b) (a 2 +b 2 >0) làm vtpt có 
dạng là: a(x - 0) + b(y — 0) = 0 <^> OB: ax + by = 0 
* Do K là tâm đường tròn bàng tiếp tam giác => d[K; OA] = d[K; OB] 

a = 0 


<^> 


10.6 + 61 |6a + 6b 

Vo 2 +1 2 Va 2 +b 2 


o- ab = 0 <^> 


b = 0 


* Với a = 0, ta chọn b = 1 => OB: y = 0 (loại vì trùng đường OA) 
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* 


Với b = 0, ta chọn a = 1 
nghiệm của hệ: 


OB: X = 0. Lại có B = OB n AB => Tọa độ B là 


4x + 3y -12 = 0 

X = 0 


B(0;4) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán ỈÙA(3;0) và B(0;4) 


Lời bình:Có thể thấy khó khăn lớn nhất của bài toán này của học sinh là không 
nắm và không hiểu hết được định nghĩa, tính chất của tâm đường tròn bàng 
tiếp tam giác. Tuy vậy ta vẫn thấy cách giải của Bộ GD&ĐT tương đối khó 
hiểu khi chú ý việc vận dụng “sử dụng kỹ thuật vẽ đường phụ”mà không khai 
thác triệt để tính chất của “tâm đường tròn bàng tiếp tam giác” (Các bạn có 
the xem kỹ ở phần lý thuyết chương 1 nhé). 


BÀI TOÁN 14 (ĐƯỜNG ELIP). Trong mặt phàng tọa 

độ Oxy, cho elip 


2 2 

(E)- X p = 1 
v ’ 25 9 

? 

có hai tiêu điêm 


Tìm tọa độ điêm M thuộc (E) sao 


r 

cho bán kính đường tròn nội tiêp tam giác 

mf ỵ f 2 

băng 

4 

3 

• 


■ Đặt vấn đề: trải qua 13 bài toán với các dạng hình khác nhau từ tam giác đến 
tứ giác, đường tròn, giờ đây chủng ta tiếp tục đi tiếp đến đường elip (nằm trong 


bộ ba đường conỉc: Elip — Hypebol — Parabol). Bài toán tìm diêm M thuộc (E) 
thì ta nên khai thác theo những yếu to nào? Mời các bạn cùng theo dõi. 

© Ý tưởng : 



- Khi M e (E) ta chăc chăn có được 1 pt 2 ân —> tìm thêm 1PT nữa. 

- Từ PT (E) ta khai thác các yếu tổ a, b, 

- Do M e (E) nên theo định nghĩa ta có 

- Bài toán đề cập đến bán kỉnh đường tròn nội tiếp AMFiF 2 ta có thể đi theo 
hướng phân giác hoặc khoảng cách từ tâm I đến các cạnh (cụ thể là Ox) bằng 
r — 4/3. Hoặc cũng có thể khai thác nó theo công thức 


c của (E) 

MFị + MF 2 = 2 a 
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s = pr = ịd[M; Ox\ .FịF 2 = ị\y M \ 2c 


► Hướng dẫn giải: 


* 


Từ (E): 



ứ 2 =25 

in 

II 

Q 

V_ 

X y 

— + — = 1=>( 

fr 

ƠN 

II 

<N 

II 

25 9 




c 2 =a 2 —b 2 =16 

II 





(do a, b, c > 0 ) 


Gọi M(x m ; yvi) là điểm cần tìm. Do M e (E) nên ta có 


2 2 

' Gi/ . j_M _ Ị 


25 


(1) và 


MF X +MF 2 =2a = 10 


* 


Xét AMFiF 2 có nửa chu vi p = 


_ MFi + MF 2 + FiF 2 _ 10 + 2c _ 


2 


= 9 


Lai có 
• 

4 

Samf x f 2 = pr - 9. — = 12 

r 

(r là bán kính đường tròn nội tỉêp A 

§ 

* Mặt khác, 

s = pr = j-d[M;Ox].F ỉ F 2 =9^=ì 

Tm 

.2 c = 12 <^> 

Tm 

= 3 

(2) 


* Từ (1), (2) ta suy ra M(0; 3) hay M(0; -3) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

■ Lời bình: Vói bài toán tìm điểm liên quan đên Elỉp ngoài việc liên hệ các kiên 
thức đã học, bạn còn phải biết vận dụng các kỹ thuật ở những bài toán đã giới 
thiệu trước đó như kỹ thuật tham sổ hóa, kỹ thuật dùng diện tích, kỹ thuật vẽ 
đường phụ, v.v... 


M(0 ;3) hay M(0 ;-3) 


BÀI TOÁN15(ĐƯỜNGHYPEBOL).7>ơ«g mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hypebol 



? ? 

và tọa độ điêm Aị-2; 0). Tìm tọa độ điêm B và c thuộc 


_ 2 

nhánh phải của (H) sao cho AABC là tam giác đêu. 


■ Đặt vấn đề: Tương tự như bài toán 14, khỉ tìm điểm thuộc các đường conỉc đã 
có phương trình thì việc khai thác các chỉ số a, b, c của phương trình chỉnh tắc 
chắc chan không thể bỏ qua. Cụ thể trong bài toán này thì ta nên khai thác 
chủng theo hướng nào? Đặc biệt việc cho điểm A(—2;0) có tạo được thuận lợi 
nào cho ta không? Mời các bạn xem lời giải. 


r 

© Y tưởng : 


Từ phương trình (H) ta khai thác các giá trị a, b, c. 

Nhận xét A e (H) mà (H) nhận trục hoành làm trục đối xứng nên để AABC đều 
(AB = AC) thì ta phải có X B = x c > 0, y B = -y c . Và cho điểm B e (H) => lập 
được một phương trình (1). 
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9 _ _ 

Gọi H là trung điêm BC => H thuộc trục hoành. 



X B =X C > 0, y B = -y c 


* Gọi K = BC n trục hoành ta có: AK = AO + AK = 


Suy ra 2 + X B =1 y B I v3 



2 2 

* Mặt khác ta lại có: B e (H) => — 7 — = 1 (2).Thay (1) vào (2) ta được: 


16 


y B 1 = 

2 


2 + x b 

w 2 — 1 £ 


2 + X 


B 


4x B z -y B ‘=16 


y B 1= 


4x b 2 - (2 + * b) =16 


2 + X 


B 


<=> < 


|y B I=- 

1 lx B 2 - 4 x b - 52 = 0 


2 + X 


y B 1= 


B 


4Ĩ 


o < 


X B = -2 


X B = 


26 

ĨT 


Do XB> 0 nên ta nhận 
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X B = 


26 

11 


y B = 


y B = 


11 

-1673 

11 


í 


B 


26 16-73 ^1 { 26 -1673 


V 

í 


í 


c, 


\ 


B 


V 11 11 , 


11 11 
26 1673 


1 n’ 11 y “ y 

26 - 1673 ^ ^ 

, CJ 2 


V 


11 ’ 11 


/ 


Kậv độ điêm cân tìm là: 

• •/ • • 



■ Lời bình:Có thể thấy với bài toán tìm điểm thuộc các đường conic, chúng ta đã 
có sẵn một phương trình của điếm. Tuy vậy nếu không biết cách phát hiện vị trí 
đặc biệt của điểm A, hoặc nhận xét các tính chất đặc biệt của (H) như nhận các 
trục tọa độ làm trục đối xứng thì dường như bài toán trở nên rất khó khăn. Việc 
vẽ hình cũng đã định hướng phần nào trong quá trình giải. 

BÀI TOÁN 16 (ĐƯỜNGPARABOL). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 


parabol (p ): y 2 = X và tọa độ điểm 1(0; 2). Tìm tọa độ điểm hai điểm My N 


thuộc (P) sao cho IM = 4IN 


■ Đặt vấn đề: tương tự như khi ta khai thác các đường elip, hypebol, với đường 
parabol ta cũng cần nắm vững những thuộc tính của chúng. Tuy nhiên với bài 
toán này, chúng ta không cần quan tâm đến các thuộc tính của chúng nhưng 
cũng cần phải nói, có một số bài nếu không nắm được thuộc tính của các đường 
conic thì rất khó để ta giải đúng và tìm nhanh ra kết quả như mong muốn. Mời 
các bạn xem lời giải. 

■ CÁCH 1: 

© Ý tưởng : Theo như yêu cầu bài toán, ta gọi tọa độ M và N —» 4 ẩn —> cần thiết 
lập 4 phương trình? 

• phương trình (1) —» M e (P), 

• phương trình (2) — » N G (P), 


• phương trình (3) và (4) —» khai thác biểu thức tọa độ IM = 4IN. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi M(x m ; yvi), N(xn ; yư) là hai điểm thuộc (P). Khi đó ta có : 


X M 2 = y M (!) 
X N 2 = y N (2) 


* Ta có 


IM = (x M ;y M -2) 


IN = ( x N ;y N -2) 


Sế 
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Theo đề bài ta có : IM = 4IN <=> 


< X M = 4x n 

ly M - 2 = 4 (y N 


(3) 

-2) (4) 


* 


Từ (1), (2), (3), (4) ta có hệ phương trình và giải hệ đó ta được : 

X N = 1 => y N = T X M = -2 => y N = 4 rM(4;-2), N(l;l) 
X N = 3 => y N = 9, X M = 6 => y N = 36 ^ _M(36;6), N(9;3) 


2 - _ 2 ^ 

Vậy có hai cặp diêm thỏa yêu câu bài toán là: 


M(4;-2), N(l;l) 
M(36;6), N(9;3) 


CÁCH 2: tham số hóa M, N theo (P) (sử dụng 2 ẩn —» thiết lập 2 phương trình, 
việc giải tương tự như cách 1, xin dành cho bạn đọc ) 

Lời bình:Như vậy là 16 bài toán đầu tiên với đủ các dạng hình cùng với câu 
hỏi tìm tọa độ điểm đã được giới thiệu đến các bạn. Đê củng cổ và nhấn mạnh 
một số kiến thức, kỹ năng, các bạn nên làm bài tập chọn lọc— tự luyện có 
hướng dẫn giải ở phần tiếp theo đây nhé. Đồng thời cũng cần nhấn mạnh, các 
chủ đề còn lại của chương này như viết phương trình đường thẳng, đường 
tròn, đường conic, v.v... đều có thể ứng dụng để tìm tọa độ điểm. 


BÀI TẬP CHỌN LỌC - Tự LUYỆ N CHỦ ĐỀ 1 


Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(2;6), B(-3; -4), C(5; 0). 

a. Tìm tọa độ trọng tâm G, trực tâm H của AABC. 

b. Tìm tọa độ I là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC. 

c. Tìm tọa độ D là giao điểm của đường thẳng BC và đường phân giác ngoài của 
góc A. 

d. Tìm tọa độ J là tâm đường tròn nội tiếp AABC. 

e. Tìm tọa độ K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của AABC. 


(ĐS: G 


r 4'ì) 

U ; 3j 


H{ 5;0),I 


[ỈA 


Dị} 7;6),J (2; 1), K (2; -9)) 


a. Tìm toa đô trong tâm G, trưc tâm H của AABC 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


■ Phân tích tìm lời giải: 

•Không quá khó để tìm tọa độ G do đã biết cả 3 tọa độ của 3 đỉnh A, B, c 
• Đe tìm tọa độ điểm H ta dựa vào tính chất của trực tâm —» ATLLBC và 
BH _L AC —> chuyển về tích vô hướng giữa 2 véctơ để giải —»tìm được tọa độ H. 

► Hướng dẫn giải: 

* Do G là trọng tâmAABC nên ta có: 


r 


X G 

< 


X A + X B + x c 


^yA+y B +yc 
r G " 3 


2-3 + 5 
3 

6-4 + 0 
3 


4 



G 


U ; 3 y 


3 


:k 


Gọi H(x h ; ỵh) là tọa độ trực tâm của AABC 


AH1BC 

BH1AC 


(*) với 


AH = (x - 2; y - 6) 


BH = (x + 3; y + 4) 


BC = (8; 4) 


AC = (3; -6) 


Do đó (*) <=> 


AH.BC = 0 Í8(x-2) + 4(y-6) = 0 

BH.ÃC = 0^ Ì3(x + 3)-6(y + 4) = 0 




X = 5 
y = 0 


H(5;0) 


b. Tìm toa đô I là tâm đường tròn ngoai tiếp AABC 
■ Phân tích tìm IM giải: 

Để tìm tọa độ tâm đường tròn ngoại tiếpAABC khi đã biết tọa độ của 3 đỉnh A, 
B, c ta có thể giải theo 3 cách sau: 

• Cách 1: Gọi tọa độ I(x;y), vận dụng định nghĩa của tâm I là cách đều ba 


đỉnh tam giác^ 


í IB = IC 


IB = IA 


• Cách 2: Lập pt di, Ớ 2 lần lượt là phương trình trung trực của cạnh AB, BC ta 
có dind 2 = I(vận dụng cách dựng tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác là giao 
điểm của các đường trung trực). 

• Cách 3: Gọi dạng khai triển của pt đường tròn (C) ngoại tiếpAABC: 
X 2 + y 2 — 2ax — 2by + c = 0 , trong đó I(a;b) chính là tọa độ cần tìm. Lần lượt 

thay tọa độ A, B, c vào pt khai triển—+giải hệ 3 pt 3 ẩn tìm I. 

• Cách 4: Ta cũng có thể vận dụng quan hệ thẳng hàng giữa trực tâm H, trọng 

tâm G và tâmđường tròn ngoại tiếp I đó chính là IH = 3IG (H và G là tọa độ 
đã tìm được ở câu a). 

• Cách 5: Ta cũng có thể gọi M là trung điểm BC, dựa vào tính chất 
AH = 2IM —» giải tìm I. 


Sề 
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• Cách 6: Bằng cách tính tất cả các cạnh để kiểm traAABC có là tam giác đặc 
biệt? 

+ Giả sử: AABC vuông tại A thì trung điểm cạnh huyền BC chính là tâm I 
+ Giả sử: AABC đều thì trọng tâm G của tam giác ABC chính là tâm I 


+ Giả sử: AABC cân tại A có góc BAC = 120 thì tâm I chính là đỉnh thứ 4 
của hình thoi ACDB. 




ĩ 

* Gọi I(xi; yi) là tọa độ tâm đường tròn ngoài tiêpAABC 


IB = IC 
IC = IA 


(*) 


* Với 


AI = (x I -2;y I -6) 

BI = (Xj +3;yj + 4) dođó(*) 





cr =BV 1 (x, -5) +y Ị =(Xj -2Ỵ + (y-6) 
cr = AI Z l(x I - 5) 2 + y/ = (Xj + 3) 2 + (ỵ 1 + 4) 




-1ƠXj +25 = -4xj +4-12yj+36 
-1 ƠXj +25 = óXj + 9 + 8yj+16 
ta khai triển nhanh) 


(nhận xét Xi 2 ; yi 2 đều bị triệt tiêu nên 




—óXj +12yj = 15 
-lóXj -8yj =0 


< 


X I = 


2 

Yi =1 



(-1 

• 

•ị 


I 

1 


l 2 

) 


► Hướng dẫn giải cách 2:Gọi di, d 2 Ỉần lượt là trung trực của cạnh AB, BC 

1 _ \ 5 

* Gọi M —-; 1 , N(l; —2) lần lượt là trung điểm AB, AC. 

V 2 


J 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


_(-\ \ _ — 

Ta códi qua M —-; 1 nhận AB = (—5; —10) làm vtpt có dạng là 

2 ) ' 

-5(x + ỉ)-10(y-l) = 0^(d 1 ):2x + 4y-3 = 0 
Ta cód 2 qua N(l; —2) nhận BC = (8; 4) làm vtpt có dạng là : 


8(x -1) + 4(y + 2) = 0 <^> (d 2 ): 2x + y = 0 

* Ta có I là tâm đuờng tròn ngoại tiếpAABC => I = (di) n (d 2 ) 

í ^ „ f -1 1—-—I 

2x + y = 0 X = ——- (—1 3 

tọa độ I là nghiệm của hệ: < =>i 2 => I — ;1 

2x + 4y-3 = 0 2 

J y = 1 1— -—I 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC là: 

(C) : X 2 + y 2 — 2ax — 2by + c = 0 với tâm I(a; b) 

-1 
ã- — 

2 

b = 1 => 
c = -30 

► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Nhận xét I, H, G thẳng hàng và đặc biệt IH = 3IG (phần chứng minh kết quả 
bố đề này mời các bạn xem ở chương 1). Do đó 

_ _ 5-x i =3(Í-x i ) ị -1 

IH = 3IG o ị ị =>j 1 2 => 

°-yi = 3 (|-yi) 1 yi = 1 

► Hướng dẫn giải cách 5: Gọi M(l; -2) là trung điểm BC 

* Nhận xét AH = 2IM (phần chứng minh kết quả bỗ đề này mời các bạn xem ở 
chương 1). 

í 1 

— 5-2 = 2(l-x I ) X T =-^ (-13 

* Dođó AH = 2IM<Z><! „ .=>ị 2 => I —-;1 

0-6 = 2(-2-y I ) =ì V 2 )_ 

.7 J 

► Hướng dẫn giải cách 6: 




A e (C) => -4a -12b + c = -40 (1) 

* Ta có < B e (C) => 6a + 8b + c = — 25 (2) => 

c E (C) =^> -lOa + c = -25 (3) 


Ỉ40 
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r 


* Ta CÓ < 


V 


ÃB = (-5;-10) => AB = 5yfị 
BC = (8;4)^BC = W5 
Ãc = (3; -6) => AC = 3^5 


* 


Nhận xét BC 2 + AC 2 = AB 2 (theo định lý Py-ta-go đảo) =>AABC _L c =>tâm 
đường tròn ngoại tiếp AABC chính là trung điểm cạnh huyền AB 

r 


X I = 


X A+ X B = zl 
2 2 


Yĩ 


_ y A +y B =1 

2 



f -1 

• 

* 

\ 

I 

1 


l 2 

J 


(hoặc nhận xét BC.AC = 0 =>AABC ± C) 


■ Lời bình cho câu b:Qua các cách giải đã trình bày ở câu b, chúng ta rút ra vài 
nhận xét sau: 

Một là, đề cập đến việc xác định tâm đường tròn ngoại tiếp với những tam giác 
đặc biệt thì chúng ta có những lưu ý sau: 



Hai là, mỗi cách trên đều có cái hay riêng của nó, có cách thì vận dụng tính 
chất hình học, các kết quả đẹp từ đường tròn (cách 4 và cách 5), có cách vận 
dụng nội tại của định nghĩa và tính xây dựng của điểm (cách 1 và cách 2), có 
cách thì vận dụng phưong trình đường tròn trong hình tọa độ Oxy (cách 3), đặc 
biệt là cách 6 với việc tính toán kiểm tra các dạng hình để rút ra những kết luận 
quan trọng. 

c.Tìm toa đô D là giao điểm của đường thẳng BC và đường phân giác ngoài 

của góc A. 

■ CÁCH 1: 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



Phân tích tìm lòi giải: 

• Yêu cầu của đề là tìm tọa độ D—»AD n BC = D => nhu vậy ta cần viết pt BC 


và pt AD. 

• AD là phân giác ngoài góc A của AABC => AD _L AE (2 phân giác vuông 
góc nhau) 

• Ở đây ta có thể có những cách nào để viết phương trình AD? 

+ Hướng thứ 1: Ta có thể viết phương trình AC và AB sau đó dùng công thức 
lập pt đường phân giác trong và ngoài của góc A. 

+ Hướng thứ 2: Ta tìm tọa độ E là chân đường phân giác trong kẻ từ A thông 


r 

qua tỉ sô của chân đường phân giác với các cạnh là 


AC CE 


AB EB 


—> AD qua A và 


AD1 AE. 


• Xin được trình bày lời giải cách 1 theo hướng thứ 1. 


► Hướng dẫn giải cách 1: 


* Dễ dàng lập được phương trình AB ,AC, BC là 


AB: 2x - y + 2 = 0 
AC:2x + y-10 = 0 
BC:x -2y-5 = 0 


* Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và AC là: 

2x — y + 2 2x + y -10 

4T+Ĩ 4T+Ĩ 


Suy ra 


y-6 = 0 
X - 2 = 0 


(Đe biết đường thẳng nào là phân giác trong hay ngoài ta cỏ thể xét sự cùng 
phía của B,c so với các đường đó hoặc xét khoảng cách từ B (hoặc C) lần lượt 
đến hai đường —> khoảng cách lớn nhất tương ứng với phân giác ngoài). 

* Ta có: B(-3;—4) và C(5; 0): (-4-6).(-6) = 60 > 0 => B và c cùng phía so với 
đường y - 6 = 0=>AD: y - 6 = 0 chính là đưong phân giác ngoài góc A. 

* Ta có D = AD n BC => tọa độ D là nghiệm của hệ 


ĨQ2 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


y - 6 = 0 

|x = 17 


1X - 2y - 5 = 0 

Ly — 6 

D(17;6) 


■ CÁCH 2: Sử dụng tỉ số chân đường phân giác ngoài. 

■ Phân tích tìm IM giải: 

• Ở lớp 8, chúng ta đã được học một định lý về đường phân giác. 


Cụ thể 


AC _ CE _ DC 
AB~ EB~ DB 


• Chúng ta sẽ dựa vào tỉ sô đó đê chuyên đăng thức độ dài —>■ đăng thức véctơ. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có AB = 5^5, AC = 3y/5. Theo định lý về đường đường phân giác ta có: 


AC DC 3 3 3 _. 3_- 

—A = = 4 => DC = 4 DB => DC = 4 BC => CD = 4 CB (chú ý dấu của véctơ) 

AB DB 5 2 2 2 


Suy ra 



D(17;6) 


■ LM bình cho câu c: Qua việc tìm tọa độ chân đường phân giác ngoài ta rút ra 
một số kinh nghiệm sau: 

Một là, dựa vào tỉ số chân đường phân giác ngoài ta hoàn toàn có thể giải 
nhanh bài toán này, tuy nhiên ta cần chú ý đến dấu giữa các véctơ, về sự cùng 
hướng, ngược hướng giữa các véctơ. 

Hai là, tuy là cách 1 trình bày tương đối dài và thiên về hướng “lập phương 
trình đường thắng” (xem chủ đề 2) nhưng cũng cho ta một hướng tiếp cận khác 
đó chính là xét tọa điểm trong sự tương giao giữa các đường. 


d.Tìm toa đô J là tâm đường tròn nôi tiếp AABC. 

■ Phân tích tìm IM giải: 

Có thể có những cách nào để tìm tâm đường tròn nội tiếp AABC (khi đã biết tọa 
độ 3 đỉnh)? 


Cách 1 :Tìm tọa độ E chân đường phân giác trong góc Adựa vào 


AC _ CE 
AB - EB 


—> tâm J chính là chân đường phân giác trong góc B của AABE (hoặc chân 
đường phân giác trong góc c của AACE) 

• Cách 2: Lập 2 phương trình đường di và Ớ2 là phân giác trong của 2 trong 3 
góc bất kỳ của AABC —» J = din d2— »tìm được tọa độ J 

• Cách 3: Áp dụng bổ đề: “Cho AABC với BC = a, AC = b, AB = c và J là tâm 

đường tròn nội tiếp của tam giác. Khi đó: aJA + bJB + cJC = 0 => tọa độ J. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi AE là đường phân giác trong góc A (E = AE n BC) 


Suy ra: 


AC _ CE _ 5 
AB~ EB~ 3 


-5 


EB = — EC 
3 



( 

-T\ 

E 

2 

• 

•ị 



2 J 


* Mặt khác, ta lại có J chính là chân đường phân giác trong góc B của AABE 
Suy ra: 


JE _ CE _ 1 
JA - CA - 2 


JE = — JA 


J(2;l) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có đường phân giác trong góc A là AE: X - 2 = 0. 

* Phưong trình đường phân giác tạo bởi BC và AC là: 



Suy ra 


x + 3y-5 = 0 
3x - y-15 = 0 
* Ta có: A(2;6) và B(-3; -4) thay vào đường X + 3y - 5 = 0 : 


(2 + 18 - 5).(- 9 + 4 - 15) < 0 => B và A khác phía so với đường X + 3y - 5 = 0 


=> CJ: X + 3y - 5 = 0 chính là đương phân giác trong góc c. 

* J = CJ n AE => Tọa độ J là nghiệm của hệ 


J(2;l) 


X —2 = 0 Jx = 2 

x + 3y-5 = () Ịy = 1 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Áp dụng bổ đề: BC.JA + AC.JB + ABJC = õ (việc chứng minh bể đề này 
mới bạn đọc xem ở lý thuyết chương 1 ) 

J —* —• ; - Í4(x j -x a ) + 3 (x j -x r ) + 5 (x j -x c ) = 0 

* 4AJ + 3BJ + 5CJ = Õ^ . J _ J B _ J " 

4 (yj - y A )+ 3 (yj - y B )+5(yj - y c ) = 0 


ỉ§4 
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<=> < 


4(x J - 2) + 3(Xj + 3) + 5(Xj - 5) = 0 
4(yj - 6) + 3(Ỵj + 4) + 5(y : - 0) = 0 


<^> < 


Xj =2 

y,=i 


J(2;l) 


e.Tìm toa đô K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của AABC. 

■ Phân tích tìm lòi giải: 



* Đê xác định tâm đường tròn bàng tiêp của một góc trước hêt bạn cân năm lại 
định nghĩa và các tính chất liên quan của chúng (bạn có thế tham khảo phần lý 
thuyết chương 1 và bài toán mẫu của chủ đề 1 để hiểu rõ hơn). 

* Dựa vào định nghĩa và tính chất của tâm đường tròn bàng tiếp một góc trong 
tam giác ta có thể có những hướng giải sau: 

+ Hướng thứ 1: (Dựa vào định nghĩa K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A 
chính là giao điểm giữa phân giác trong góc A và hai đường phân giác ngoài 
của góc B và C) —>■ như vậy ta chỉ cần lập phương trình các đường phân giác là 
có thể tìm được giao điểm. 

+ Hướng thứ 2: Do K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của AABC nên K sẽ 
cách đều cạnh BC và hai cạnh nối dài AC và AB —> d[K;AB] = d[K; BC] = 
d[K;AC] (hướng đi này sẽ tối ưu hơn nếu như ta đã có K G đường phân giác 
trong góc A). 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có đường phân giác trong góc A là AE: X - 2 = 0. 

* Dựa vào kết quả từ câu d, ta có phương trình đường phân giác ngoài của góc 
Clà 

CK: 3x-y- 15 = 0 

* K = AE n CK => Tọa độ K là nghiệm của hệ 
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X —2 = 0 


r 


X = 2 


3x-y-15 = 0 


=> < 



=> 


K(2;-9) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có K e AE: X - 2 = 0 => K(2; k) 

* Do tính chất của K nên ta có d[K;AB] = d[K; BC] 


<=> 


2.2-k +2 

4T+Ĩ 


2 - 2k - 5 

V4 + 1 


Suy ra |6 - k| = |2k + 31 


k = 1 => Kj (2; 1) 
k = -9 => K(2; -9) 


(loại Ki vì Ki= ĩ)=> K(2;-9) 


Câu 2: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
tam giác ABC có đỉnh A(ì;5), trung 
tuyến CN và đường trung trực của 
cạnh BC lần lượt có phương trình là 
3x - 5y = 0 và 3x + 4y - 2 = 0. Tìm 
tọa độ các đỉnh B và c. 

(ĐS: fl(-l;-5),c(5;3)) 



■ Phân tích tìm IM giải: 

• Đe tìm tọa độ B và c ta xem B, c có đang thuộc phương trình đường thẳng 
nào không? hoặc liên hệ với những tọa độ với điểm nào không? —» c e CN, 
N là trung điểm AB và N G CN. 

• Ta cần thiết lập 2 phương trình có liên hệ với B và c. Vậy đó là những 
phương trình nào? —» gọi H là trung điểm BC => tọa độ H theo tọa độ B và c. 
Lại có H G trung trực của BC —> pt (1). 

• Mặt khác BC _Lvuông góc với trung trực của BC —» BC.u d = 0 pt (2) 

• Từ (1), (2) —> giải hệ phương trình tìm được tọa độ c và N => tọa độ c và B. 
► Hướng dẫn giảirGọi N, H lần lượt là trung điểm của AB và BC. 

• Gọi c e CN =>C(5c; 3c) và N G CN ^N(5n; 3n). 

m , _,, , . _ , T , , [2xn = Xa + xb [x b = lOn - 1 

Ta có: N là trung diêm AB => N thỏa 11 _ A , _ T c 

& [2y N = yA + yB lyB = 6n - 5 


^B(10n-1; 6n - 5) 


* DoH là trung điểm BC =>H thỏa 


X H = 


y H = 


X B + x c 

2 

y B +y c 


10n -1 + 5c 


6n - 5 + 3c 


ỈQ6 
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Mặt khác ta có He d là đường trung trực BC 
=> 3xi + 4yi -2 = 0 <£í>2n + c - 1 = 0 (1) 

* Ta có BC _L d: 3x + 4y - 2 = 0 

———* ÍẼC = (5c - lOn + l;3c - 6n + 5) 

=> BC.u d = 0 với < _ 

[ u d = (4; -3) la vtcp cua d 


Do đó ta có 4(5c - lOn + 1) - 3(3c - 6n + 5) = 0 oc - 2n + 1 = 0 (2) 


* Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 


jc + 2n = 1 
^c - 2n = 1 



c = 1 
n = 0 


=> C(5; 3) và B(-l; -5) 

Vậy tọa độ đỉnh cần tìm là C(5;3) và B(-l;-5) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. C(5;3) và B(-l;-5) 

■ LÒI bình:Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, khi đặt tọa độ tham số hóa các điểm cần tìm, thì cách đặt và lựa chọn 
biến đặt cho phù hợp rất quan trọng, trong bài này với tọa độ điểm N nếu đặt XN 
= n hay yN = n đều có kết quả tọa độ điếm không đẹp dẫn đến gây ra khó khăn 
trong quá trình giải. 

Hai là, khi sử dụng tích vô hướng giữa các đoạn vuông góc, ta cũng có thể sử 
dụng véctơ chỉ phương (vtcp), véctơ pháp tuyến (vtpt) để thay thế. 

Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ đỉnh C(-l; -1), 

trọng tâm G thuộc đường thẳng X + y - 2 = 0. Biết độ dài cạnh AB = 3/5 và 
phương trình đường thăng chứa cạnh AB là X + 2y - 3 = 0. Tìm tọa độ của dinh 
A và B. 


( _X\ _( ( _1A _( _3 

(ĐS: A 6;-^- ,B 4;—^ hay A 4;—^ ,B 6;~y 
\ 2 ) { 2 1 2 \ 2 


CÁCH 1: 


■ Phân tích tìm lời giải: 

• Ta tìm cách tham số hóa điểm A và B —» A và B thuộc AB. (Giảm ẩn) —» 
thiết lập 2 phương trình. 

• Sử dụng tính chất của trọng tâm G —» biểu diễn tọa độ G theo tọa độ của A và 
B , lại có G e d —» pt (1) 

• Mặt khác độ dài AB = x/5—> pt (2) 

• Từ (1) và (2) giải hệ tìm tọa độ A và B. 
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► Hướng dẫn giải cách 1: 


* Ta có A và B e AB => A(3 - 2a; a) và B(3 - 2b; b) 
Lại có G là trọng tâm ÀABC => tọa độ G thỏa 


X G = 


X A+ X B+ X C 


5 - 2a - 2b 


v ^yA + y B + yc a+b-1 
y ° 3 3 


Mặt khác Ged:x + y- 2 = 0 

5-2a-2b a + b-1 _ _ . _ 

=>- - + —2--2 = 0<^>a = -b-2 (1) 

3 3 


* Khi đó ta có A(7 + 2b; - b - 2) và B(3 - 2b; b) => AB 
Lại có: AB = 4$ o AB 2 = 5 <=> 16(b + l) 2 + 4(b + l) 2 


o(b + \ý=ịo 

4 


b = ỳ- => A(6; -2), B(4; -2) 

b = y^A(4;ặ,B(6;y) 


= (-4 - 4b; 2b + 2) 
= 5 






í -3 ì 


í -Ũ 


( -ũ 


( -3\ 

Ả 

6; o 

,B 

4• 

hay A 

4 • 

,B 

6; o 


l 2 ) 


l 2 ) 


l 2 J 


l 2 J 


CÁCH 2: Gọi M là trung điểm AB. 

Phân tích tìm lòi giải: 

• Ta xét tọa độ A, B chí nh 
là giao điểm giữa đường 
thẳng AB và đường tròn 
ẩn mình (C)có tâm M và 
đường kính AB. 


Ỉ08 
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A 9 f 

• Như vậy chỉ cân tìm được tọa độ điêm M là xem như mọi nút thăt của bài 
• • • • • 

f ? 

toán xem như được gỡ —» M e AB —>■ tham sô hóa điêm M 


• Mặt khác G là trọng tâm AABC => CG = ^GM —» biểu diễn tọa độ G theo 
tọa độ điểm M 

• Cuối cùng, do G e d —»tìm được tọa độ điểm M —» lập được tròn (C) 

-> (C) n AB = {A; B} 

► Hướng dẫn giải cách 2: 


* Ta có M G AB => M(3 - 2m; m). Do G là trọng tâm AABC => CG = 2GM 

5 -4m 


Suy ra < 


X G +1 = 2(3 - 2m - X G ) 
y G +l = 2(m-y G ) 


X G = 


y G = 


3 

2m-l 


5 — 4m 2m — 1 

* Lại có G e d =>————I—^ 7 —- — 2 = 0 <^> m = — 1 =>M(5 ; -1) 


* 


Đường tròn (C) tâm M(5 ; -1) và bán kinh 


(C):(x-5) +(y + l) - — 

4 



có dạng là: 


* Mặt khác A, B là tọa độ giao điểm giữa đường thẳng AB và (C) nên tọa độ A 
và B thỏa hệ: 

x + 2y — 3- 0 




<=> 


5 (Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 

(x-5) +(y+l) 

A(6; y), B(4; A) 

A(4; A), B(6; y) 


2 > 

Vậy tọa độ điêm cân tìm là: 



í -3 ì 


í -Ũ 


( -Ũ 


í -3^1 

Ả 

6 ’ „ 


4 ■ 

hay A 

4■ 


6 ’ o 


l 2 ) 


l 2 J 


l 2 J 


l 2 ) 


Lời bình:Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, tất cả các giả thiết đề cho điều đóng một vai trò quan trọng trong quá 
trình tìm kiếm lời giải cho ta, đó chính là chìa khóa, là lời gợi ý ẩn mình bên 
trong bài toán. Việc của ta là phải liên kết các dữ kiện đó từ rời rạc thành một 
thể thống nhất. 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Hai là, trong quá trình trình bày các bài toán ví dụ, tác giả đã cố gắng sử dụng 
“lập phương trình đường tròn ẩn mình”, đây là một cách làm khá hay giúp ta 
củng cố và vận dụng mối liên hệ giữa đường tròn và đường thẳng. 


9 _ 9 

Câu 4: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ diêm A( 2;-l) 


_ > _ 

5(1;-2), trọng tâm G của tam giác năm trên đường X + y - 2 = 0. Tìm tọa độ 


£ > 

đỉnh c biêt diện tích tam giác ABC băng 


27 


(ĐS: C(l8;-12)AạyC(-9;15)) 


Phân tích tìm IM giải: 

• Nhận xét: ta chưa có một đường thẳng chứa c —»không thể tham số hóa điểm 
c? Tuy nhiên ta có thể tham số hóa tọa độ điểm G (do Ged:x + y- 2 = 0. 

• Do G là trọng tâm ÀABC —» biểu diễn tọa độ c theo G —> giảm ẩn của điểm c 
—> cần một phương trình? 

• Yeu tố mà ta chưa khai thác đó chính là Saabc? (Phương pháp diện tích gắn 

,. x , , , ,, , „ 1 ' _ * ^ TT 1 , t ,, 
liên với phương pháp khoảng cách) —» Saabc = 2 CH.AB trong đó CH chính là 

khoảng cách từ C đến đường AB —> viết pt AB. 

• Vận dụng khoảng cách từ C đến AB ta tìm được tọa độ G=>tọa độ C. 



► Hướng dẫn giải: 

*TacóGed:x + y- 2 = 0=> G(g; 2 - g).Do G là trọng tâm AABC nên ta có : 


X G = 


X A + X B + x c 


x c =3x c -x a -x r =3g-3 


y G = 


J ^ A 

=>< 

_y A +yB+yc [y c = 3 y G -y A -y B = 9 - 3 g 


C(3g-3;9-3g) 


* AB qua A(2; -1) nhận AB = (—1;—1) làm vtcp nên có dạng: 

x-2 _ y + 1 


-1 


-1 


<^>x-y-3 = 0 


Ỉ40 
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* Ta lại có Saabc = ị d[C, AB].AB với AB = yỊĨ 

„ _ At>1 _ 27 13g—3 — (9 — 3g)—31 27 

Suy ra d[C, AB1 = —- 7 ===^--- = —= 

a/2 Ã/2 


^|6g-15| = 27^ 


g = 7 

g = -2 


* Với g = 7 => Ci(18; -12) 

* Với g = -2 => C2(-9; 15) 





c (l 8; -12) hay c (-9; 15) 


■ Lời bình: Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, đa phần các bài toán đề cập đến việc diện tích hoặc có cho dữ kiện là 
diện tích chính là chìa khóa để ta sử dụng “phuong pháp khoảng cách”. Phuơng 
pháp khoảng cách có thể ứng dụng để tìm điểm nếu đã biết đuờng thẳng hoặc 
lập phuơng trình đuờng thẳng nếu đã tọa độ điểm. 

Hai là, qua cách giải câu 2 và 3, ta thấy khi đề cho trọng tâm ta có thể khai thác 
theo huớng dùng công thức tọa độ của trọng tâm hoặc tỉ số trọng tâm giúp ta 

tìm thêm điểm mói. 


Câu 5: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(2; 1), đuờng 
cao qua đỉnh B có phuơng trình đường thắng: X- 3y - 7 = 0 .Đường trung tuyến 
qua đỉnh c có phương trình : X + y +1 = 0 . Xác định tọa độ B và c và tính diện 
tích tam giác ABC. 

(ĐS: 5(-2;-3),c(4;-5), s = 16 (đvdt)) 

■ Phân tích tìm lời giải: 



• Ở bài toán này, trước khi tham số hóa điểm B và c —>có tìm thêm được 
điểm mói hay đường thẳng móinào không?^ đó chính là đường AC (do nhận 
xét AC qua A và vuông với đường cao kẻ từ B) 

• Ket hợp AC và phương trung tuyến kẻ từ C—»tìm được tọa độ điểm c. 

• Đe tìm điểm B ta cho B thuộc đường cao kẻ B —>■ tham số hóa điểm B. 
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• Gọi M là trung điểm AB => biểu diễn tọa độ M theo tọa độ B, M thuộc đuờng 
trung tuyến kẻ từ c —»tìm đuợc tọa độ điểm B 

• Đê tính diện tích Sabc— »sử dụng đường AC săn có— »Saabc = 2 <i[B; AC].AC 

► Hướng dẫn giải:Đặt d: X - 3y - 7 = 0, A: X + y + 1 = 0 và M là trung điểm AB 
* AC _Ld:x-3y-7 = 0=> AC: 3x + y + m = 0. 

Lại có AC qua A(2; 1) => m = - 7 
Vậy AC: 3x + y - 7 = 0 

"X + y + l = 0 


Ta có c = AC nA=> tọa độ c là nghiệm của hệ: 


3x + y-7 = 0 


C(4;-5) 


* B e d: x-3y-7 = 0^B(3b + 7;b). 

pb + 9_b + n 

l 2 ; ^Ty 


Do M là trung điểm AB => M 


* Mặt khác M eA=> —- 1 —^ + l = 0=>b = -3=> B(-2; -3) và AC = 2^/ĨÕ 

* Saabc ^AC.d[B;AC] = ị 2^10 '— jL-l- 1 ' = 16 (đvdt) 

2 2 V3 2 +1 2 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. B(-2; -3), C(4i -59 và Sa4bc= 16 
■ Lời bình: Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, trước khi tiến hành vào tìm điểm hay viết phương trình đường ta nên có 
bước đặt câu hỏi có tìm thêm, “tạo thêm điểm mới, đường thẳng mới”? 
Như câu 4 vừa giải xong, ta thấy ngay việc tìm được phương trình đường AC 
giúp ta tìm nhanh tọa độ c và vận dụng công thức khoảng cách đế tính diện tích 
Hai là, ta khai thác đường trung tuyến ở các khía cạnh như chứa đựng trung 
điểm cạnh đối diện, nếu giao thêm với 1 đường trung tuyến sẽ tạo ra trọng tâm 
(điểm đặc biệt trong tam giác), hoặc giao với 1 đường thẳng khác để có thể tìm 
được điểm mới, cụ thể trong bài là là đường AC. 

Ba là, ta khai thác đường cao trong tam giác ở khía cạnh như giúp ta viết 
phương trình cạnh vuông tương ứng, hay nếu giao với đường một đường cao 
khác thì tìm được trực tâm (điểm đặc biệt trong tam giác). 

Câu 6: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giácABC cân tại A có trọng tâm 

phương trình đường thẳng chứa cạnh BC: X - 2y - 4 = 0 và 


G 

1 -C- 

1 

phương 

BG : 7x - 4y - 8 = 0 


(ĐS: Ả (0; 3), B (0; -2), c (4; o)) 


Phân tích tìm IM giải: 


Ỉ42 
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•Trong ba tọa độ A, B, c thì tọa độ điểm B dễ tìm nhất ( do BGnBC = B) 

•Nếu gọi H là trung điểm BC—>viết được pt AH (tìm thêm đường thẳng mới) 
•AH n BC = H —» tọa độ H—»tọa độ c. 

• Do G là trọng tâm AABC (kết hợp B và C) => tọa độ A (hoặc dùng tính chất 
của trọng tâm AG = 2GH) 


A 



► Hướng dân giải: Gọi H là trung diêm BC. 

* Ta có B = BG n BC => tọa độ B là nghiệm của hệ 


X - 2y - 4 = 0 
7x - 4y-8 = 0 


B(0;-2) 


* Ta có AH_LBC (do AABC cân tại A) => AH: 2x + y + m = 0. 

í 4 .0 

• _ 


Mặt khác, AH qua G 


v3 ’3 J 


m = - 3. Vậy AH: 2x + y - 3 = 0 


* Ta có H = AH n BC => tọa độ H là nghiệm của hệ 


x-2y-4 = 0 
2x + y-3 = 0 


H(2;-l) 


* Do H là trung điểm BC 


X B + x c = 2 x h 


x c =4 


=> < 

y B +yc= 2 y H |y c =° 


C(4; 0) 


* Ta có G là trọng tâmAABC 


X G = 


y G = 


X A + X B + x c 


y A + y B + y c 


X A = 0 

y A =3 


A(0;3) 


l 3 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: A(0 ;3), B(0;-2), C(4;0) 

? 


Câu 7:Trong mặt phang tọa độ Oxy, cho tam giác ABC với 4(1; -2), đường cao 
CH :x- y + ỉ = 0, phân giác trong BN : 2x + y + 5 = 0 .Tìm toạ độ các đỉnh B,c 

và tính diện tích tam giác ABC 

(13 45 _ 

4 ’ 4 ỳ MBC 4 )} 


(ĐS: 5(-4;3),C 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


■ Phân tích tìm IM giải: 

• Do đề cho “đường cao CH”^tìm thêm được đường mới. (do nhận xét 
AB _L CH và AB qua A) —> viết pt đường AB. 

• Một dấu hiệu đặc trưng khi đề bài cho “đường phân giác ”—> tìm thêm được 
điểm mM. (do nhận xét về tính đối xứng của phân giác) —» tìm được tọa độ 
A’ e BC—» viết pt đường BC. 

• AB n BN = B và BC n HC = c — > tìm được tọa độ B và c. 

• Đe tính Saabc ta dùng công thức Saabc = 2 d[C;AB]. AB 



► Hướng dẫn giải: 

* AB _L CH: x-y + 1 = 0 => AB: X + y + m = 0, AB qua A(1 ; -2)=> m = 1 . 
Suy ra AB : X + y + 1 = 0. 

* Ta có B = AB n BN => Tọa độ B là nghiệm của hệ : 


x+y+1-0 



B(-4; 3) 

[2x + y + 5 - 0 



* Gọi H là hình chiêu của A lên phân giác trong BN và A’ là diêm đôi xứng của 
A qua BN (ta có H là trung điểm AA’ và A’ eBC) 

Do AH _L BN: 2x + y + 5 = 0=> AH: X - 2y + n = 0, AH qua A(1; -2) => n = -5 
Suy ra AH : X - 2y - 5 = 0. 

* Ta có H = AH n BN => Tọa độ H là nghiệm của hệ 


X - 2y - 5 = 0 
2x + y + 5 = 0 


=>H(-l;-3) 


Lại có H là trung điểm AA’ => A’(-3 4). 

* Đường BC qua B(-4;3) nhận A'B = (-1; 7) làm vtcp có dạng: 


x + 4 y-3 _ - _ - 

—— = 2—— <z> 7x + y + 25 = 0 

-1 7 


Ỉ44 
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* Ta có c = BC n CH => Tọa độ c là nghiệm của hệ 


7x + y + 25 = 0 


Í-Ì3 -9^1 


c 


x-y+1=0 

V 


l 4 4 J 


1 


* Ta có Saabc = ^BC.d[A; BC] = 

2 4 


1 1542 17.1-2 + 25 


V49 + 1 


= J (đvdt) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. B(-4; 3), c 


(-13 - 9 } 

’ - 5 7 ” 


V 


4; 


Q. 

’°AABC 


45,, 

= ^(dvdt) 


Câu 8:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho hai đường thăng di: 2x + y + 5 = 0, 
Ớ 2 ’. 3x + 2y - 1 = 0 và điểm G(l;3). Tìm tọa độ các điểm B thuộc di và c thuộc 
Ớ 2 sao cho tam giác ABC nhận điểm G làm trọng tâm. Biết A là giao điểm của 

hai đường thẳng di và d 2 . 

(ĐS: 5(-35;65),c(49;-73)) 


■ Phân tích tìm lời giải: 

• Với gợi ý A = dind 2 (1) cùng với B G di, c e ẩ 2 (2) —» di chứa đường AB, d 2 
chứa đường AC. 

• Ta dễ dàng tính ra tọa độ điểm A nhờ (1), dựa vào (2) ta tham số hóa điểm B 

và c. 

• Dùng công thức trọng tâm G đê tính ra B và c 

''vd 2 : 3x + 2y - 1 = 0 





A(-ll;17) 


* Ta CÓ B e di: 2x + y + 5 = 0 => B(b; - 5 - 2b) và c e d 2 : 3x + 2y - 

c 


Í^l-3C 
t:-—— 


V 


2 J 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


Do G là trọng tâm AABC 


X G = 


y G = 


b + c = 14 
-4b - 3c = -7 


b = -35 
c = 49 


X A+ X B +X C 


y A +y B +yc 

3 

B(-35; 65) 
C(49;-73) 


-5- 


b + t = 3+11 
1 — 3t 

2b + —= 9-17 
2 


Vậy tọa độ điểm cần tìm ỉà:B(-35i 65) và C(49; -73) 


Câu 9:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC có C(l;2), hai 
đường cao xuất phát từ A và B lần 
lượt có phưong trình là X + y = 0 
và 2x - y + 1 =0. Tính diện tích 
tam giác ABC. 

( ĐS: S MBC =|(dvdt)) 



Phân tích tìm lòi giải: 

• Để tính diện tích tam giác ABC 


9 

—>■ ta có thê vận dụng công thức 



• Trong đó đường cao chính là khoảng cách từ một đỉnh đến đường thẳng chứa 
cạnh đối diện — »ở đây trong bài này ta có thể chọn đỉnh c nhưng lại chưa có 
phưong trình đường AB hay thông tin của cả điểm A và B—>tìm tọa độ điểm A 
và B 

• Đe tìm tọa độ điểm B và A, ta có thể tham số hóa điểm A và B tương ứng với 
các đường thắng đang thuộc tuy nhiên việc thiết lập 2 phương trình 2 ấn nếu 
có^ATLLCB và BH_L CA (với H là trực tâm của tam giác có thể tìm được) —> 
khá dài và phức tạp. 


• Ta xét xem A và B trong sự tương giao của các đường? —> Ở đây A đã thuộc 
di: X + y = 0. Dựa vào hình vẽ ta thấy A e AC và AB —»Ta nghĩ đến việc lập 
phương trình AC hoặc AB— »ở đây việc lập AC là khả thi nhất vì AC qua c và 
AC_Ld 2 : 2x - y + 1 = 0. Một cách tương tự ta cũng viết được phương trình BC. 

• Khi tìm được tọa độ A và B, ta có thể dùng công thức 


Saabc = ^d[A;BC].BC = |d[B;AC].AC 


mà không cần phải lập thêm phương trình AB. Mời các bạn xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 


Ỉ46 
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* Ta có AC _Ldi:2x-y+l=0 

=> AC: X + 2y + m = 0, AC qua C(1 ; 2) => m = -5 
Suy ra AC : X + 2y - 5 = 0. 

Lại có A =AC n d 2 => Tọa độ A là nghiệm của hệ 


x+2y-5=0 
x + y = 0 


A(-5;5) 


* Ta có BC _L ch: X + y = 0 ^>BC: X - y + n = 0, BC qua C(1 ; 2) => n = 1 
Suy ra BC : X - y + 1 = 0. 

2x-y+\=0 


Lại có B = BC n di=> Tọa độ B là nghiệm của hệ < 


* Saabc = k[B; AC].AC =ị. 10 + lĩ— 5 

2 2 VĨ+4 


x-y+1=0 

9 



V(l + 5) ! +(2-5) 2 = I (đvdt) 



Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho AABC có đỉnh A(4; 3), đuờng cao BH 
và trung tuyến CM có pt lần lượt là: 3x - y + 11 = 0, X + y - 1 =0. Tìm tọa độ 
các đỉnh B, c 

(ĐS: B(-4;-l),C(-5;6)) 



■ Phân tích tìm lòi giải: 

• Tương tự như bài toán 9, Khi có 
đường cao BH —> viết phương trình 
AC-Tc = ACnCM. 

• Đe tìm tọa độ điểm B ta có thể mã 
hóa B theo BH và biểu diễn tọa độ M 
theo tọa độ B (Do nhận xét M thuộc 
đường thẳng CM) 

► Hướng dẫn giải: 

* AC _LBH: 3x-y + 11 = 0 =>AC; X + 3y + m = 0, AC qua A(4; 3)=ỉ> m = -13. 
Suy ra AC : X + 3y - 13 = 0. 

Lại có c = AC n CM 

_ x + 3y-13 = 0 

Tọa độ c là nghiệm của hệ < 

x + y-1 = 0 

* Ta có B e BH: 3x-y+ll=0=> B(b; 3b + 11). 

* Lại có M là trung điểm AB 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



b + 4 


f X B +X A = 2x m 

X M- 0 

2 TV >r 

fb + 4 3b + 14^Ị 

< => < 

=^> M 

• 

3d 

+ 

> 

II 

to 

t 

3b + 14 

l 2 2 J 


Ym — ^ 



2 



b + 4 3b + 14 

* Mặt khác M G CM => ———I-—-l = 0=>b = —4=> 


B(-4;-l) 


? 2 

Vậy tọa độ điêm cân tìm là:B(-4; -1) và C(-5; 6) 


Câu 11:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có phương trình đường 
AB: 5x - 2y + 6 = 0 và phương trình đường AC: 4x + 7y - 21 = 0. Biết gốc tọa 
độ o là trực tâm của ÀABC. Tìm trọng tâm của AABC. 


(ĐS: G 


í 9 - _11 ì 


) 


■ Phân tích tìm lời giải: 

• Đe tìm trọng tâm tam giác ABC ta nghĩ ngay đến việc tìm tọa độ 3 đỉnh A, B, 
c. Vậy câu hỏi đặt ra trong 3 đỉnh trên, đỉnh nào có thể tìm được dễ dàng nhất? 
—»chính là điểm A = AB n AC. 

• Cách 1: Rõ ràng trong hai điểm B và c còn lại vai trò là tương tự nhau nên ta 


xét việc tìm điểm B trước. Ta xét thấy o 
qua o —>• viết phương trình OB —» OB 
tìm được tọa độ điểm C. 

• Cách 2: Ngoài ra bạn cũng có thể 
tham số hóa tọa độ điểm BeAB, 
CeAC—»tìm hai phương trình 2 ẩn? 

—> Đó chính là phương trình OB _L 
AC và OC _LAB —> giải hệ pt tìm được 
tọa độ B và C. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có A = AB n AC 


à trực tâm AABC => OB _L AC và OB 
1 AB = B. Một cách tương tự ta cũng 


A 



=> Tọa độ A là nghiệm của hệ < 


5x-2y + 6 = 0 
4x + 7y-21 = 0 


=> 


A(0;3) 


* Ta có OB _L AC: 4x + 7y-21 = 0=> OB: 7x - 4y + m = 0, OB qua 0(0; 0) 

=> m = 0 

Suy ra OB: 7x - 4y = 0. 

Lại có: OB n AB = B => Tọa độ B là nghiệm của hệ 


Ỉ48 
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7x-4y = 0 
5x-2y + 6 = 0 

* Ta có oc _L AB: 5x - 2y + 6 = 0 => OC: 2x + 5y + n = 0, oc qua 0(0; 0) 
=> n = 0 

Suy ra OC: 2x + 5y = 0. 

Lại có: oc n AC = c => Tọa độ c là nghiệm của hệ 

2x + 5y = 0 
4x + 7y-21 = 0 


=> 

c 

(35 ^ 

; 7 

0 


u J 


* 


Vậy tọa độ trọng tâm G là 


X G = 


X A +X B +X C 9 


v = yA+y B +yc -11 
y ° 3 3 




Vậy tọa độ điêm cân tìm là'. 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có A = AB n AC => Tọa độ A là nghiệm của hệ 
5x-2y + 6 = 0 



4x + 7y-21 = 0 

* Ta có B e AB: 5x - 2y + 6 = 0 => B(2b; 5b + 3), c eAC: 4x + 7y- 21 = 0 
=> C(7c ; 3 - 4c) 

* o là trực tâm AABC 


OB±AC 

OC±AB 




OB. u ac = 0 

OC. u AB = 0 


OB = (2b;5b + 3) 


(*) với { 


oc = (7c;3-4c) 


U AB = (2; 5) la vtcp cua AB 


U AC = (7;-4) la vtcp cua AC 


* 


Do đó (*) < 


2b.7-4(5b + 3) = 0 
< <=> < 

b = -2 

5 

=> < 

' B(-4;-7) 

35 

7c.2 + 5(3-4c) = 0 

c = — 

L 2 


c ; 7 

V 2 


54 


119 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 
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•k 


r 


Vậy tọa độ trọng tâm G là < 


V 


_ X A +X B + X C _ 9 

G 3 2 

r _ y A +y B +yc _ -n 

G 3 3 


=> 



-in 

3 ) 






Lời bình: khi đọc lời giải ở cách 2, nếu bạn tinh ý một chút sẽ phát hiện hai 
điều quan trọng 

Một là, việc đặt ẩn tham số hóa cho B và c đã đuợc cân nhắc, thay vì đặt XB= b 
ta đặt XB= 2b (tuơng tự với trường hợp Xc = 7c thay vì Xc = c). Việc đặt ẩn này 
hỗ trợ phần nào trong quá trình tính toán của bạn, tuy nhiên không phải lúc nào 
cũng thực hiện được. Nhưng trong quá trình tham số hóa các điểm ta luôn phải 
có ý thức đặt ẩn sao cho “gọn nhẹ” để tiện cho việc tính toán về sau. 

Hai là, thay vì sử dụng véctơ AC và AB thì ở cách 2 đã sử dụng véctơ chỉ 
phương của 2 đường đế thay thế cho. Việc làm cũng góp phần giúp ta tính toán 
“gọn nhẹ” bài toán đi. Tuy nhiên xét ở một góc độ nào đó cách 1 vẫn có ưu thế 
hơn khi phát huy được việc “lập phương trình đường thẳng mới” trong quá 
trình tìm tọa độ điểm. 


Câu 12:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(-l; 2), B(2; 1) 
và trực tâm H(1; 2). Xác định tọa độ I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

(ĐS: 7(1; 3)) 



Phân tích tìm lòi giải: 

• Để tìm tọa độ tâm I cách đều 3 đỉnh tam ABC—»ta cần xác định cho được tọa 

độ điểm c 

• Để tìm tọa độ điểm c —» xét c trong sự tương giao của các đường 
-> c = AC n BC 

• Như vậy ta cần viết phương trình 
AC và BC trong đó ta có AC qua A 
và AC1BH, BC qua B và BC1AH. 

• Khi đã có tọa độ điểm c thì bạn 
đọc có thể xem lại câu 1 phần bài 
tập chọn lọc về cách xác định tâm 
đường tròn ngoại tiếp khi đã biết ba 
đỉnh A, B, c. (ở đây tác giả sử dụng 
cách viết phương trình đường tròn đi 
qua 3 điểm) 


Í10 
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► Hướng dẫn giải: 

* Đường AC qua A(-l;2) nhận BH — (—1; 1) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

-l(x + l) + l(y-2) = 0^ ,4C:x-y + 3 = 0 

* Đường BC qua B(2; 1) nhận AH = (2; 0) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

2(x — 2) + 0(y — 2) = 0 <=> BC : X — 2 = 0 

* Ta có AC n BC = c 

x — y + 3 = 0 
X- 2 = 0 


Tọa độ c là nghiệm của hệ < 


<=> 


x — 2 
|t = 5 


C( 2; 5) 


•k 


Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC có tâm 
I(a; b) là: X 2 + y 2 — 2ax — 2by + C — 0 

a = \ 



7í(-1;2)e(C) 

5 + 2a-4b + c = 0 

* Ta có < 

B(2;ì)e(C) 

5-4a-2b + c = 0 <^>< 


C(2;5) e (C) 

29 - 4a -1 Ob + c = 0 

k V 


b = 3 => tâm [t(l; 3) 
c = 5 


? 2 I ” 

Vậy tọa độ điêm cân tìm /d:|I(l; 3) 


Câu 13:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác đều ABC có tọa độ đỉn h 
A(2; 1), B(-l; 2). Xác định tọa độ đỉnh c của tam giác ABC. 


( 


(ĐS: q 


1 + 73.3 + 3 ^ 

z 5 I 




V 


( 


hay c 


J 


1-73.3-373 

~ 5 _ 




V 


) 


J 
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• Hướng thứ 1: Để tìm tọa độ điểm c thỏa mãnÀABC đều ta có thể gọi tọa độ 
C(m; n) và thiết lập hai phương trình 2 ẩn để giải —» phương trình thứ 1 là 
CH_LAB (khi đó ÀABC cân tại C) và phương trình thứ 2 là BC = AB (khi đó 
AABC đều) 

• Hướng thứ 2: Ta sẽ tìm cách tham số hóa điểm c theo một đường thẳng đã 
có (nhưng hiện tại chưa có đường thắng nào? ). Xét thấy có 3 đường thắng qua 
c là AC , BC và HC (H là trung điểm AB) —» DoAABC đều nên HC là trung 
trực của AB —» viết phương trình HC —» tham số hóa điểm c theo đường thẳng 
HC. (khi đó bạn AABC đã là tam giác cân tại C).Để AABC đều thì ta có BC = 
AB —> giải phương trình 1 ẩn tìm c. 

Ở đây tác giả trình bày bằng cả hai cách để bạn đọc tiện so sánh. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* 


9 > „ __ 9 _ 

Gọi C(m; n) là tọa độ điêm cân tìm và H là trung điêm AB=Ỉ> H 


^1,3^ 

v2 ; 2 y 


* AABC đều => -I 


HC.AB = 0 
BC 2 = ẢB 2 


(*) với 


AB = (- 3;1) 


BC = (m+l;n-2) 


í 


HC = 


1 


\ 


V 2 2 ) 


í 


* Do đó (*) ị 


-3 


n Ẩ 3\ 


m - 


— +1 n — — 

V 2 ) \ 2 ) 

(m + \) 2 +(n-2) 2 =10 
n = 3m 

2m 2 — 2m -1 = 0 




= 0 




n = 3 m 

2 /_ _x2 


(m + 1) +(3m-2) =10 


1 + V3 . 3 + 3V3 

m — --— =>n = --— 


Suy ra 


2 2 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. 


1-^3 . 3 - 3^3 

m — --— =>n = --— 


Q 


í 


V 


1 + V3 3 + 3V3 

" z 5 I " 




hay c 




í 


V 


1-^ 3-3 dĩ 

T 5 I 






► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi H là trung điểm AB=> H 


ÍỈ.2Ì 

22 


V 


. Do AABC => HC 1 AB 


J 


Í12 
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ì k 


HC qua H 


U ; 2y 


và nhận AB = (—3; 1) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 



í 0 


í 33 

3 

X — -- 

+ 1 

y~- 


l 2 J 


V 2 J 


= 0 <=> HC : 3x - y = 0 


* 

* 


Ta có c e HC => C(c; 3c) và BC = (c + l;3c-2) 

AABC đều 

=>5C 2 =AB 2 (c +1) 2 + (3c-2) 2 = ÌOo2c 2 -2c-l = Ooc = ] ^y[ 






(l + y/3 3 + 3^) 

2 ’ 2 
V z z y 


/ỉạy C 2 


f 1-73 3-3731 

2 ’ 2 
V z z ) 



Câu 14: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC có tọa độ đỉnh 
A(-2; 3), B(5; 2), C(-l; 0). Chứng 
minh tam giác ABC là tam giác 
vuông và tìm điểm M thuộc tia Ox 
sao cho tam giác AMB vuông tại M. A 

(ĐS: M(4;0)) 

■ CÁCH l:Vẽ hình phác thảo 
không kèm hệ trục tọa độ. 

■ Phân tích tìm lời giải: 

• Để chứng tỏ AABC vuông thì ta có 1 
tra hoặc chỉ ra trong các tích vô huớng giữa các vécto AB, AC, BC đê xác định. 

• Do đề bài gợi ý M thuộc tia Ox^tham số hóa điểm M theo tia Ox^l ẩn nên 
cần 1 phương trình? 




• AAMB ± M => MA.MB = 0 —» giải phương trình tìm được tọa độ điểm M. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 




AB- 

= (7;-i) 


AB.AC-- 

* 

Ta có < 

CB 

= (6;2) 

.Xét < 

AB.CB = 



AC 

< 

= (i;-3) 


CB.AC 


=>AABC vuông tại C 

(đpcm) 

* 

Ta có: M e tia Ox => 

M(m; 0) (m > 0) 

* 

AAMB 

_L M 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


AM.BM = 0 <=> (/72 + 2)(/72-5) + 3.2 = 0 <=> m -3/72-4 = 0 


/72 = — 1 

/72 = 4 


* Do M thuộc tia Ox nên ta nhận m = 4 =>M(4; 0) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm /à:M(4; 0) 


■ CÁCH 2: Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ. 

■ Phân tích tìm IM giải: 

• Khi vừa đưa tọa độ của các điểm A, B, c lên hình vẽ ta phát hiệnAABC 
vuông tại c — > chỉ cần xét tích vô hướng giữa hai véctơ BC và AC để suy ra 
điều phải chứng minh. 

• Nhận xét AABC và AAMB đều cùng nhận AB làm đường kính => M thuộc 
đường tròn đường kính AB 

• Viết phương trình đường tròn (C) có tâm I là trung điểm AB và bán kính 
IA —» M = (C)nOx 

► Hướng dẫn giải cách 2: 


AB = ( 7;-l) 


* Ta có < 


CB = (6; 2) . 


AC - (1; —3) 


Xét CB.AC = 6 — 6 = 0 => AC _L BC =>AABC vuông tại c (đpcm) 


* Gọi I là trung điểm AB => I 


U ; 2 J 


và AB = 5^/2 


* Ta có M và c cùng nhìn AB dưới một góc vuông =ỉ> M thuộc đường tròn đường 
kính AB =>Tọa độ M là nghiệm của hệ: 


í 3^1 


X — 


V 


( 


+ 


2 ; 


\ 


y 




2j 


25 
2 


T = 0 


(„ 3^ 

X — 

V 


r r- 


2 ; 

T = 0 


25 

4 <=> i 


X = 4 

X = -1 

T = 0 


Do M e Ox nên X >0=> X = 4, y = 0 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. M(4; 0) 


LM bình: Có thể thấy việc đưa các điểm lên hệ trục tọa độ đã góp phần định 
hướng nhanh cho lời giải của ta, trong một số bài toán tình huống cụ thế ta nên 
vẽ hình kèm hệ trục đế có những đánh giá chính xác nhất. 


Ỉ44 
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Câu 15:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trung điểm các cạnh 
AB, BC, CA lần lượt là M (-1; -1), N (1; 9), p (9; 1). Xác định tọa độ I là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


(ĐS: I 


) 


r l_T 

b ; 3j 

■ Phân tích tìm lòi giải: 

• Một trong những cách đế xác định tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác là dựng 
các đường trung trực của tam giác, trong bài toán này với ta hoàn toàn có thế 
giải theo hướng đi trên vì xét thấy đường trung trực của BC-LMP và trung trực 
qua N (tương tự với các đường còn lại). 

• Quan sát kĩ hơn tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC lại chính là trực tâm 
của tam giác MNP (do IN_L MP, IP _L MN) —»ta có thể chuyển bài toán xác định 
tâm ngoại tiếp tam giác quay về việc xác định trực tâm của tam giác^tương tự 
như việc ta lập 2 phương trình đường cao. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi divà d 2 lần lượt là đường trung 
trực của BC và AC. 

* Do M, p lần lượt là trung điểm AB, 

AC M( ' ; 

=> MP là đường trung bình củaAABC 
Suy ra MP // BC => di_L MP 


* di quaN(l; 9) nhận MP = (10; 2) làm B 
véctơ pháp tuyến có dạng là: 


5(x — l) + l(y — 9) = 0 <=> d l :5x + y —14 = 



* Tương tự ta có d 2 qua P(9; 1) nhận MN = (2; 10) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


(x — 9) + 5(y — 1) = 0 d 2 : X + 5y —14 = 0 


* Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC => I = di n d 2 
Tọa độ I là nghiệm của hệ: 


5x + y-14 = 0 
X + 5y -14 = 0 





Vậy tọa độ điêm cân tìm là'. I —; — 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Câu 16: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có M(-l; 1) là trung 
điểm của một cạnh của tam giác, phương trình đường thẳng chứa hai cạnh còn 
lại của AABC lần lượt là: X + y - 2 = 0 và 2x + 6y + 3 = 0. Xác định tọa độ các 
đỉnh của tam giác. 


(ĐS: A 


f ỉ 7) J-9 n J 15 -7^1 
u 4) u 4 ) u 4 ) 


) 


Phân tích tìm lời giải: 

• Do đề bài chưa xác định được 
chính xác phương trình các cạnh 
của tam giác và điểm M đang 
thuộc trên cạnh nào —» Ta bắt buộc 
phải kiểm tra vị trí tương đối giữa 
điểm M với những đường thẳng đó. 



—» Cụ thể ta sẽ thay tọa độ của điểm M vào cả hai đường trên và rút ra được 
nhận xét M không thuộc cả 2 đường thăng trên 

• Do vai trò của các điểm A, B, c là như nhau nên ta có thể giả sử điểm M là 
trung điểm cạnh AB và đường thẳng AC: X + y - 2 = 0, BC: 2x + 6y + 3 = 0. 

• Đen đây ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm c do c = AC n BC. 

• Đe tìm tọa độ điểm A (hoặc B) ta có thể tham số hóa điểm A theo đường AC 
và dùng công thức trung điếm của M đế biểu thị B theo tọa độ của A. 

• Cuối cùng ta cho điểm B thuộc đường thẳng BC —» giải tìm B và suy ra A. 
Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Nhận xét điểm M không thuộc hai đường thẳng trên và do vai trò của các điểm 

M <eAB 

A, B, c là như nhau nên ta giả sử: < AC :x + y — 2 = 0 

BC : 2x + 6 y + 3 = 0 

* Ta có c = AC n BC => Tọa độ c là nghiệm của hệ 

15 

x + y — 2 = 0 \ x 


<=>< 



2x + 6 y + 3 — 0 


* Ta có A G AC: x + y- 2 = 0=> A(a; 2 - a). Do M là trung điểm AB nên ta có: 


X A X B r ^ X M 

1 „ <=>1 

X B = 2x m —x a = — 2 — a 

—' 


Bị— 2 — a\a) 

yA yB ~ M 

Ts - 2 Tm y A ~ a 



* Măt khác B G BC: 2x + 6y + 3 = 0 => 2(-2 - a) + 6a + 3 = 0 
516 
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A 


(l.D 

4 ’ 4 


=> a — — => < 


V 


J 


B 


f-9 n 


V 


4 ’ 4 


J 


, ^ 1 / 

tọa độ điêm cân tìm là: A —; — 



Câu 17:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trực tâm H(-l; 4), tâm 
đường tròn ngoại tiếp I(-3; 0) và trung điểm cạnh BC là điểm M(0;-3). Xác 
định tọa độ các đỉnh của tam giác ABC. 


(ĐS: A(-7;10),B(-7;-10),C(7;4)hayA(-7;10),B(7;4),C(-7;-l0)) 

■ Phân tích tìm lời giải: 

•Bài toán này sẽ không còn quá khó 
khăn cho bạn đọc nếu biết cách áp dụng 
các bổ đề về quan hệ của những điểm 
đặc biệt trong tam giác. Cụ thể trong 
bài này chúng ta sẽ tính nhanh ra tọa độ 

điểm A dựa trên đẳng thức AH = 2 IM 
và cùng với đó là nhận xét ta hoàn toàn 
có thể viết được phương trình BC (do 
BC qua M và BC _L MI) việc viết được 
phương trình BC phục vụ cho việc tìm 
tọa độ điểm B và C. 

Đen đây ta có hai hướng đi cho bài toán này: 

• Hướng thứ 1: Ta sẽ lập phương trình đường tròn ẩn mình (C) có tâm I bán kính 
IA ngoại tiếp AABC. Khi đó B và c là giao điểm giữa BC và đường tròn (C) 

• Hướng thứ 2: Ta sẽ tham hóa điểm B theo đường BC (và cần hiểu rằng việc 
tìm được tọa độ điểm B cũng xem như tìm được tọa độ điểm C do đã có M là 
trung điểm BC) —» 1 ẩn nên cần 1 phương trình —» Ở đây đó chính là phương 
trình IA = IB. 

Trong bài toán này, xỉn được trình bày theo hướng thứ 1. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có tính chất AH = 2 IM (việc chứng minh bổ đề mời bạn đọc xem lại 
chương 1 ) 



1 —\ — x Ă — 2.3 

1 > 

1 

II 

H 

V_ 


A 

=> 

1 

o 

4 - y A = 2. (-3) 1 

b,=io 



và IẨ- =116 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Ta có BC qua M(0; -3) và nhận IM = (1;—1) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


BC : l(x - 0) - ì(y + 3) = 0 BC:x-y -3 = 0 


* Ta có B, c là giao điểm giữa BC và đường tròn (C) có tâm I(-3; 0) và bán kính 
IA nên tọa độ B, c thỏa hệ phương trình: 

0 + 3) 2 +/=116 
x—y —3 =0 


(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc!) 


Suy ra 


X = -7 => y = -10 
X = 7 => y - 4 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. 


5(-7;-10),C(7;4) 

5(7;4),C(-7;-10) 


X(-7;10),5(-7;-10),C(7;4)/ỉạyX(-7;10),5(7;4),C(-7;-10) 


9 _ 

Câu 18:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trọng tâm 


G 


r l_M 

U ; 3y 


và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là 1(2; 1), phương trình đường 
thẳng chứa cạnh AB: X - y + 1 = 0. Xác định tọa độ các đỉnh các tam giác ABC 
biết B có hoành độ lớn hơn hoành độ của điểm A. 


(ĐS: ^(-1;0),5(3;4),C(5;0)) 


■ Phân tích tìm lòi giải: 

• Đe bài đã gợi ý các điểm đặc 
điểm biệt “trọng tâm G, tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC”—» Gọi thêm trực tâm H 
củaÀABC—»do 

IH = 3/ơ ->tìm được tọa độ 
điểm H. 

• Dấu hiệu tiếp theo là ta dựa 
vào cách dựng tâm I 

—» giao điểm của những đường trung trực —> gọi N là trung diêm AB và viêt 
phương trình đường trung trực của AB —» N = AB n trung trực AB. 

• Vận dụng tính chất của trọng tâm G—» CG = 2 GN —»tìm được tọa độ đỉnh c 

• Đến đây ta chỉ cần xét AB trong sự tương giao giữa đường tròn (C) có tâm I, 
bán kính IC và đường thẳng AB^giải hệ tìm được tọa độ A và B. 

► Hướng dẫn giải: 

Í18 
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* Gọi H là trực tâm củaAABC. Ta có : IH = 3 IG => H( 3; 2) 


* Gọi N là trung điểm cạnh AB và d là trung trực của đoạn AB => d qua N và I. 
Ta có: d ± AB: x-y + 1 = 0 =>í/ :x + y + m = 0. (d) qua 1(2 ;1) => m = - 3 


Vậy d : x + y-3 = 0 


* Lại có N = d n AB => Tọa độ M là nghiệm của hệ 


x + y-3 — 0 
x—y+l —0 





* Mặt khác, do G là trọng tâmAABC => GC — 2NG => C(5; 0) và /c = Vĩõ 


* Ta có A, B là giao điểm giữa đuờng thẳng AB và đuờng tròn (C) có tâm 1(2; 1) 
bán kính IC — Vĩõ =>tọa độ A và B thỏa hệ: 

(x-2) 2 +(y-ì) 2 = 10^ . 
x — y + ì — 0 

X — —ĩ,y — 0 


(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc!) 




X = 3 ,y = 4 


do X A <X B nên ta nhận Ẩ(— 1;0), B( 3; 4) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. A(— 1; 0), B( 3; 4) 


Câu 19: Trong mặt phang tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ các đỉnh B(7; -1), 
C(—1; 5). Đuờng tròn nội tiếp AABC tiếp xúc với các cạnh AB và AC lần luợt tại E 
và F. Xác định tọa độ đỉnh A biết phương trình đường thẳng EF: 3x + 4y - 10 = 0 và 
E có hoành độ nguyên. 

(31 193 


(ĐS: A 


V 


8 ’ 6 


) 


) 



Phân tích tìm IM giải: 
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_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


• Một phát hiện khá là bât ngờ và dường như quyêt định đên việc giải bài toán 
này đó chính là BC // EF. Điều này dẫn đến việc AABC mà đề cho chính là A 
cân tại A. 

• Với phát hiện trên, nếu gọi M là trung điểm BC —> AM _L BC —» AM chính là 
phân giác trong của góc A —» vừa đi qua tâm nội tiếp I và qua đỉnh A cần tìm. 

• Giờ đây ta chỉ cần lập thêm 1 đường thẳng đi qua A nữa —» là có thể tìm được 
tọa độ điểm A —» vậy đó là đường thẳng nào? —> xét thấy đó chính là AB hoặc 
AC. (do vai trò của 2 đường là nhu nhau nên ta chọn lập đường AB) 

• Đe lập phương trình đường AB (xem lại chủ đề 2: “cách lập phương trình 
đường thẳng”) thì ta lại có 2 hướng để đi. Do AB đã qua B(7; -1) nên ta tìm 
thêm 1 điểm nữa —> điểm đó chính là E —» thông qua tính chất của tâm đường 
tròn nội tiếp tam giác ABC —» BE = BM 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có BC = (- 8 ; 6 ) => BC // EF do đó AABC cân tại A. Gọi M là trung điểm BC 


* 


M(3;2) 


Đường thẳng AM qua M(3; 2) và nhận BC = (— 8 ; 6) làm véctơ pháp tuyến có 
dạng là: — 8 (x — 3) + 6 (y — 2) = 0 <=> AM : 4x — 3y — 6 = 0 

* Mặt khác do đường tròn nội tiếp AABC tiếp xúc với 3 cạnh AB, AC, BC lần 
lượt tại E, F, M nên ta suy ra BE = BM(*). Ta có E G EF: 3x + 4y - 10 = 0 

\4-3e~\ 


E 


0 

1 

, ( 

e\ 

và BE = 

l 4 J 

V 


e-7: 




Do đó (*) <=> (e - 7 ) 2 + 


Íì4-3e'\ 


V 


= 25 <=> 


) 


e = ĨO 

58 • 
e — 


25 


Do e e z nên ta nhận e = 10 => E(10; -5) 

* Đường thẳng BE qua B(7; -1) và nhận BE = (3;—4) làm véctơ chỉ phương có 

dạng là: = ^— 7 - AB : 4x + 3 V - 25 = 0 

3-4 


* Ta có A = AM n AB => Tọa độ A là nghiệm của hệ 

31 

4x + 3y - 25 = 0 ịx ~ 

4x — 3y -6 = 0 


Vậy tọa độ điêm cân tìm là: 
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■ Lời bình: Trong một số bài toán, có thể có những giả thiết ẩn mình đằng sau 
các giả thiết khác. Việc liên kết các giả thiết lại giúp ta phát hiện các yếu tố 
quan trọng trong việc giải bài toán. Các bạn cần lưu ý nhé. 



, D 

Câu 20: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC vuông tại A, gọi M 
là điểm trên cạnh AC sao cho AB = 

3AM, đường tròn tâm 1(1; -1) đường 
kính MC cắt BM tại D, phương trì nh 
đường thẳng CD: X - 3y - 6 = 0. Tìm 
tọa độ các đỉnh tam giác đã cho, biết 

(4 \ 

điểm E —; 0 thuộc đường thẳng BC 

ụ J A 

và c có hoành độ dương. 

(ĐS: ^(-2;-l),B(-2;2),C(3;-l)) 

■ Phân tích tìm IM giải: 

• Trong các tọa độ A, B, c thì tọa độ điểm c là có nhiều yếu tố để tìm ra nhất 
do xét thấy c có hoành độ dương (như một lời gợi ý ta hãy đi tìm C) và Ce CD. 

• Để tìm tọa độ c ta có thể xét c trong sự tương giao giữa các đường thẳng mà 
ở đây có thể kể đến như BC và AC —> Nhận xét nhanh ABCD chính là tứ giác 


nội tiếp và vì vậy góc ABM — ACD và cùng với quan hệ AB = 3AM ta có thể 
tính được góc của ABM —» xác lập công thức tìm véctơ pháp tuyến của AC. 

• Khi đó c = AC n CD —» Dựa vào tâm I —> tìm được tọa độ điểm M và đồng 
thời BC qua E và c —» viết phương trình BC. Do D e đường tròn đường kính 
MC nên BD _L CD và BD qua M — > viết phương trình BD —» B = BD n BC 

• Đen đây ta chỉ cần lập phương trình AB qua B và AB _L AC —» A = AB n AC 
► Hướng dẫn giải: 


* Nhận xét ABCD là tứ giác nội tiếp do BAC — BDC — 90° suy ra ABD — ACD . 
Ta có 


tan ABD = tan ACD = ^ = ị => cos ACD = - 1 _= ~y= 

AB 3 Ạ + (tmACD) 2 y ị0 

Gọi n — (a; b), ịa +b 2 >0) là véctơ pháp tuyến của đường thẳng AC. 

AC qua M(l; -1) có dạng: AC : a(x — l) + ố(^ + l) = 0 


* 


3 - —* 3 

Ta có: cosA CD = —f= <^>| cos(n;n CD ) 1= —ị= 


Vĩõ 


3 \a — 3b\ 3 

-7ĨÕ ^ Va 2 +& 2 s/ĨÕ = Viõ 


54 


131 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


a — 0 

Suy ra 8 a 2 + 6ab = 0 <w- —2b 

a =—— 
4 


Với a = —— , ta chọn b = -4 => a = 3. Khi đó AC : 3 X- 4y - 7 = 0 

Ta có c = AC n CD => Tọa độ c là nghiệm của hệ 

-3 

5 _ 

_ => 

-11 

5 

(Loại vì c có hoành độ dương) 

Với a = 0, ta chọn b = 1 => AC : y +1 = 0 

Ta có c = AC n CD Tọa độ c là nghiệm của hệ 

.. ' II 

X-3y- 6 = 0 [y = -l L—-— 

í 5 \ . 

* Khi đó BC qua C(3; -1) và nhận EC = T - ; —1 làm véctơ chỉ phương có dạng là: 


BC : T-T = Z±1 <z> BC : 3x + 5 y - 4 = 0 
5-3 

* Do M là trung điểm MC => M(-l; -1). 

Lại có BM _L CD: x-3y-6 = 0^> BM: 3x + y + m = 0. 

BM qua M(-l; -1) => m = 4. Vậy BM : 3x + y + 4 = 0 

Ta có B = BM n BC => Tọa độ B là nghiệm của hệ: 

3x + 5y - 4 = 0 [x = —2 [—7 71 

ị ^ <=> -1 ^ B (—2; 2) 

3x + 4j + 4 = 0 [y = 2 I v — } \ 

* Do AC _L AB => AB: X + n = 0, AB qua B(-2; 2) => n = 2. Vậy AB: X + 2 = 0 

* A = AB n AC => Tọa độ A là nghiệm của hệ 

x + 2 = 0 [ X = -2 Ị ——— —771 

ị “ > "=> ^(- 2 ;-l) 

Ịy + 1 = 0 \y = -ì v tẰ 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: A (—2;—l), B (—2; 2), c (3; -l) 


Câu 21:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD cạnh AC có phương 
trình là: X + ly — 31 = 0, hai đỉnh B, D lần lượt thuộc các đường thẳng 
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d x : X + y — 8 = 0, d 2 :x — 2y + 3 — 0. Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi biết rằng 
diện tích hình thoi bằng 75 và đỉnh A có hoành độ âm. 

(ĐS: A (-11; 6), B (0; 8), C(10; 3), £>(-1; 1)) 

► Hướng dẫn giải: 

* B Gdị=> B(b;S — b), D Gd 2 =>(2d— 3;d). 


* Khi đó BĐ — {—b + 2d — 3; b + d — 8) và trung điểm của BD là 
(b+2d-3 -b + d + 8^ 


/. 

2 ' 2 
* Theo tính chất hình thoi ta có : 


J 


\bd _l ac 

U ÀC .BD = 0 

\-Sb + ì3d -\3 = 0 í 



<^> « 

[IgAC 1 

/g^C 

-6b + 9d-9 = Q> 

L V 


b = 0 
d = 1 


Suy ra B( 0;8); £>(—1;1). 

v~2 ; 2 y 


* Khi đó I 


; Ả G AC => Ẩ(—7a + 31; a). 


s 


ABCD 


= \ac.bd =>AC = 2S fC° 

2 BD 


= 15^2 =>IA = 


15 

42 


( - . 63^1 
V 2 J 


í 


+ 


9^1 


ớ — 


V 




a = 3 
a = 6 


2J 

Ắ( 10; 3) (Ảím) 

^(-11; 6) 


225 


7 


<^> 


9} 


a — 


V 


2; 


9 

4 


Suy ra C(10;3). 



D 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


X N , = 2x / - X N = 4 

Ixv — 2.T/ — TV — —5 


Phương trình đường thẳng AB: 

4x + 3y - 1 = 0. 

* Khoảng cách từ I đến đường thắng 

4.2 + 3.1 —1| 


AB: d = 


= 2 


V4 2 +3 2 

AC = 2. BD nên AI = 2 BI, đặt BI = X, AI = 2x trong tam giác vuông ABI có: 


1 1 


1 


— suy ra X = v5 suy ra BI = v5 


í/ 2 X 2 4x 

* Điểm B là giao điểm của đường thẳng 4x + 3y - 1 = 0 với đường tròn tâm I bán 
kính 

Í4x + 3y— 1=0 

* Tọa độ B là nghiệm của hệ: s 

1(x-2) 2 + (j-1) 2 =5 

B có hoành độ dương nên B( 1; -1) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. B (l;—l) 


Câu 23: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (7): 

X 2 + y 2 — 2x + 4y — 8 = 0 và điểm M(7; 7) . 

Chứng minh rằng từ M kẻ đến (7) được hai tiếp tuyến MẢ, MB vói A, B là các tiếp 

? r 


diêm. Tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiêp tam giác MAB. 


(ĐS: K( 3;1)) 


► Hướng dẫn giải: 

* (r)^(x-l) 2 +0 + 2) 2 =13 

=> I(Ì;-2);R = VĨ3 
Ta có: ĨM(6; 9) =^> IM = VĨTỹ > VĨ3 > 

Suy ra điểm M nằm ngoài (T). 

* Vậy từ M kẻ đến (T) được 2 tiếp tuyến.. Gọi K — Mỉ C\ AmB 
Ta có MA = MB, ỈA = ỈB ^ MI là đường trung trực của AB 

* Suy ra KA = KB => ZKAB = ZKBA = ZKAM = ZKBM 
Do đó K là tâm đường tròn nội tiếp tam giác MAB. 

X = 1 + 2 1 

, „ (tsR) 
y = -2+ĩt 



Phương trình tham SÔM7: < 


Ỉẵ4 
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Khi đó, MI n (T) tại Ki(3; 1) và K 2 (-8;-12) 

Ta có AK X < AK 2 . Vậy K = K x , tức là K(3;l) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. K{ 3; 1) 


Câu 24: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho cho tam giác ABC có AB = v5, 
C(— 1; — 1), đường thẳng AB có phương trình là X + 2y — 3 = 0 và trọng tâm G 
của tam giác ABC thuộc đường thẳng A: x + y —2 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh 
A và B. 

í í 3^ í í 3Y 

(ĐS: A 4;~ ,B 6;-2 hay B 4;~ ,A 6 ;~ ) 

V 2 J V 2 J V 2 J V 2 J 


► Hướng dẫn giải: 

* Gọi /(x; y) là trung điểm của đoạn AB và ơ(x G ; y G ) là trọng tâm của AABC. 

^ —; 2 — 2x -1 2 V — 1 

Do CG = —CI nên X G = — —— ; y G = J . 

* Tọa độ điểm I thỏa mãn hệ phương trình: 

X + 2y — 3 = 0 f—5 

<2x-l2y-l , n <=>i ~ .Vậy/(5;-l) 

—— + — -2 = 0 y = -1 

3 3 L 


Ta có IA = IB = 


AB__45_ 


Gọi (C) là đường tròn có tâm /(5; —1) và bán kính 

n 75 

/ S~1\ / r-\2 / . 1 \ 2 ^ 


R = 


(C): (x - 5) + (t +1) =-Ị. 


_ ? 

* Tọa độ hai điêm y4, B là nghiệm của hệ phương trình: 


X + 2y — 3 = 0 


5 <=> 


X = 4 


1 V 


(x-5) +(y + 1) = y = ~ 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. 

—( TS ĩ 7 TY 7 3 

Y 4;-^ ,B 6;-3 hãy B 4;-j- ,A 6;-^- 
V 2 \ 2 V 2 \ 2 
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Câu 25: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các điểm A(l;0), B(—2;4), 

c(-l;4), D(3;5) và đường thẳng d:3x-y — 5 = 0. Tìm điểm M trên d sao 
cho hai tam giác MAB, MCD có diện tích bằng nhau. 


(\\ 273 

(ĐS: M, ,M 2 (8;19)) 

\IZ 1 z J 


► Hướng dẫn giải: 

* M thuộc d thi M(a;3a-5 ) 

* Mặt khác: AB = (—3; 4) => AB — 5 ,(AB) : — — = ^<=>4x + 3y — 4 = 0 

^ CD = (4;1) ^ C£> = VĨ7;(CD): ^ = ^22 ^ x-4y-17 = 0 

4a + 3(3ứ-5)-4 |l3ớ-19| 

* h ỉ =(M,ẢB) = - 

ịa — 4(3ữ — 5) —17 |3 —llữ| 

hl = s/ĩĩ VĨ7 

* Neu diện tích hai tam giác giác bằng nhau nên: 

1 1 _ 5.|l3ữ-19| Zvĩ. 3 — 1 la| 

<^)-ABA = 2 CD.h 2 <=> —L-l- 1 = 2- - 1 

2 1 2 2 5 VĨ7 

"I3fl-19 = 3-llfl a = lị 

<=> <=>12 

13ứ -19 = llơ - 3 o 

L |_a = 8 

f 11 27^1 

Kậy tọa độ điểm cần tìm là: Mj 22; - 22- , M 2 (8; 19) 

yl2 12y 


Câu 26: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có phưong trình 
đường thẳng AB và BD lần lượt là X - 2y + 1 = 0, X - 7y + 14 = 0, đường thẳng 
AC đi qua M(2; 1). Tìm toạ độ các đỉnh của hình chữ nhật 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

, __, íx-2y + l = 0 ( 21 13^1 

* De nhận thấy B là giao của BD với AB cós _ _ ^ => -ổ —; —- 

v-7y + 14 = 0 {5 5) 

Đường thẳng (BC) qua B(7;3) và vuông góc với (AB) cho nên có véc tơ chỉ phương: 


Jế6 










Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn -ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


= ( 1 ; -2 )=>(£<:): 


21 

X — ———h t 

5 

13 

y = - 2t 

5 


* Ta có :□ (AC,BD) = nBIC = 2UABD = 2(p = 2n ( AB,BD ) 
(AB) có Tị — (l;-2) , (BD) có 


— /, „x 11,./? 

n 2 =(!;-/] =^> cos^>= pAp 


n, n 2 


1 + 14 15 _ 3 

V5 V5Õ - 5VĨÕ - Vĩõ 


Gọi (AC) c ỏn = (a,b) 


cos(AC,BD) = cos2ạ>= 


i-7b| 


' 2 , / 2 

ũ -y b 


= 2cos 0-1 = 2 — -1 = — 

ĩ -Ể /A ^ 


Do đó : 5|a —7ố| = 4^50 V^ 2 + ồ 2 

<=> (ứ - 7ố) 2 = 32 [a 2 + b 2 ) <=> 3 la 2 + 14ab --1 lb 2 = 0 

ứ = — => ( AC ): -■^■(x-2) + (j-l) = 0 <^> 17x 

ứ! = ồ => (ác) : X — 2 + y — 1 = 0<=>X + V -3-0 


- 3 ly - 3 = 


(14 5 

* (AC) cắt (BC) tại c c —7- \ -- 

13 3 


X — 2 V + 1—0 X = 7 

(AC) cắt (AB) tại A : <=> ị <^>J A{l‘,À) 

X - V -3 = 0 ly -4 


> _ 

(AD) vuông góc với (AB) đông thời qua A(7;4) suy ra (AD) : 


X — 7 +1 


y = A-2t 


X = 7 + t 


7 _ (98 46 

(AD) cắt (BD) tại D : < y = 4 — 2t => t = Ỵ- => D ; —J 

15 115 15 

x-ly + 14 = 0 

Trường hợp (AC): 17x-31y-3 = 0. các em làm tương tự . 
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Câu 27: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, đường tròn (C): X 2 + y 2 - 4x - 2y — 1 = 0 và 
đường thẳng d: x + y +1 = 0. Tìm những điểm M thuộc đường thẳng d sao cho 

từ điểm M kẻ được đến (C) hai tiếp tuyến hợp với nhau góc 90° 

(Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* M thuộc d suy ra M(t; - 1 -1) 

Nếu 2 tiếp tuyến vuông góc với nhau thì MAIB là hình vuông (A, B là 2 tiếp điểm). 

Do đó AB=MI= LaV2=rV2= Vón/ 2 = 2Vã. 

* Ta có: MI = yj(2 — t) 2 +(2 + í) 2 =4ĩt 2 +ỉ = 2^ 

t - -y/ĩ —» M x í-yỊĨ; \Í2 - lì 

Do đó : 2r + 8 = 12 <=> í 2 — 2<y> 

t = y/ĩ H>M 2 (V2;-V2-1Ì 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi d' là đường thẳng qua M có hệ số góc k 
Suy ra d' có phương trình : y = k(x — t) — t — \ hay kx — y — kt — t — \ = 0 

, . , _, 1X _ \2k-kt-t-2 Ị- 

* Nếu d' là tiếp tuyến của (C) kẻ từ M thì d(I;d')=R => -- , -= V6 

yi + k 2 

[(2- t)k — t — 2ị =6^1 + k 2 ^ 

<^[t 2 -At-2)k 2 +2{t + 2)(2-t)k + [t 2 +At-2) = 0 

* Từ giả thiết ta có điều kiện : 

t 2 -4t-2^0 

<?>\/S' = (4-t 2 )-(t 2 -2-4t)(t 2 -2 + 4t)>0 

t 2 +4t-2 _ 
j 2 -4t-2~ 

t ^ 2 ± Vó ị \ 

yy < A' = í 2 (l9-í 2 )>0=>í = +V 2 => < 1 2 V 2 => kị ; k 2 •£=> M 

í 2 — 2 TTi ~ — 1 


Ỉẵ8 
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Câu 28: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E) : X 2 + 4y 2 - 4 = 0 .Tìm những 
điểm N trên elip (E) sao cho : F X NF 2 =60° (Fi, F 2 là hai tiêu điểm của elip (E)) 


(ĐS: N x 


- 4 V 2 1 


— w 

~ 5 ^ 5 iV 2 

3 3 


- 4 V 2 0 ,r í 4%/2 1 


,N 3 —P;-- ,N 4 -P;- ) 
3 3 3 3 3 4 3 3 


4^2 1 


► Hướng dẫn giải: 

* ^- + y 2 =l=>a 2 =4,ò 2 =1<->C 2 =3^-c = V 3 


x o 2+4 To 2 = 4 


Gọi N(x 0 ;y ữ )s(E) 


V 3 


MF X =2 + yyx 0 ;MF 2 -2 


V3 


f x f 2 = 2 Vã 


* Xét tam giác F X MF 2 theo hệ thức hàm số cos : 
(F x F 2 Ỵ = MF; 1 + MF 2 - 2MF x MF 2 cos6(f 


«(2V3) 2 =Í2 + ^* 0 ìV 

V 2 ) V 


x 0 + ^~~T~ x ữ -2 + 


3 , ( A 3 ,1 9 9 

<=> 12 = 8 + ^Xn — 4 —— Xn <=> — Xn 
2 0 4 0 4 0 


= 8 <=> Xo = 


, 1 J ” =_ 3 

„ 1 

[* 3 

Kậy độ điêm cân tìm là'. 

_ ( -4 Jĩ ì'] (-4\Ỉ2 11 

1 jy _2X± ; i jy 

1V 1 * 5 - 5 1 v 2 ^ 1v 3 

3 3 3 3 


4 V 2 . 0 A 2 Í 4 V2.1 

—-—:— _/V —-—: — 

3 3 3 3 


Câu 29:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC với Ả( 1; -2), đường cao 
CH :x — y +1 = 0, phân giác trong BN: 2x + y + 5 = 0 .Tìm toạ độ các đỉnh 

B,c và tính diện tích tam giác ABC 

(Bài tập tự luyện) 
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► Hướng dẫn giải: 

* Đường (AB) qua A(1 ;-2) và vuông góc với (CH) suy ra (AB): 

x = \ + t 

(AB) cắt (BN) tại B: <=> < y = —2 — í —> t = — 5 

2x + + 5 = 0 


X — 1 +1 

y = -2-t 


Do đó B(^;3).Ta có : k AB = —ỉ, k BN = —2 => tan (Ọ = 


-1 + 2 _ 1 
1 + 2 _ 3 


Gọi A' đối xứng với A qua phân giác (BN) thì A' nằm trên (AB). Khi đó A' nằm 

X = 1 + 2 1 

trên d vuông góc với (BN) => d : < 

y = -2 + t 
x = \ + 2t 

* d cắt (BN) tại H : => H :ịy =-2+ t -W = -l<=>tf(-l;-3) . 

2x + y + 5 = 0 

A' đối xứng với A qua H suy ra A'(-3;-4). (BC) qua B,A' suy ra : » = (l;-7) 




X = -4 +1 
y = 3-7t 


. (BC) cắt (CH) tại c 


X = -4 + t 

’ „ ^ 3 13 9 

=>íy = 3-7í —>t = --oC — 

4 1 4 4 

X - y +1 = 0 


* Ta có : 


AB = 2^5 

h{c ’ AB)= ỈJĩ 


S ABC = 1 ^(C, ẢB) = ị.2jĩAj= = 


9 Vĩõ 


Câu 30:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC biết A(l;-1) ,B(2;1), diện 

„ , , i 11 A . ' A 

tích băng — và trọng tâm G thuộc đường thăng d : 3x + y- 4 = 0. Tìm tọa độ 

3 


đỉnh c? 


(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 
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* 


Nếu G thuộc d thì G(t;4-3t). Gọi C( x 0 ; y 0 ). Theo tính chất trọng tâm : 

1 + 2 + Xn 


t = 


4-3 1 = 


<^> < 


To 


x 0 =3t — 3 
y 0 =l2-9t 


* Do đó C(3t-3;12-9t). 


AB = ( 1;2) 


Mặt khác, d(C,AB)= 


(AB):T-l = Z4l^2x-y-3 = 0 
12 

AB = 4ĩ+2 2 = 4Ĩ 

|2(3í-3)-(12-9í)-3|_|15í-21| 


45 


4Ĩ 


s,„ = 


ABC 


ị AB.h ịc, AB) => s = ị 4s \ l5t 2l \ 
2 y ’ 2 45 


15f-2l| 11 , . 

—U^<=> 15Í-21 =11 




32 

15 


t = 


20 

15 


<=> 


32 ÍÌ7 26^1 

t — —7 —» c = - 7 -;-- 7 - 

15 V 5 5 J 

Í = |->C(1;0) 


Câu 31:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, hãy xác định tọa độ các đỉnh của tam giác 
ABC vuông cân tại A. Biết rằng cạnh huyền nằm trên d: X + 7y - 31 =0, điểm 
N(7;7) thuộc đường thẳng AC, điểm M(2;-3) thuộc AB và nằm ngoài đoạn AB 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

* GọiA (x 0 ;y 0 )=>A£4 = (x ữ -2;y 0 +3),NA = (x 0 -7;y 0 -7). 

Do A là đỉnh của tam giác vuông cân cho nên AM vuông góc với AN hay ta có: 
MA.NA = 0 <=> (x 0 - 2)(x 0 - 7) + (y 0 + 3)(y 0 - 7) = 0 


<=> 4 +y 2 0 - 9x 0 - 4y 0 -7 = 0 


* Do đó A nằm trên đường tròn (C): (x 0 - 3 ) 2 + (y 0 - 2 ) 2 = 20 

Đường tròn (C) cắt d tại 2 điểm B,c có tọa độ là nghiệm của hệ phương trình : 


54 


141 





































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát trìên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


<^> 


(x-3) 2 +(y-2 ) 2 =20 J* = 31-7y 

^ 1 _ \2 


<^> 


x + 7y-31 = 0 
X = 3 \ — ly 

50/-396^ + 768 = 0 


(28-7y) +(y-2) =20 


, 198 - 2 V 2 ÕĨ 99 -^õĩ 99 + V2ÕĨ 

* Do đó ta tìm được : y =-—--=- —3 -; y = — 


50 


25 


25 


x _, , . 82 + 7V2ÕĨ 82 - 7 x/ 2 ÕĨ 

tương ứng ta tìm được các giá trị của X : X =---: X =--- 


25 


25 


Vậy tọa độ điêm cân tìm là'. 
• •/ • • 




í 


V 


82+7V2ÕĨ 99-V2ÕĨ 

25 ’ 25 


\ 




hay A 


í 


V 


82-7V2ÕĨ 99 + V2ÕĨ 

25 ’ 25 


\ 




Câu 32:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): X 2 + y 2 - 6x + 2y - 15 = 
0. Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng d: 3x - 22y -6 = 0, sao cho từ điểm M 
kẻ được tới (C) hai tiếp tuyến MA, MB (A, B là các tiếp điểm) mà đường thẳng 
AB đi qua điểm c (0;1). 

(Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải: 

* (C) : (x - 3) 2 + (y +1) 2 = 25 , có 1(3;-l) và R=5. 

A (xj; y l ), B (x 2 ; y 2 ) là 2 tiếp điểm của 2 tiếp tuyến kẻ từ M. 

GọiM(x 0 ;j 0 )e<i=>3x 0 -22j; 0 -6 = 0(*) 

* Hai tiếp tuyến của (C) tại A,B có phương trình là : 

(x 1 -3)(x-3) + Ch+1)Ct + 1) = 25 ( 1 ) 

Và ^x 2 — 3 )^x — 3 ) + (v? + l)(v + 1 ) — 25 (2) 

* Để 2 tiếp tuyến trở thành 2 tiếp tuyến kẻ từ M thì 2 tiếp tuyến phải đi qua M 

( X 1 -3 )(x 0 - 3) + (Vi +l)(y 0 +l) = 25 ( 3 ) 

Và (x 2 -3)(x 0 -3) + (jp 2 +l)(vo + 1 ) -25 (4) 

* Từ (3) và (4) chứng tỏ (AB) có phương trình là : 

(x 0 -3)(x-3) + (>’ 0 +l)(j + l) = 25 ( 5 ) 

Theo giả thiết thì (AB) qua C(0;1) suy ra : 
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—3 (x 0 — 3) + 2 (j/ 0 +1^ — 25 <^> —3 xq + 2j/Q —14 — 0(6) 


Kết họp với (*) ta có hệ : 


3x 0 - 22y 0 -6 = 0 
-3x 0 + 2y 0 -14 = 0 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là'. M — - 7 -;—1 

3 


16 


-T-' 


Câu 33:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Cho hai điểm A(2 ; 1), B(- 1; - 3) và hai 
đường thắng di, dilần lượt có phương trình x + y + 3 =0;x-5y- 16 = 0. Tìm 
tọa độ các điểm C,D lần lượt thuộc di và d 2 sao cho tứ giác ABCD là hình bình 
hành. 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

* Trường họp : Nếu AB là một đường chéo 

^ ./1 ì _ , " _ Ẩ , J n 

Gọi I —;—1 , đường thăng qua I có hệ sô góc k suy rad: y = k X - — — 1 
2 / 2 / 


9 r t 

Đường thăng d căt dị tại c 


k-4 


( n x = ———— 

y = kx----\ 2[k + \) k -4 lk + 2 

<=>í V <=>í oC —77 . 

1 „ “ lk + 2 \2(k + ì) 2(k + l) 

1 2(* + l) 


y = k X--- —\ 

* Tương tự d cat d 2 tại B : < V 2 y 


[x-5y-16 = 0 

Từ đó suy ra tọa độ của B. Để ABCD là hình bình hành thì: AB = CD sẽ tìm 
được k 

Cách khác: Gọi C(t;— t — 3) thuộc dị, tìm B đối xứng với c qua I suy ra 
D(ì-t;t + ì) 

Đe thỏa mãn ABCD là hình bình hành thì D phải thuộc d 2 : 

„ % -10 613 7 ) 6101^1 

<=>l-í-5(í + l)-16 = 0=>í = -^vàD -=;-T vàC 

v ; 3 V 3 3 J V 3 3y 

* Trường hợp AB là một cạnh của hình bình hành . 


54 


143 








Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Chọn c (t;-t-3) thuộc dị và D (5m+16;m) thuộc d 2 . 

_ 2 .. í AC=BD 

Đe ABCD là hì nh bình hà nh thì: < _ 

AB //CD 

V 

* Ta có: 


Ậ2-tf +(t + 4) 2 = Ặ5m + llý +(m + 3) 2 
5 777 — t 16 777 + í + 3 

3 = 4 

(2 - 1) 2 + (í + 4) 2 = (5777 +17) 2 + (777 + 3) 2 
17/77 - 7/ + 55 = 0 

t 2 + 2t = 13777 2 + 88777 + 89 = 0 

<=><! 17777 + 55 

t = ——-- 

l 7 

Giải hệ này ta tìm đuợc m và t, thay vào tọa độ của c và D 



Câu 34: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đuờng thăng d:x + y- 3 = 0và2 điêm 
A(l; 1), B(-3; 4). Tìm tọa độ điểm M thuộc đuờng thẳng d sao cho khoảng cách 
từ M đến đường thẳng AB bằng 1. 

(Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải: 

* M thuộc d suy ra M(t;3-t). 

Đường thẳng (AB) qua A(l;l) và có véc to chỉ phương u — (4;-3) 
=>(^5):^i = ^y <=>3x + 4^-4 = 0 

3í + 4(3-f)-4 , _ [í = 3—>M(3;0) 

* Theo đâu bài: -—--= 1 <^> —/ -t- 8 = 5 <=^> \ 

5 1 [í = 13 h>M(13;-10) 

* Đường thẳng d' song song với (AB) có dạng: 3x+4y+m=0 . 

, , 3 + 4 + 777 

Nốu d' cách (AB) một khoảng bằng 1 thì h(A,d')=l <^>- - -= 1 

777 = -2 —» d ': 3x + 4y - 2 - 0 

=> , _ _ . _ Tìm giao của d' với d ta tìm được M . 

777 = -12 —» d ': 3x + 4y -12 = 0 
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Câu 35:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD có tâm 1(1 ;1) , điểm 
M(2;3) thuộc đường thẳng chứa cạnh AB và N(4;-l) thuộc cạnh CD . Biết độ 
dài AC = 2BD . Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

* Gọi E đối xứng với N qua I thì E thuộc AB và E(-2;3) 

Do đó AB có véc tơ ME — (—4; o) // u — (l; o) . 

Tương tự F đối xứng với M qua I thì F thuộc CD và F(0;-1). 
CD song song với véc tơ NF = (—4; o) // u = (l; o) 

* Từ AC=2BD suy ra IA=2IB . 

Xét tam giác vuông AIB có: 

ỈA 2 5ỈA 2 IA 2 4 

<=> —— = - 

5 


AB Z =IA Z +IB=IA Z = = - 

4 4 AB 2 5 

TA 2 , , _, _. 

Hay : = ự= = cos(AB;AC) (*). Từ ME = (l;0) => n AB = (0;—l) 


* Gọi AC có n AC = (a;b) thì do (*) 

ịo.a-bị 


cos(AB;AC) = -ĩ= = ■ = <^> 4 [a 2 + Ẵ> 2 ) = 5 b 2 <=> b 2 = 4 a 2 <^> 

v5 4a 2 +b 2 

r 

u \ỊA 1 _ A J_1 \ ^ ị TA 1 A 


ớ 2 +ò 2 

* Nêu b= - 2a thì véc tơ chỉ phương của BD là 
= (a;Z>) = (a;-2a)//Wj =(l;-2) 

X = 1 +1 


b — -2 a 
b — 2a 


* 


U BD = {a;o) = 

ị X — \ 

<^> (BD ): I 1 ^ (t eR) vầ đường thẳng (AC): 
l(x-1)- 2(y-ì) = 0 AC :x-2y+ 1 = 0 

Đường thẳng (AB) qua M(2;3) có u = (l; o) => (AB ): i (k e R) 

ự = 3 

Đường thẳng (CD) qua N(4;-l) có u = (l;0) => (CD): < (msR) 

ự = -l 

Đường thẳng (BD) cắt (AB) tại B suy ra B(0;3 ) và BD đồng thời cắt (AC) tại A 
suy ra A(5;3 ) 

Đường thẳng (CD) cắt (BD) tại D suy ra D(2;-l) và CD cắt (AC) tại c suy ra 
C(-3;-l) 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



► Hướng dẫn giải: 

* Do tam giác vuông ABC tại B và nội tiếp trong đường tròn (C) cho nên AC là 
đường kính , I (l;-2) là tâm của (C) và AC= 2 V 2 . 

Đường thẳng (AC) qua A(0;-2) // véc to IA = (l; 2 ) cho nên (AC): 

ĩy = l^2x-y-4 = 0. 

1 2 

(AC) cắt (C) tại c <=> ) (-^ ) suy ra C(0;—4) hay c(2;0). 

[2x-y-4 = 0 


Ta chọn c là (0;^1) ví C(2;0) trùng A 

* Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên AC thì H(t;2t-4) và BH=d(B;AC) 

1 _ 2 s 2.4 4 

S ABC = 4 A C.BH =»BH = = 44= = 4=. 

ABC 2 AC 2S s 


_ . \2a—b-4\ 

Gọi B(a;b) thì d(B; AC ) = - Ỵ =—- 

v5 

\2a-b-4 4 , [b-2a-S 

Do đó : - f= -= —ị= <^=> \2a — b — 4 —4 <=> (1) 

v5 v5 [ồ = 2a 

B nằm trên (C) suy ra : (ứ — l) 2 + [b + 2) 2 = 5 (2) 

Nếu b=2a-8 thay vào (2) 

/ . \ 2 / _ ,\2 _ _ 7 ũ — —— ^b — — 7 

+ (2ữ-6) = 5 <^>2c/ 2 -15c/ + 28 = 0<^> 2 

ũ — 2 — y b — 6 

Nếu b=2a thay vào (2): 

(2 = 0 —» b = 0 

•Cí> (ớ — l) 2 + (2ớ + 2] = 5 5ữ 2 + la = 0 -Cí> 7 14 

a = --—> b = — — 

L 5 5 

* J : Tìm tọa độ B còn có cách khác 
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Gọi B(a;b), do tam giác ABC vuông tại B cho nên AB _L CB <=> ABCB = 0 
ữị^ứ — 2)b (b4) — 0 ữ — 2ũ-\-b + 4b = 0. (1) 

Ket hợp với diện tích tam giác ABC bằng 4 

s = 4 = ỉ AB.BC ^ 8 = AB.BC <=> ^(a-2) 2 ~+b 2 ^Ịã 2 + (Z> + 4) 2 = 8 
2 


<=> 


(a-2) 2 +b 2 a 2 +(b + 4 ) 


Từ (1) và (2) ta cũng suy ra a và b 


= 64 (2) 


9 

Câu 37: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đuờng tròn (C): 


X 2 + y 2 —2x + 4y — 20 = 0 ,vầ đuờng thẳng d: 3x + 4y - 20 = 0. Chứng minh 


d tiếp xúc với (C), Tam giác ABC có đỉnh A thuộc (C), các đỉnh B và c thuộc 
d , trung điểm cạnh AB thuộc (C) . Tìm tọa độ các đỉnh A,B,C , biết trực tâm 
của tam giác ABC trùng với tâm của đường tròn (C) và điểm B có hoành độ 
dương 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

* (C): (x-l) 2 + (y+ 2) 2 = 25 => ỡ(l;—2);i? = 5 


Nhận xét: d(0;d)= 


3-8-20 


25 


= 5 = R . Chứng tỏ d tiếp xúc với (C). 


(1 + 3í -1) 2 + (-2 + 4í + 2) 2 = 25 25Í 2 = 25 


5 5 

* Gọi I là tiếp điểm của d với (C) , vì trực tâm tam giác trùng với tâm o cho nên 
AI vuông góc với d suy ra (AI) qua 0(1 ;-2) có phương trình : 

X = 1 + 3t 

y = -2 + 4t 

* AI cắt (C) tại A thỏa mãn : 

~t = -!=> A = (-2;-6) 
t = l=>A = (4;2) = I ' 

Đồng thời AI cắt d tại 1: 3(l+3t)+4(-2+4t)-20=0 suy ra t=l. 

X = 8 - 4 1 

y — —1 + 3 1 

* Neu K là trung điểm của AB thì OK là đường trung bình tam giác AIB suy ra 
IB = 20K. 

Hay: IB=2R=10.(1) 

Vì B thuộc d suy ra B(8-4t;-l+ 3t), với I(4;2) => BI = (4 1 — 4;3 — 3t ) 


_ 9 if 

Do đó I(4;2). Chú ý d chuyên sang tham sô thì d: < 


(*) 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Từ (1): 

(8-4/) 2 +(3-3í) 2 = 100 <=> 16(í-l) 2 +9(l-í) 2 = 100 <=> 25 (í 

2 — \ — t — — 1 B — (12;—'4) 

^(í-1) =4^ * 

v 7 _t-1 = 2 L í = 3->£ = (-4;3) 

Chọn B(12;^l) do giả thiết cho B có hoành độ dương . 

* Đường thẳng (CO) vuông góc với véc tơ 

ẨB = (-2; 14)// « = (l;-7) => (co) :x-7y-15 = 0 


-lì 2 =100 


X = 8 - 4í 


(CO) cắt d tại c thỏa mãn :< y — —ì + 3t o < y = — \ + 3t => c = ( 8 ;—l) 

X— 7y — 15 = 0 t = 0 


X = 8 - 4 1 


Câu 38:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chođiểm A (—1; 2) và đường thẳng 

(d) : x — 2y + 3 = 0 . Tìm trên đường thẳng (d) hai điểm B,c sao cho tam 
giác ABC vuông tại c và ẢC = 3BC. 

(Bài tập tự luyện) 


► Hướng dẫn giải: 

* Từ yêu cầu của bài toán ta suy ra c là hình chiếu vuông góc của A trên (d) 
Phương trình đường thẳng (A) qua A và vuông góc với (d) là: 2x + y + m = 0 

A (-1; 2) e (A) 2 + 2 + m = 0<^>m = 0 

* Suy ra: (à) : 2x + y = 0 . 

Tọa độ c là nghiệm của hệ phương trình: 


2 x + y = 0 
x-2y = -3 


y = Ế l 5 5) 

5 


Đặt B(2t -3; t) e (d), theo giả thiết ta có: AC -3BC <=> AC 2 -9BC 


r . - 16 

416 í 12V ( 6 V _ „ t -77 

<»-2-+ 4^-= 9 2 t-±f + t--2 ^>45t 2 -108t + 64 = 0^> Ị, 5 

25 25 V 5 J V 5 J t = 4 

3 


_16_ D ( 13 16 ] 4 f 14 

Với t = --=>B Với t = --=>B -2-;-- 

15 15 15 ì 3 3 3 
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1 15 15 J 

Câu 39:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): (x -1) 2 +{y + 3) 2 =9 và 
/á(-l;l),i?(2;—2) . Tìm tọa độ tìm c, D thuộc đường tròn(C) sao cho tứ giác 
ABCD là hình bình hành. 

(Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải: 

* (C) có tâm 1(1 ;-3) và bán kính R = 3. 

Dễ thấy A nằm ngoài (C) và B nằm trong (C). 

Ta có AB = (3; —3) => AB = 3 V 2 . Do CD // AB nên CD có vecto pháp tuyến 

lần — ( 1 ;— 1 ) 

Suy ra CD: X - y + m = 0 

* ABCD là hình bình hành nên CD = AB = 3 V 2 

^^fWỈ~fỉ?ĩ ■¥ 

4 + m 3 V 2 „ \m = -l 

o —=— = —<=> m + 4 - 3 <=> 

v2 2 m = - 7 


r _Ị_ 4 ^ 
v~3 ; 3 y 


Kậy tọa độ điêm cân tìm là'. 


* 


=> CD: X — y — 1 — 0 hoặc X - y - 7 = 0 
TH1:CD: X - y - 1 = 0 


Tọa độ c, D là nghiệm của hệ: 


Ị(x-l) 2 +(y + 3) 2 -9^f(x-l) 2 + (x + 2) 2 -9 
[x-y-l = 0 (y = x-l 


2x 2 + 2x — 4 = 0 íx = l 
{.y = x-\ b = 0 




=> C(1;0), D(-2;-3) hoặc C(-2;-3), D(1;0) 

* TH2:CD: X - y - 7 = 0 

Tọa độ c, D là nghiệm của hệ: 

J (X - 1) 2 + (y + 3) 2 = 9 J(x - 1) 2 +(x + 2) 2 =9 
|x-y-7=0 \y=x-7 
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Phát trìên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 





9±sJỸ7 

2x 2 — 9x + 8 = 0 

X =--— 

4 

< <=>< 


y = x-l 

-19 ± a/Ĩ 


y = 


í 


c 


9 + VT7 -19 + y/ĩĩ 'ì 9-^7 -19-VĨ7 


4 4 

9 - VT7 -19 - -s/P7 


V y 

í 

Hay c 

l 4 4 y 


V 

'N / 

Z) 






9 + sj\ĩ -19 + >/Ĩ7 

_ - 5 7 


V 


5ẩO 
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CHỦ ĐỀ 2.2: 

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG 

THẲNG. 

■ NHỮNG CÁCH THỨC ĐẺ VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 
(PTĐT): 

► Cách 1 :Sử dụng “Nắm đắm và cây gậy”- phương trình đường thắng cần tìm 
phải đi qua một điểm M(xm; Ỵm) (“nắm đắm”) và hoặc nhận n làm véctơ pháp 

tuyến (VTPT) hoặc nhận u làm véctơ chỉ phương (VTCP) (“cây gậy”). 

Đây là cách mà chúng ta vẫn thường sử dụng trong quá trình lập phương trình 
đường thẳng. Trở ngại mà ta thường mắc phải là đường thẳng chưa đi qua điểm? 
hay chưa có VTPT (VTCP). Vì vậy nhiều khả năng phải chuyển bài toán “Lập 
PT đường thẳng” —» “tìm thêm điểm”. Một số lưu ý: 

• Nếu A_L d: ax + by + c = 0 =>A có dạng bx - ay + m = 0 hay -bx + ay + m = 0 

• Neu A // d: ax + by + c = 0=>A có dạng ax + by + d = 0 (chú ý d Ỷ c) 

VD1: A_Ld:2x + y+ l= 0 =>A: X - 2y + m = 0 

A // d: X - 3y + 5 = 0 =>A: X - 3y + m = 0 (m Ỷ 5) 

► Cách 2 :Sử dụng “ Nắm đắm kép”: PTĐT mà ta cần tìm có thể chỉ đi qua một 
điểm và không có sẵn VTPT (VTCP), vì vậy trong một số trường hợp ta cần 
“tìm thêm một điểm” nữa để tạo thành VTPT (VTCP). 

► Cách 3:Sử dụng “ Cây gậy lớn”: Trong trườngPTĐT chỉ qua một điểm và 

“không thể tìm thêm điểm” nào nữa thì ta sẽ gọi n = (a; b) (a 2 + b 2 V 0) và chỉ 

phải đi tìm một PT f(a; b) = 0 có chứa quan hệ của a và b. Do điều kiện a 2 + b 2 Ỷ 
0 nên “nếu biết một trong 2 số a (hoặc b) Ỷ- 0 thì ta được chọn một số bất kỳ Ỷ 0 
cho a (hoặc b). 

VD2: a 2 + 3ab - 4b 2 = 0 (Nhận xét b^0vìb = 0=>a = 0) nên ta chọn b = 1 khi 
đó pt thành: a 2 + 3a-4 = 0<=>a = 1 hay a = - 4. 

Chú ý: thường cách này chỉ thật sự hữu hiệu khi kết hợp với kỹ thuật dùng 
khoảng cách hoặc kỹ thuật dùng góc (cụ thể là góc giữa các đường thẳng) 

(Khi vào ví dụ bài toán sẽ giải thích kỹ hơn). 

► Cách 4: Sử dụng “ đường thẳng có hệ số góc k” theo hàm .syT tương tự như 
cách 3, PTĐT cũng chỉ qua một điểm M(x 0 ; y 0 ) và chưa có VTPT (VTCP). Cách 
làm này giúp chúng ta giảm ấn đến hết mức có thể và tận dụng các yếu tố về góc 

t/mm âấèhi^ tỊ§ẳụg .phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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n =(k;-l)(k^O) 

• Trong một số bài toán ta nên xét 2 trường hợp k — 0 
=>*y = y 0 và sau đó là k Ỷ 0) 

• Như đã giới thiệu ở chương 1, hệ sổ góc ở đây chính là tanavới a là góc hợp 
giữa đường thẳng và chiều dương trục hoành. 

VD3: A qua M(3; 4) và không song song trục hoảnh 
=ỉ> A: y = k(x - 3) + 4= kx - 3k + 4 

VD4: Aqua M(m; 2m + 3) tạo với chiều dương trục hoành một góc 45° 

=> Do A tạo với chiều dương trục hoành một góc 45°=>k = tan 45°= 1 
Nên A: y = l(x - m) + 2m + 3= x + m + 3. 

(Qua đây cũng thay được để kiểm tra góc giữa đường thẳng và trục hoành ta 
chỉ cần xét hệ số góc k) 

Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm ví dụ để minh họa cho các cáchtrên. (Để 
các bạn tiện theo dõi, mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc mà đề thi 
hay đề cập). 


BÀI TOÁN 1 (TAM GIÁC VUÔNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác 


ABC vuông tại 

<4(0; 3) 

trọng tâm 

(5 ^ 

G |;3 

AH : 3x + 4y — 12 = 0 

với H là 



v3 J 




chân đường cao. Lập phường trình đường BC và tìm tọa độ diêm B và c. 

■ Đặt vấn đề: Với bài toán này chúng ta 
có hai hướng để đi là tìm tọa độ điểm B 
và c sau đó viết pt BC hay cũng có thể 
lập pt BC trước rồi tìm tọa độ B và c 
sau. Vẩn đề đặt ra là đi theo hướng nào 
là tốt nhất? Mời các bạn xem các cách giải 
sau. 

■ CÁCH 1: Đặt B(xb; yB) và C(xc; yc). 

© Ý tưởng: 

- Với việc đặt ẩn như trên (4 ẩn) 

—» chúng ta cần đến 4pt? 

- G là trọng tâm AABC => 2pt (1) và (2) A (° ;3 ) c ( ? ; ? ) 

- AH _L BC => pt (3) 

- AB ± AC => pt (4). 

thea e# tíệ ạm ấhị\ )£Wị ị% ịậỹ MêìhTếưù í m hết tất 

cả hĩỉiănẸCgiẵntũiốt có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

► Hướng dẫn giải cách 1: 
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* 


Do G là trọng tâm ÀABC 



x a +x b +x c =3x g =5 

x b +x c =5 

<=>< 



<=> < 


lyA+y B +yc = 3yG =9 

ly B +y c = 6 l 



> 

to! 

II 

? 

V 

to 

1 

II 

-x c ;3-y c ) 


x b =5-x c 

y B = 6 -y c 


* Tacó< 


AC = (x c ;y c -3) 


và U AH — (4; —3) la VTCP 


BC (x c x B \y c y B ^) (2x c 5', 2 y c 3) 

AB-LAC 


* Theo giả thiết đề bài, ta có: < 


AB.AC - 0 


AH _L BC 


<=> < 


u ah .BC = 0 




(5 x c ^x c +(3 TcXyc 3 ) 9 
4(2x c — 5) - 3(2y c - 3) = 0 


(Việc giải hệ này xỉn dành cho bạn đọc) 


x c 1 y c 1 

x c — 4 => y c — 5 


(7,(1; 1)^(4; 5) 
c (4;5);5 2 (1;1) 


* 


Do vai trò của B và c như nhau nên ta chỉ xét một trường hợp C(l;l), B(4;5). 


BC qua C(l;l) nhận CB = (3; 4 )lam VTCP có dạng là: 


x-1 y-1 


o (BC ): 4x - 3y -1 = 0 


1(?Ị’ phương trình đường thăng cân tìm là (BQ: 4x — 3ỵ — I = 0 


? 2 

và tọa độ điêm cân tìm là 


C,(l;l);B 1 (4;5) 
c (4;5);B 2 (1;1) 


■ CÁCH 2: Lập phương trình đường BC 

trước và sau đó tìm tọa độ B và c sau. 

© Ý tưởng: 

- Ta đã có BC _L AH nên chỉ cần tìm thêm 
một điểm thuộc BC nữa là xong. 

- Nếu gọi I là trung điểm BC thì ta có thể 
sử dụng tính chất của trọng tâm G: AG = 

2GI —>■ chuyển về đẳng thức véctơ để tìm 
ra I. 

- Sau khi có I thì viết pt BC không còn trở , A(0;3) 

the i\gỂbầẢ. đế/m tiểỆĩ kết m h 

cả -nỉmmnỆÌềiế 4fhất? tỂỉtmsằìhểẻ ầềin Nm ầm ìắimríịùêểmlncm ầmi iếì chưa 
hóa điểm c theo B. Sau đó dùng điều kiện AB _L AC để giải tìm ra B. 



/ c 

_ ĩ r 

vận dụng hêt tât 
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+ Hướng thứ hai: Xét tọa độ B và c trong sư tương giao giữa đường BC và 
một đường tròn ẩn mình khác —> đó chính là đường tròn tâm I, bán kính 
R = IA. Ở đây, thầy sẽ trình bày theo hướng thứ hai ! 


► Hướng dẫn giải cách 2: 


* Gọi I là trung điểm BC. Do G là trọng tâm AABC => AG — AI 




7-0 =-^(Xj -0) 

3 3 

3-3 = |(y-3) 


<=> 


Xj =- 

2 

Yi=3 


I 


íiV 

u ) 


* DoBClAH: 3x + 4y- 12 =0 => BC: 4x - 3y + m = 0. 

=> m = -1. 

Vậy phương trình đường BC cần tìm là (BC): 4x - 3y - 1 = 0 


( 5 3 

Do BC qua I - 7 -; 3 

V 2 J 


* Do AABC _L A có I là trung điểm cạnh huyền BC => LA = IB = IC = 


2 

tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC có tâm I và bán kinh R = IA có dạng là: 


. Đường 



_ 9 _ _ 

* Ta có B và c là giao diêm giữa BC và (C) nên tọa độ B và c thỏa hệ phương trình 


f 5^ 

V — 

V 




+ ừ-3) 2 = 


25 

4 (việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc ) 




4x-3y-ì-0 

cy-iỵB^-s) 

c ' (4;5);S 2 (1;1) 


9 2 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là \(BC): 4x-3y-1 = 0 


9 2 ^ 

và tọa độ điêm cân tìm là 


Cl(l; 1)^(4; 5) 
c (4;5);5 2 (1;1) 


■ Lời bình: 

Với cách 1, chúng ta thấy ngay ở cách này ở sự “liều lĩnh ”, việc giải bài toán 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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chắc giải ra được bài toán. Nhược điểm của cách làm này như đã phân tích ở các 
bài toán trước là nặng về tính toán, kỹ năng. 

Với cách 2, có thể thấy hướng đi viết phương trình BC mang đến cho ta khá 
nhiều thuận lợi trong việc tìm B và c sau này. Rõ ràng việc “tìm thêm điểm ” hay 
việc “tìm thêm phương trình đường thẳng” đều giúp ta khai thác được thế mạnh 
của từng bên. Qua đây ta cũng thay được, một lời giải ngan gọn thì bao hàm trong 
nó là tập hợp của rất nhiều kỹ thuật giải. Việc vận dụng kỹ thuật như thế nào tùy 
vào khả năng lĩnh hội và khuynh hướng sở trường sử dụng của mọi người. Mỗi 
phương pháp đều có cái hay riêng của nó. 


BÀI TOÁN 2 (TAM GIÁC CÂN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam giác 
ABC cân tại A, cạnh đáy BC có phương trình (di): X + y + 1 = 0, phương 
trình đường cao kẻ từ B là (dĩ): X- 2y - 2 = 0. Đường cao kẻ từ c qua điểm 
M(2;l). Viết phương trình đường thẳng AB và AC và tìm tọa độ điếm A? 

■ Đặt vấn đề: Đe bài đặt ra 2 câu hỏi, tìm tọa độ của điểm Ả và viết PT 2 cạnh 
bên của tam giác. Nhưng Biết xuất phát từ câu hỏi nào đây? Ở đây thầy đề nghị 
hai cách giải sau. 


■ CÁCH 1: Tìm tọa độ điểm A và c —»viết PT AB, AC. 
© Ý tưởng : A 

_ Nhận xét có thể tìm được điểm 
B = chnch 
Ta có C e BC 
—> tham số hóa điểm C. 

Do không có thông tin nào từ điểm A 
—> đặt A(a; b) —» 3 ẩn—» cần 3 PT? 

Ta có d 2 ± AC -> Pt (1), MC _L AB 
-> Pt(2). 

_ Gọi I là trung điểm BC —» AI _L di—» (3). 



B 


X + y + 1 =0 


_ Từ (1), (2), (3) giải hệ phương trình —» tìm đươc a, b,c 
_ Sau đó việc viết PT AB và AC thì không còn trở ngại nữa. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do B = di n ẩ 2 


tọa độ B là nghiệm của hệ 


x+y+l=0 
x-2y-2 = 0 




X = 0 


* C e BC => C(c; - 1 - c) và giả sử tọa độ A(a; b). Gọi I là trung điểm BC Ẫ 

theo cách 1 góp phân giúp các bạn liên kềt va tập họp cũng như vận dụng hêt tât 

cả ĩíh ũng~ 5 giẵ~tỶũê t có được từ đê bài. Nêu bạn chưa dùng hêt giả thỉêt thì chưa 
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* Theo đề bài ta có: < 


d 2 _L ẢC 
dị ± AI o< 
MC _L AB 


ư d2 .AC = 0 (1) 
U ỐX .AI = Q (2) 


MC.AB = 0(3) 


* Ợ)^u d2 .AC = 0 với 


<3- c - b - 2a - 1 = 0 (4) 


u d2 = (2;1) laVTCP 


AC = (c — a;—ì — c — b ) 


nên 2(c -a)-l-b-c = 0 


* 


(2) => u dị .AI = 0 với < 


«>c + b- a + l = 0(5) 


U ỐX = (1;-1) laVTCP 


'dì 

_ ^ - nên T- - a + 1 + T- + b 

AI = (ị-a-l-ị-b) 2 2 

2 2 


* 


(3) => MC.AB = 0 với 


MC = (c-2;-2-c) 


nên -a(c - 2) + (2 + c)(l + b) = 0 (6) 


* 


Từ (4), (5), (6) ta có hệ phương trình: 


* 


(4) cộng (5) ta được: 2c - 3a = 0 =>a = 


AB = (-a;-\-b) 

'c-b-2a-ì = 0 (4) 

c + b- a +1 = 0 (5) 

-a(c - 2) + (2 + c)(l + b) = 0 (6) 

2c 


3' 


* 


(4) trừ (5) ta được : -2b - a - 2 = 0 (*), thay ã= 2 vào (*) suy ra b = y - 1. 
Thay a = ^vàb = ^- l vào (6) ta được -|^(c -2) -1(2 + c) = 0 <=>3c 2 -2c = 0 




c = 0 

_ _2 

c = - 


* 


2c 


Với c = 0, do a = ^ = 0 và b = - 1 = -1 nên A(0;-1) (loại vì trùng vói điểm 


* 


* 


2 

c 

1 

(N 


A 

(4 -113 

“=> 

• 1 

và 

• 

3 


l3 J 3 J 



19’ 9 J 


Do AC _L di: X - 2y - 2 = 0 nên (AC): 2x + y + m = 0. 


í 2 -53 1 

theMẽđềh Q Cphcựi 'múệ = e'đẽ í õciỹ liên kêt và tập họp cũng như vận dụng hêt tât 

cả thịe^tójĩiW£JiỊ'đjhàj NỆiLb<ịn'^chua dùng hết giả thiết thì chưa 

aỵ rm ii v' n a t / ' ^ y 
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* AB qua B(0; -1) có véctơ pháp tuyên là 

SI 

II 

ị-4' -8^1 
l 3 ; 3 J 

có dạng là: 


3 4 0 °) 3(j + 1 )-° 




Vậy phương trình đường AB là (AB): X + 2y + 2 = 0 

Vậy điểm A và phương trình đường thẳng cần tìm lần lượt là 



■ CÁCH 2: Viết PT AB, AC^ tìm tọa độ điểm A. 

© Ý tưởng: 

_ Nhận xét có thể tìm được điểm B = chnch 

_ Cả hai cạnh AB, AC đều chưa đủ yếu tố để lập PTĐT, vì vậy chúng ta chuyển 
hướng sang lập các pt đường khác —> đường cao kẻ từ C (ch) (vì đường ch tạo 
với BC một góc bằng với ch tạo với BC và đồng thời đường cao này đã qua 
điểm M(2; 1). 

_ Do có “nắm đắm” M, nhưng lại thiếu “cây gậy” là VTPT nên ta có hai hướng 
để đi tiếp hoặc là gọi VTPT có dạng 
thẳng có hệ số góc k. 

_ Dùng quan hệ về góc giữa (áy, BC) = (d 3 ; BC) 

=> pt đường cao kẻ từ C —» C = d 3 n BC. Viết AB bằng cách AB qua B và _L d 3 , 
AC _L Ớ 2 và qua C. 

_ Khi đã lập được pt AB, AC —» AB n AC = A. 


n = (a; b) hay lập phương trình đường 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Tương tự cách 1, ta có B = BCnd2=>B(0; -1). 

Gọi phương trình đường cao kẻ từ c là d 3 qua M(2; 1) có dạng: 
y = k(x - xm) + yM = k(x - 2) + 1 =>(d 3 ) :kx-y-2k+l = 0 (d 3 ) có VTPT là 

n = (k; -1) 


* Do AABC cân tại A => z (di; d 2 ) = z (di; d 3 ) «>cos(di; d 2 ) = cos(di; d 3 ) 

= (1; 1) la VTPT cua BC 
<=> |cos( n dl , n d2 ) I = |cos( n dl , n) I với n d2 = (1; -2) la VTPT cua d 2 


.1 _ , , ,_ r r-3 • ' I _ /•'' UỈ 7 (k; —Ặ )ljạ VTRTcuạ d, ,_ , / Ẫ 

theo cách ỉ góp phan giúp các bạn li en ket va tạp nợp cung như 3 vạn dụng hẽt tãt 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


* 




n dl ‘ n d2 


n dl .n 


<^> 


n 


dl 


n 


d2 


n 


dl 


n 



Với k = ị 
2 


suy ra d 3 : X - 2y = 0 (loại vì song song <Ỉ 2 , d 2 và d 3 phải căt nhau ) 


Với k = 2 suy ra d 3 i 2x - y - 3 = 0 (nhận) 


Mặt khác c = d 3 n BC => c 


( 2 -5 ^ 


V 


3’ 3 


J 


* AB _L d 3 :2x-y-3 = 0=> AB : X + 2y + d = 0, AB qua B(0 ; -1) => d = 2. 

Vậy (AB) : X + 2y + 2 = 0. 


* 


AC _Ld2:x-2y-2 = 0=> AC : 2x + y + e = 0, AC qua c 



(2 -5^1 


1 

c 

• 

=> 

e = - 


13' 3 J 


3 


Vậy (AC) : 6x + 3y + 1 = 0. 

* Do A = AC n AB 


A 


í 4 - _11 ì 

u ;_ rj 


(việc giải các tọa độ giao điêm xin dành 


cho bạn đọc ) 

Vậy điểm A và phương trình đường thẳng cần tìm lần lượt là 



■ Lòi bình: 

Vói cách 1, chúng ta thay ngay được những khó khăn trở ngại trong việc đặt 
quá nhiều ẩn và thiết lập các phương trình. Việc giải hệ phương trình thuần tủy 
rút thế, cộng trừ vế nhưng không phải là đơn giản với một số bạn. Chính việc 
đặt quá nhiều ẩn vô tình đẩy bài toán đến hướng đi cồng kềnh, nhiều nút thắt, 
nếu bạn là một người có kỹ năng “giải các phương trình, hệ phương trình đại 
so ” tốt thì việc thiết lập và giải các hệ sinh ra từ hình học này không thể làm 
khó được bạn. 

VÓI cách 2, có lẽ bạn vẫn còn rất bất ngờ trước cách giải vô cùng táo bạo và 
ngan gọn của cách này. Ưu điểm có thể nhận thấy ngay là việc “giảm tải” 
trong việc đặt quá nhiều ẩn ở cách 1, sử dụng các quan hệ về góc giữa các 
theđiờáiỷi thăgkgjj(Ịịỹiầhugtíqỉìmg ẩópị ềễgoăiếtcvờiệậpgbợỊSỈỌứìgỉỹtinhtg dụmglứmy) hết tất 

cả tiỂmỉýnỵéMẩ(%6 c ®Mc4ìgm k m n ỉ^ệiPmèLk ư ếmcểmtíị ^mtyũstiũếmm chưa 
chưa có “cây gậy VTPT’ ’. Nhược điềm nêu có của cách 2 có lẽ là việc phát sinh 
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thêm 1 đường thẳng nữa, dĩ nhiên thường là ta phải loại chúng đi, vì vậy cần 

xét “vị trí tương đổi giữa các đường với nhau, hoặc giữa điểm và đường”. 

Ngoài ra với cách 2 này, bạn cũng có thể thử đặt n = (a; b )như trong phương 
pháp đã đề cập, việc giải cũng hết sức tương tự. 


BÀI TOÁN 3 (TAM GIÁC THƯỜNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có A(l; -3), phương trình đường phân giác trong và đường trung 
tuyến kẻ từ B lần lượt là (dì): 2x+y-4 = 0 và (d 2 ): x+y-6 = 0. Viết phương 
trình đường thăng AC và tìm tọa độ chân đường phân giác trong kẻ từ B. 


Đặt vấn ăềiđường phân giác là một trong những đường mang trong mình rất 
nhiều các yếu tố đặc biệt. Song song với việc rèn luyện hướng tư duy lập 
phương trình đường thẳng, bài toán cũng muốn giới thiệu lại vai trò và một so 
tính chất quan trọng liên quan đến đường phân giác mà các em đã được học ở 

các lóp dưới. Mời các em xem lời giải và lời bình cuối bài. 

A(l;-3) 



_ Nhận xét nhanh là ta có B = BD n BM và 
AC đã qua điểm A nên hoặc tìm thêm 
một « cây gậy » hoặc tìm thêm một điểm 
nữa để thành “nắm đắm kép”. Ở đây ta 
thấy khuynh huớng đi tìm thêm một điếm 
nữa là khả quan nhất (vậy điểm đó là 
điểm nào?) —» điểm c. 

_ Do tính chất đối xứng đặc biệt của phân 
giác nên ta có có thể “tìm thêm được 
điểm mới”. Cụ thể nếu gọi H là hình 
chiếu của A lên BD và A’ là điểm đối 
xứng của A qua phân giác BD thì A’ e 

the^páchịịỊ^ ẹộp phần giúp các bạn liên kết và tập họp cũng như vận dụng hết tất 

cảỵẾìm c giậ^thiẠt^ầ ệựmtí^ềcbàị tồễắtt ỉ&MấbmểĩắHữẵh eố4i®'tỉg%ế4 * chưa 
tham số hóa điểm M theo c do M là trung điểm AC — » M G BM => tìm được c. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


► Hướng dẫn giải:Gọi M, D lần lượt là giao điểm giữa di và d 2 vói đường AC. 

{Một số bước giải đơn giản xỉn được dành cho bạn đọc) 

* Ta có B = BD n BM => tọa độ B là nghiệm của hệ 


x + y- 6 = 0 f X = — 2 
2x + y-4 = 0 < " > | y = 8 


B(-2;8). 


AB qua A(l; -3) nhận AB = (-3; 11) làm VTCP có dạng là: 


(AB): llx + 3y-2 = 0 . 

* Gọi H là hình chiếu của A lên phân giác trong BD và A’ là điểm đối xứng của A 
qua phân giác. (A’ thuộc BC và H là trung điểm AA’). 

Do AH1 BD =5- (AH): X - 2y + m = 0. (AH) qua A(1; -3) => m = -7. 

Vậy (AH): X - 2y - 7 = 0. 

Lại có: H = AH n BD => H(3; -2). 


Mặt khác H là trung điểm AA’ =>A’(5; -1) e BC 


* Phuơng trình BC qua B(-2;8) và nhận BA ' = (7; —9) làm VTCP có dạng là: 
x + 2 _ y — 8 


7 


-9 


^(BC):9x + 7y-38 = 0vàC eBC^C 


( 38-9 cA 


c: 


V 


7 J 


* Ta có M là trung điểm AC 



mà M G BM : X + y - 6 = 0 


^ 1 + c 17 — 9c , _ 

Suy ra — -- —I—-——-6 = 0 => c = —30 


14 


C(-30 ; 44) 


* Phuơng trình đường AC qua A(l; -3) nhận ẮC = (—31; 47) làm VTCP có dạng 

1A. _ T + 3 _ 

là: -—- = —— <^> 


-31 


47 


(A C): 47x + 3 ly + 46 = 0 


* Ta có D là chân đường phân giác trong kẻ từ B và D = BD n AC => tọa độ D là 
nghiệm của hệ: 

' 34 

2x+y-4=0 


47x + 31y + 46 = 0 


<=> < 


y = 


3 

-56 


D 


^ 34 - 56 ^ 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là (AC): 47x + 3ly + 46 = 0 và tọa 

độ chận đường phận giác trong kẻ từ B cần tìm là 

theo'cách 1 góp phân giúp các dạn liên kêt và tập 

D 

họ 

í 34 -56^ 

• 

ọ Ìũng3nhị 

f r 

vận dụng hêt tât 


m ÌLbviị^nỵi^ưhiềàcớođitXMùýìtcỉđề ỀảCtửệấmầ>ạláwỉhiệuđùng)n< ỉ hểtiệgiáìiềhiẩỉrậhì chưa 
“điếm mới ” đó chính là dấu hiệu dựa vào “đường phân giác”. Dĩ nhiên ngoài 
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tính chất đối xứng ra, yếu tổ về góc của phân giác các bạn cũng cần lưu tâm 
đến. 


BÀI TOÁN 4 (HÌNH THANG CÂN) Trong mặt phẳng 
thang ABCD (AB // CD, AB < CD) có diện tích là —) 


tọa độ Oxy , cho hình 
. Phương trình đường 


thẳng chứa cạnh CD là x-3y-3 = 0. Hai đường chéo AC và BD vuông góc 

với nhau tại điểm 1(2; 3). Viết phương trình đường thẳng chứa cạnh BC biết 
c có tung độ dương. 


■ Đặt vấn đề: Ở các bài toán trước chúng ta đã cỏ dịp làm quen với hình thang 
vuông, trong chủ đề này, thầy tiếp tục khai thác các khía cạnh của hình thang 
cân, nó cũng chứa đựng rất nhiều vẻ đẹp mà ta không ngờ đến. Bài toán này xin 
được trình bày bằng 3 cách giải để các bạn thấy được những khía cạnh hay của 
nó. Mời các bạn xem lời giải. 

■ CÁCH 1: Goi H, K lần lượt trung điểm của CD và AB. 

© Ý tưởng: 


Do ABCD là h.thang cân => AC = BD, (2 đường chéo bằng nhau) và IA = IB, 
IC = ID. Lại có AC _L BD nên lần lượt các AICD và AIAB đều là A vuông cân. 
Phát hiện một đường tròn ẩn mình (C) tâm H, bán kính HD = HC = HI = d[I; CD] 
—> c và D là giao điểm giữa (C) và CD =>tọa độ c và D => độ dài ID. 



=> chuyển về đẳng thức véctơ tìm 
được B. 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do ABCD là hình thang cân AC = BD => IA = IB và IC = ID mà AC 1 BD 


nên,AỊA 
theo cách 1 


B vậ AICQ là tạỊn giậc vuông £ân tại I _ _ . . 

ỉ góp phan giup jcác bạn Tiên kẽt yà tập họp cung như vận dụng hêt tãt 

,, aệ'_ J!_cd_ z ■v_ 12- 3.3 -3\_ /t£ 7 ; * 7 , 

cả krMãíg Igìẻr dttẽU vđ ỉiũ-ự rc tư -đề pàiVMèữ 1 bẹn chưa di mgt 1 nét giả thiêt thì chưa 

2 2 /l + i-ìỷ 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Do đó H chính là hình chiếu vuông góc của I lên CD =>IH _L CD: X - 3y - 3 = 0 
=>IH: 3x + y + m = 0. Mà IH qua I(2;3) => m = - 9. Vậy IH: 3x + y - 9 = 0 
Lại có H = IH n CD => Tọa độ H là nghiệm của hệ: 


X -3y-3 = 0 

X -3 


1 <^> ^ 

=> 

H(3;0) 

3x + y-9 = 0 1 

o 

II 


* Ta có HI = HD = DC = a/ĨÕ =>đường tròn (C) tâm H, bán kính Vĩõ có tọa độ 


c, D là nghiệm của hệ phuơng trình: 

x = 6,y = l 
X = 0,y = -1 


* 


(x-3) 2 + y 2 =10 
x-3y-3 = 0 


<=> 


C(6;l),D(0;-l) (do c có tung độ dương) 


Sabcd =ị H K(AB + CD)=(lK + IH) 2 = y=>Zí: = 2ĩộ 


Mặt khác, 

IK IB ì — -1 — . . 

— — => IB — ID => B (3; 5) 

IH ID 2 2 v ’ 



9 

Đường thăng BC qua B(3; 5) nhận 

BC = (3; -4) 1 

àm VTCP có dạng là 


X — 3 y — 5 


-4 


<^> 


(BC): 4x + 3jy - 27 = 0 


? 2 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là (BC): 4x + 3ỵ-27_=_0 


CÁCH 2: Nối dài AD và BC lại cắt nhau tai E ÍE = BC n ẠDÌ - íkv thuât 


kẻ đường phụ) 

© Ý tưởng: 

_ Tương tự cách 1 ta tìm được H, ta có 


IC = 2IH = 2d[I; CD] = 2 a/5 


S ABCD = \ AC.BD sin (AC; BD ) 
2 



IC IB 


AC BD 3 


I là 


trọng tâm của AECD => tọa độ E e BC 


. ^ TT EH EH „ 
Lại có tan ECH = —— = —22 — 3 


theo cách 1 góp pầằĩi^hqTữThạn liên kết vàĩtập họp cũng 

eả ^trịẵ^ìỉi ỉềt^dTỶẾíìrb' từ đề bài. Nếu b ần chưa dùng 

y = k(x - Xe) + yE với VTPT là ĩì = (k; — 1) 



E 

t 


I / 

>i(2;3) 


H 


như vận dụng hết tất 
■ • v\ 

hét giả thiết tm jChưa 
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_ Dùng quan hệ góc giữa (EC; CD) —>• dễ dàng suy ra k —»• pt đường BC 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi H là trung điểm CD, do nhận xét ABCD là hình thang cân nên ta có 
AC = BD (có AC1 BD) 

AICD vuông cân tại I => H là hình chiếu của I lên CD 
IH _L CD =>IH: 3x + y + m = 0. 

Mà IH qua I(2;3) => m = - 9. Vậy IH: 3x + y - 9 = 0 
Lại có H = IH n CD => Tọa độ H là nghiệm của hệ: 


X-3y-3 = 0 fx = 3 Ị—— - 

1 " "<=>ị "=> H(3;0) 

3x + y-9 = 0 [y = 0 v J 


* Ta có IC = Ih4 2 = d [ỉ; CD] M = 2^5 và đồng thời 


S ABCD = i ẢC.BD sin (AC; BD) 


AC = 3^5 



Do đó : 


I là trọng tâm AICD IE = 2HI 


IE = 2 HI =>E(0;9) 


EH EH „ 
* Ta có tan ECH — — 7 4- — — 77 - — 3 

HC IH 


cos ECH = 


1 


1 


V 


1 + tan 2 ECH 


n/ĨÕ 


Gọi phương trình BC qua E(0;9) có hệ số k: y = k(x -0) + 9 = kx + 9 với 
n = (k;-l). 




1 k + 3 1 

1 

-4 

* Ta có cos 

ECH 

|cos(BC;CD)| = ' 7 1 

VlO.Vk +1 

- s!ũ)~ 

k = 

3 


^BC: 4x + 3y - 27 = 0 

Ta có c = BC n CD C( 6 ; 1) (thỏa yêu cầu bài toán) 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là BC: 


4x + 3y — 27 = 0 


■ CÁCH 3: Tìm tọa độ điểm B và c (“nắm đắm kép”) — » để viết pt BC. 
© Ý tưởng: A B 

_ Do ABCD là hình thang cân : 

IB, IC = ID. 

Lại có AC _L BD nên lần lượt 
các AICD và AIAB đều là A 

the^Yìĩhậi c f n góp phân giúp các bạn liê, 
cả những giả thiết có được từ đề bài 

K / 

CD: X - 3y - 3 = 0 



yận dụng hết tất 
thỉếịơỳiì chưa 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

_ Phát hiện một đường tròn ẩn 
mình khác (C) tâm I, bán kính 

d [/; CD] 


ID = IC = 


Tĩ 


—» c và D là giao điểm giữa 
(C) và CD =>tọa độ c và D 
độ dài ID 


Mặt khác ta có S ABCD = C.BD sin (A C; BD) 

2 


(công thức tính diện tích tứ 


giác) 


BD 2 = 2 S ABCD => độ dài BD. 


Lập tỉ sô 


í ID 


BD 


9 > 9 

—» chuyên vê đăng thức véctơ — »tìm B. 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Gọi H là trung điểm CD, do nhận xét ABCD là hình thang cân nên AC = BD. 
mà AC-LBD nên ta CÓAICD là tam giác vuông cân tại I với 

= d[I; CD] = 


IH = 


CD 



=>IC=>/2Õ 


* 


Ta có ID = IC = 


V 20 =>đường tròn (C) tâm I, bán kính V 20 có tọa độ c, D là 


nghiệm của hệ phương trình: 

(x- 2) 2 + (y - 3) 2 = 20 
x-3y-3 = 0 




y = 1, X = 6 

y = -u = 0 


C(6;l),D(0;—1) (do c có tung độ dương) 


* 


Ta có S ABCD = i ẢC.BD sin ( AC; BD ) => BD 2 = 2 S ABCD => BD - 3^5 . 

2 


Măt khác 

ID 2 

=> 

DB = — DI 


BD 3 


2 


=>B(3; 5) 


* Đường thẳng BC qua B(3; 5) nhận nhận BC = (3; —4) làm VTCP có dạng là : 

X — 3 y — 5 


-4 




(BC): 4x + 3y - 27 = 0 


Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (BC): 4x + 3y - 27 = 0 

■ Lời bình: , , , 

theQ T eúchJu góp,, phàn ,gịúp ,cýic ban liên Jỹ£t yà rtâphơPi -c ủng như „ vầPũdung -1 hết tất 
VỜI cách < 1,Tứ 'ínay ngay rữt ro răng ỹ đõ búa lơưgiavla ai tim tọa đọ Bvã c 

cả rihằmgmậiađịhíểkiéế tỳlf(ềếghịúá MÍuh kũnìmhìdt ệÙâgđóhếũSảl tàdụhì chưa 

dụng rất nhuần nhuyên các kỹ thuật đã được giới thiệu ở những bài toán trước 
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như : “kỹ thuật dùng diện tích ”, “kỹ thuật lập đường tròn ẩn mình ”, “kỹ 
thuật chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ”, “kỹ thuật dùng khoảng 
cách ”. Nhưng nhược điếm là chưa khai thác trọn vẹn những tỉnh chất đặc trưng 
của hình thang cân. 

Với cách 2,có thể thấy ngay, ưu điểm lớn nhất của cách này là việc kẻ đường 
phụ và chuyển sang tìm VTPT của đường BC. Trong quá trình tìm ra lời giải 
đẹp đó, ngoài những cách đã dùng ở cách 1, cách 2 còn sử dụng thêm “kỹ thuật 
dùng góc” và biến tính chất của điểm I trở thành trọng tâm của tam giác ECD. 
Với cách 3,, không quá cầu kì và phức tạp nhưng cách 3 đã sử dụng đúng và đủ 
những gì sẵn có của đề bài. Có thể thay việc lập “dường tròn ẩn mình ” ở cách 
3 đã cải tiến và giúp tìm nhanh được tọa độ c và D. Điểm cộng lớn nhất của 
cách 3 đó chỉnh là việc sử dụng công thức tính diện tích của một khối tứ giác 
tổng quát. 

Stứgiác = \ (tích 2 đường chéo).sin(góc tạo bởi 2 đường chéo) 


BÀI TOÁN 5 (HÌNH BÌNH HÀNH). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình 
bình hành ABCD có đỉnh 


D(-6;-6), đường trung trực của cạnh CD là 


A:2x + 3y+17 = 0, đường phân giác trong góc BAC là 5x + y — 3 = 0. Viết 


phương trình đường phân giác trong của góc BDC ? 


■ Đặt vấn đề: Ta vừa làm quen với vai trò của đường phân giác ở bài toán 3, còn 
bài toán này với yêu cầu viết phương trình đường phân giác thì ta có thể tiếp 
cận như thế nào? Mời các bạn xem lời giải. 

© Ý tưởng: 


_ Có rất nhiều cách để lập phương trình đường phân giác trong của góc BDC 
nhưng xét trên khía cạnh các yếu tố mà đề cho thì trước tiên ta cũng sẽ phải 
dùng đến đường trung trực và đường phân giác trong. 

_ Đường trung trực CD giúp ta viết được pt đường CD mở đường cho việc tìm 
ra trung điểm CD —» tìm ra tọa độ điểm c. 

_ Nhờ dấu hiệu của đường phân giác góc BAC nên ta có thể tìm thêm một điểm 
mới C’ e AB đối xứng với c qua phân giác d. Dĩ nhiên sau khi có điểm C’ ta dễ 
dàng lập được phương trình đường AB // CD qua C’ => tọa độ A = AB n d. 
Đen đây thì sẽ có rất nhiều hướng đi khác cho việc lập pt đường phân giác trong 
góc BDC. Mời các em xem lời giải. 


theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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► Hướng dẫn giải: 

* CD J_A: 2x + 3y + 17 = 0 => CD: 3x - 2y + m = 0. Do CD qua C(-6;-6) 
m = 6. 

Vậy pt đường CD : 3x - 2y + 6 = 0. 

Gọi I là trung điểm CD ta có I = CD nA=> Tọa độ I là nghiệm của hệ : 


3x - 2y = -6 
2x + 3y = -17 


<=> < 


X = -4 

y = -3 


l(-4; -3) => tọa độ điểm C(-2;0) 


* Gọi H là hình chiếu của c lên d và C’ là điểm đối xứng của c qua phân giác d. 
(C’ G AB và H là trung điểm CC’). 

Ta có HC _Ld:5x + y- 3 = 0=> HC : X - 5y + n = 0. 

Do HC qua C(-2 ;0) ^ n = 2 
Vậy pt đường HC : X - 5y + 2 = 0. 

Lại có : H = HC nd=> Tọa độ H là nghiệm của hệ : 


X - 5y = -2 
5x + y = 3 


<=> 



Do H là trung điểm CC’=>C’(3;1) G AB. 

* AB // CD: 3x - 2y + 6 = 0 => AB: 3x - 2y + p = 0 (p Ỷ 6). AB qua C’(3 ; 1) 
=> p = — 7 

Vậy pt đường AB : 3x - 2y - 7 = 0. 

Mặt khác A = AB n d =>A(1 ; -2). 


,__ _ _ . , f-\ 

CÁCH 1: Gọi K = AC n BD => K là trung điểm AC =>K ;-l 




V 


2 




theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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* 


(11 


Phương trình đường DK qua D(-6 ;-6) và nhận DK = — ; 5 


A 


V 


làm VTCP có 


) 


(DB) : lOx -1 l_y - 6 = 0 


, _,, x + 6 y+ 6 

dạng là: ———7 = ■ r —-— <^> 

11/2 5 

* Phương trình các đường phân giác góc BDC tạo bởi hai đường thẳng (DC): 
3x - 2y + 6 = 0 và (DB): lOx - 1 ly - 6 = 0 có dạng là : 

a { x + b { y + c\ a 2 x + b 2 y + c 2 1 Ox -1 \y — 6 3x - 2y + 6 

= ±- . —<=>— = + 


ả~ + bf <sỊãị + bị Ậ(ỹ + (-11) 2 <sỊỹ + (-2) 

-+> lOx - 1 ly - 6 = ±\[ĩĩ(3x - 2y + 6) 

(10-3VĨ7)x + (2VĨ7-ll)y-6-6VĨ7 =0 (d^ 

(10 + 3n/Ĩ 7 )x - ( 2 VĨ 7 +1 l)y - 6 + 6»JĨĨ = 0(d 2 ) 


Xét ị 


d[C; dj ] = 


d[C; d 2 ] = 


1-20 + 6^7-6-6^7 1 _ 26 

ẬỈO - 3a/Ĩ7) 2 + ( 2 VĨ 7 -11) 2 ^442-104VĨ7 

-20 - 6a/Ĩ7 - 6 + 64ĨĨ 


Ị-20-6V17-6 + 6V171 _ 26 

ẬìO + 3VĨ7) 2 + ( 2 VĨ 7 +1 ĩỹ ^442 + 104^ 


d[C ;di] > d[C ; d 2 ] 

Suy ra phương trình đường phân giác trong cần tìm là 



Vậy phương trình đường thăng cân tìm là 



* 


CÁCH 2 :“Dùng véctơ đơn vị”. 

íìì A 


Ta có DK 


lượt là : 


; 5 và DC = (4;6) . Véctơ đơn vị trên hai cạnh AB, AC lần 
V 2 ) 


U 1 = 


DK 

2 

fll ^ 

DK 

V221 

IV 5 J 


1 


( 11 ; 10 ) 


u 2 = 


S-+ <4;6| -T ( «»-+t 2jĩĩ;3ji7 ) 


Suy ra véctơ chỉ phương của đường phân giác trong góc BDC là: 
theo cách 1 góp /phan Jỉiứỉỉ: các bạn rUềiị kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

, ÍT 1 +2vr7. 10 7 ,, 

cả ŨtĩữìVg “Igto ĩhiet cỆ^được', tư^ 22 ) aL lặiêt giả thỉêt thì chưa 
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n = (10 + 3 VĨ7; -(11 + 2 VĨ7 ) 

Vậy phương trình đường phân giác trong góc BDC là: 
(10 + 3 VĨ7 )(x + 6 ) - (2a/Ĩ7 +1 l)(y + 6 ) = 0 




(10 + 3VĨ7)x-(2^7+ll)y-6 + 6VĨ7 =0 


■ CÁCH 3: “Dùng tỉ số chân đường phân giác”. Do I là trung điểm BD 
=> B(5;4) 

* Ta có BD = V22Ĩ , CD = V52 . Gọi E là chân đường phân giác của góc BDC, 


khi đó E chia BC theo tỷ số: k = 


DB CE 4ĨĨ 


DC EB 


CE = 


-Tĩ 


BE=>E 


í 


V 


93-14VĨ7 68-8VĨ7 
13 ’ 13 


\ 


J 


Tương tự viết phương trình đường DE là phân giác trong của góc BDC ta cũng 
có được: 


(10 + 3>/Ĩ7)x-(2VĨ7+ll)y-6 + 6VĨ7 =0 


Lời bình: hừ/ toán này đưa ra với ỷ đồ giúp các em ôn tập , nắm vững lại các 
kiến thức liên quan đến việc lập và sử dụng đường phân giác. Mỗi một cách làm 
đều có ưu và nhược điểm của chúng. Tuy vậy cách 2 là cách nhanh nhất có thể, 
cách 1 thì lại cho ta thêm một đường phân giác ngoài. Riêng cách 3 chỉ nên làm 
khỉ “tỉ số chân đường phân giác ” là so đẹp. 


BÀI TOÁN6 (HÌNH THOYị.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình thoi ABCD 

biết phương trình đường thẳng chứa cạnh AB và đường chéo BD lần lượt là 

? ? 


X + 3+ +1 = 0, X - + + 5 = 0. Đường thăng chứa cạnh AD qua điêm M( 1; 2) 


Viết phương trình đường thẳng AC và tìm tọa độ điểm I là giao điểm của hai 
đường chéo hình thoi ABCD? 

■ Đặt vấn đề:ở chủ đề 1, chúng ta đã có dịp làm quen với bài toán có hình thoi. 

Trong bài toán này, ngoài việc các điểm đoi xứng nhau qua tâm đoi xứng I, các 
điểm trên cạnh của hình thoi cũng đoi xứng qua các đường chéo vì bản chất 
chúng chỉnh là những đường phân giác. Mời các em xem lời giải. 

■ CÁCH 1 :Tìm tọa độ điểm I sau đó viết phương trình AC. 

© Ý tưởng: 

_ Do BD phân giác của góc B và D nên theo tính đối xứng của phân giác ta dễ 
dàng tìm được điểip M’ e CD. 

the^ccịch^ j’ẾỈ dưocpì iSỒ hdp cũng nhơ vận dụng hết tất 

cả Mếỉ$c \® n c ^ ưa dùng hết giả thiết thì chưa 


Ta có AC // MH và AC qua I => viết pt AC. 
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D 


<=>< 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có B = AB n BD => tọa độ B là nghiệm của hệ 
x-y + 5 = 0 
x + 3y + l = 0 

* Gọi H là hình chiếu của M lên BD và M’ là điểm đối xứng của M qua BD 
(M’ eCD và H là trung điểm MM’). Ta có MH _L BD => MH: X + y + m = 0, 
MH qua M(l; 2) => m = - 3. 

Vậy phương trình đường MH : X + y - 3 = 0. 

* H = MH n BD => H(-l ; 4). Lại có H là trung điểm MM’ =>M’(-3 ;6)e CD. 

* CD // AB => CD: X + 3y + n = 0. CD qua M’(-3; 6) => n = -15. 

Vậy CD: X + 3y- 15 = 0. 

Mặt khác D = BD n CD ^D(0 ;5). Gọi I = AC n BD => I là trung điểm BD 


i(-2;3) 


* AC // BD => AC: X + y + p = 0. AC qua I(-2; 3) => p = -1. 


Vậy phương trình đường [AC : X + y - 1 = 0 


Vậy phương trình đường thăng và điêm cân tìm là: 


AC : X +y -1 = 0 và ĩ(-2; 3). 


CÁCH 2 :Viết phương trình AC —> tìm tọa độ I. 

AB: x + 3y+l = 0 A 



D 


tịẻềhgl: góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_ Tương tự ta cũng có thê xuât từ đường chéo AC nhưng lân này sẽ kẻ MN // 
BD cắt AC tại K (N G AB). Do AC là phân giác của góc A nên theo tính đối 
xứng ta dễ dàng tìm được điểm N => tọa độ điểm K. 

_ Khi đó AC _L BD và qua điểm K. 

Khi đã có pt AC thì I = AC n BD. 

_ Bạn không cần phải giao AB và BD lại để tìm B. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Kẻ MN // BD (N gAB) cắt AC tại K=> MN _LAC và K là trung điểm MN (do 
tính đối xứng qua phân giác AC của hình thoi ABCD). 

* MN // BD => MN: X - y + m = 0 (m Ỷ 5). MN qua M(1 ; 2) => m = 1. 

Vậy phương trình đường MN : X - y + 1 = 0. 

* Ta có N = AB n MN => Tọa độ N là nghiệm của hệ 


x-y+1=0 
x + 3y + l = 0 




X — —1 

y = 0 


N(-1;0) 


* 


* 


Lại có K là trung điểm MN => K(0; 1) 

AC 1 BD => AC: X + y + n = 0. AC qua K(0; 1) 


=> n = -1 


Vậy pt đường |AC : X + y - 1 = 0 


I = AC n BD => tọa độ I là nghiệm của hệ 


X + y-1 = 0 

x-y + 5 = 0 




X = —2 

y = 3 


l(-2;3) 


Vậy phương trình đường thăng và điêm cân tìm là 
ì c ỉ x+y-1 = 0và I(-2; 3). 

Lòi bình:Như vậy chúng ta vừa khai thác thêm được thêm các yếu tố của hình 
thoi đặc biệt là hai đường chéo. Bài toán này bạn cũng thể giả sử một điểm bất 
kì thuộc AB và tìm điểm đối xứng của nó qua BD để viết phương trình BC. Hoặc 
cũng có thể dựa vào BD là đường phân giác nên gọi BC có véctơ pháp tuyến 

n = (k;—1) với k là hệ sổ góc để áp dụng “kỹ thuật dùng góc giữa (AB;BD) — 


góc giữa (BD; BC) ”. 


BÀI TOÁN 7 (HÌNH CHỮ NHẬT). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho 
hình chữ nhật ABCD có AB = 2AD và phương trình đường tròn đường kính 


2 2 ' *? r 

AB là (C): ( x-l) + (y +1) =4. Viết phương trình đường thẳng /1 c biết 


2 > ? 

trung điêm của CD năm trên đường thăng d : x + y + 2-O 

r 7 7 r 7 A • r r 7 7 * A 7 Ả J y J 7 * 


theo cậcli k-gớpgrdmn giúp, các bạn Hên kêt và tận hxrprctựTg ụhu; ; vận yỉụng 
■ Đặt van đê: Lớ the noi bai toán nậy đặc trựng mạnh nĩrât cua nó có lẽ 'là qụan 

cả ỉậÁdẾ Ếm^cể^niềằÀỵốểầ ỉm d^ưậc^vm tằấ m ỉiềTứv chưa 

xuyên suất quá trình ẩy là cả một sự “quan sát” không ngừng nghỉ. Nếu các 
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bạn chú ỷ một số đặc điểm ẩy thì sẽ dễ dàng phát hiện ra đâu là “mẩu chốt ’’ 
của vấn đề. 

m CÁCH 1: (Đi tìm “cây gậy” VTPT) 

Gọi N là trung điểm CD ( N e d) và gọi I = AC n BD 
© Ý tưởng: 

_ Cùng nhận xét đường tròn (C) đã đi qua 
điểm N nên ta có N = (C) n d. 

Do tính đối xứng của I nên ta có I là 
trung điểm MN => tọa độ I 

—> Từ đây ta cũng viết được phương trình 
MN. 

_ Đen đây do nhận thấy dấu hiệu“quan hệ 
giữa các cạnh của HCN”— > ta sử dụng 


kỹ thuật dùng góc tính cosNIC = 


CN 

IN 



B 


_ Từ đây ta có cosNIC = |cos(AC;IN)|. Trong đó đường AC có dạng : 


a(x - Xi) + b(y - yi) = 0 ( a 2 + b 2 >0 ) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm M(1; -1) và bán kính R = 2. Ta có AMND là hình vuông 
nên N thuộc đường tròn (C). Lại có N G d nên tọa độ N là nghiệm của hệ: 

2 


(x-iỵ+(y+iỵ=4 


* 


Ta suy ra 


x + y + 2 = 0 


suy ra 


N^-lỉ-l) 

N 2 (l;-3) 


I 2 (1; -2) 


. Xét tan NIC = 


CN 

IN 


= 2 



cos NIC = 


* 


THÍ: IiNi có VTCP là 1^ = (1;0) 

VTCP ìỹ = (0; 1) và ỸT 2 = (a; b), (a 2 + b 2 * 0) là VTPT của AC 

b 


Ta có cosNIC = |cos(IiNi ; AC)| = zz^-^ầzr -= ■—-—- == = -Ậr 

|n 1 |.|n 2 | Va 2 +b 2 v 5 


(nhận xét b Ỷ 0) nên ta chọn b = 1 

ĩheỉ? l Wiĩ% a 7 ĩỉ^i^^NBi^như vận dụng hết tất 

cả nnỉhĩ^y^ĩẳ mềết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
2x-y-l = 0 
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* 


TH2: 12 N 2 có VTCP là l ỉ N ỉ = (0;-l) 

=> VTCP = (1; 0) và ĩĩ^ = (m; n), (m 2 + n 2 * 0) là VTPT AC 


45 


Ta có cosNIC = |cos(l 2 N 2 ; AC)| = _ , 3 ‘ c. = . ■■ 

I n 3 1.1 n 4 1 Va 2 +b 2 

(nhận xét a Ỷ- 0) nên ta chọn a = 1 

Suy ra b 2 + 1 = 5 => b = ± 2. Đường AC qua 12 ( 1 ; -2) có dạng là: 
x+2y+3=0 
x-2y-5=0 


1(/Ị 'phương trình đường thăng cân tìm là AC: 


x+2y+3=0 
X — 2y — 5 = 0 
2x+y+l=0 
2x-y—1=0 


■ CÁCH 2: (sử dụng nắm đắm kép - tìm thêm một điểm) 

© Ý tưởng: 

_ Cùng nhận xét đường tròn (C) đã đi qua điểm N nên ta có N = (C) n d. 

_ Do tính đối xứng của I nên ta có I là trung điểm MN => tọa độ I 

2 Lập pt đường tròn ẩn mình(Ci) 


—»Dễ dàng tính được AI = V/M 2 + AM 

r 


có tâm I cắt đường tròn (C) tại A và B. 

_ Tìm được tọa độ A và B —»Dễ dàng viết được pt AC 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Tương tự như cách 1 ta có 

N,(-l;-l), 1,(0;-1) 

N,(l;-3), I 2 (l;-2) a 

* THI: Lại có A, B là giao điểm giữa (C) và 
(Ci) trong đó (Ci) là đường tròntâm li, bán 

X 

. Do đó tọa 


kính AI = 4Ĩm 2 +AM 2 =s 


độ A và B là nghiệm của hệ: 

2 . . 1 x 2 


\ 

\ 

(x-l) z +(y + l) z =4 AyhlịByi -S) ''' 

2 ,, _. 12 - su y fa 



X +(y + l) =5 


A 2 (1;-3),B 2 (1;1) 


the Ỹ)mJể k(ễ' ặâa^ -WýBỏ c ấmị<M: 

cả những giả thiết có được từ đề 


Bà 


,2x +7 0 

hen kẽt va tạp 

ĩ x Neểi ~tẰm 9 


hợp cũng như vận dụng hết tất 
hưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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* 


THI: Lại có A, B là giao điêm giữa (C) và (Ci) trong đó (Ci) là đường tròn tâm 
Ỉ 2 , bán kính bằng ^/5. Do đó tọa độ A và B là nghiệm của hệ: 

(x — l) 2 + (y +1)" = 4.. I" Aj(-1;-1), Bj(3;-1) 

Ị(x -1) 2 + (y + 2) 2 = 5 L A 4 B 4 (-1; -1) 


Đường AC qua L(l; -2) có dạng là: 


x + 2y + 3 = 0 
x-2y-5 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là 


x+2y+3=0 
X -2y-5 = 0 
2x+y+l=0 
2x-y-l = 0 


■ Lời bình:i?ỡ ràng, là việc giải bài toán này 
không quá phức tạp như ta nghĩ, nhưng cái 
cách mà chúng ta đặt vấn đề hết sức quan 
trọng. Ngoài cách 2 ra chúng ta còn có thể “lập 
phương trình đường tròn ẩn mình ” khác đó 
chỉnh là đường tròn tâm N bán kinh AN. Việc 



giải cũng tương tự như cách 2. Ngoài ra cũng cần nhẩn mạnh về dấu hiệu 
nhận biếtkhi đề bài cho quan hệ giữa các cạnh hình chữ nhật ta sẽ khai thác 
như thể nào cho hợp lý. 


BÀI TOÁN 8 (HÌNH VUÔNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hình vuông 


ABCD có diêm 


E(ì; 2) là trung diêm của cạnh CD. Gọi F là một diêm trên 


đoạn AC sao cho CF = 3AF. Biết phương trình đường thẳng chứa cạnh BF 
là X — 3y -5 = 0. Viết phương trình đường thẳng AB. 


■ Đặt vấn ăề:Tương tự như ở chủ đề 1 đề cập, việc một số bài toán trước khỉ tọa 
độ hóa thành công, ta thường phải kẻ thêm “một số đường phụ”nhằm mục đích 
chứng minh thêm một số tính chất hình học chưa sẵn có trong bài nhưng lại là 
“mấu chốt ” giúp ta giải được và nhanh bài toán. Mời các bạn xem lời giải. 

© Ý tưởng: 

_ Nhận xét quan trọng nhất trong bài này là 
khi vẽ hình xong ta phát hiện BF _L EF^ dĩ 
nhiên nếu chứng minh được BF _L EF ta sẽ 
theêmlẽầip&ỷ^ỉĩểP^^cmbM^^ và 
cả ^nìmnggíả thiết có được từ đề bài. Nếu bại 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

_ vấn đề đặt ra là có những cách nào có thể có 
để chứng minh EF _L BF. Ở đây ta có thể vận 
dụng một số kỹ thuật chứng minh sau: 

• Chứng minh bằng định lý đảo của Pi-ta-go. 

• Chứng minh điểm thuộc đường tròn (sử dụng tứ giác nội tiếp). 

• Chứng minh bằng cách dùng véctơ. 

• Chứng minh bằng cách kẻ đường phụ, đổi từ việc chứng minh vuông góc 
—» song song, v,v... 

• Chứng minh các A bằng nhau, đồng dạng —> cộng góc = 90°, v,v... (và nhiều 
cách khác nữa). 

Trong bài toán này, thầy sẽ trình bày một số cách chứng minh tiêu biểu trên. 
Mời các bạn cùng theo dõi. 


■ CÁCH 1: Chứng minh bằng định lý đảo của Pi-ta-go. 
© Ý tưởng: ta sẽ chứng minh ABEF _L F => 

BF _L EF, để áp dụng định lý đảo của Pi-ta- A 
go, ta sẽ tính độ dài các cạnh theo một cạnh 
cho trước. Ớ đây vận dụng tính chất hình 
vuông, ta có thể đặt AB = a > 0 để tính toán 
các cạnh theo cạnh a đó. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đặt AB = a > 0 là độ dài cạnh hình vuông 
ABCD. Ta có 

EC = —= - CF — 

2 2’ 4 4 

* Xét AEFC có định lý hàm số cosin là: 



cosFCE = 


CF 2 + EC 2 - EF 
2FC.EC 


EF = 


a>/ĨÕ 


( 1 ) 


* 


Măt 


ặt khác ABIF _L I có BF = VbI 2 + IF 2 = 


aVĨÕ 


( 2 ) 


* 


Măt 


ặt khác ABEC 1 c có BE = VbC 2 +EC 2 = 


a 




(3) 


* Từ (1), (2), (3) suy ra BE 2 - EF 2 + BF 2 =>ABEF vuông cân tại F 


BF_LEF 


<ễấìỉnẽkỂỉh)®ỀẨéếễLcWăvMỆ 1 vầấb v à tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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© Ỷ tưởng: để chứng minh BF _L EF ta cần chứng minh EF.FB = 0 . Đe làm 
được điều đó, ta sẽ vận dụng một số kiến thức cơ bản của véctơ như “quy tắc 

chèn điểm MN = MI + IN ”, tích vô hướng giữa hai véctơ 


MN.MP =1 MN I. I MP I .cos(MN, MP) . 

Cụ thể trong bài này ta sẽ chèn điểm c vào trong 2 véctơ vì xét thấy góc c bằng 
90°.(Bạn cũng có thế thử chèn tại những điểm khác mà có góc vuông) 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta xét: ẼF.FB = (Ẽc + CF).(FC + CB) = ẼCẼC + ẼC.CB + CF.FC + CẼCB 

CD 3CDx/2 1 3CD 2 


* 


EC.FC = EC.FC.cos FCE = 


Trong đó < 


CF.CB = CF.CB.cos FCB = CD. 


2 4 \ỊĨ 8 

3CDV2 1 3CD 2 


‘4Ĩ 


EC.CB = 0 do EC1CB 

——2 9CD 2 
CF.FC = -CF =-■ 


8 


* Do đó: 


__ Qr^ĩV 

EF.FB = EC.FC + EC.CB + CF.FC + CF.CB = —— + 0 - —— + — = 0 


8 


8 


EF _L FB 


■ CÁCH 3: Chứng minh điểm thuộc đường tròn (sử dụng tứ giác nội tiếp). 

© Ý tưởng: 

_ Đe chứng minh BF Ả BE ta chứng minh góc BFE nhìn BE làm đường kỉnh. Xét 
thay góc BCE cũng nhìn BE theo một đường kỉnh. Neu gọi M là trung điểm AB 
thì ta cũng có BME nhìn BE theo một đường kính —> chứng minh B, M, c, E, F 
cùng thuộc một đường tròn. 

_ Như vậy ta cần chứng minh FMCE là 
“tứ giác nội tiếp’’. Đe chứng minh 
một tứ giác là tứ giác nội tiếp ta có 
những cách quen thuộc như: 

• c/m 2 góc liên tiếp cùng nhìn 1 cạnh 
bằng nhau. 

• c/m góc ngoài bằng góc đoi trong. 

ầe^méú ĩmpỷầs ỵự ó ãể%Ịtếnĩền 
1 0/10 , . , . 


cả ĩềỉưhg’ V giả thiết có được từ đề bài. ịleũ 



kết và tạn hụ 

• 1 \ •V J 

bạn chư<£ 


ụng hết tất 
ta thiết thì chưa 
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Ở đây ta phát hiện góc FM E = FCE = 45°—> dễ dàng chứng minh được tứ 
giác FMCE là tứ giác nội tiếp => góc FBE nhìn BE làm đường kính 


=> BF1EF. 

► Hướng dẫn giải cách 3: Gọi I là tâm h ình vuông ABCD và M là trung điểm AB. 

* Ta có MBCE là hình chữ nhật nên MBCE là tứ giác nội tiếp đường tròn tâm K 
bán kính BE(1). 

Lại có CF = 3AF => FI = AF => F là trung điểm AI mà AAMI vuông cân tại M 
=>góc FME = 45° 

Mặt khác lại có: góc FCE = 45° và góc FCE , góc FME cùng chắn EF => MFEC 
là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính MC tâm K (2). 

* Từ (1) và (2) => F, M, B, c, E cùng thuộc đường tròn tâm K, bán kí nh EB (do 


BE) 


FK - 


BE 


2 



chứng minh 


FK - 


(đường trung 


tuyến bằng nửa cạnh huyền) 

_ Neu gọi M, N, K lần lượt là trung điểm 
AB, AD, BE thì ta dễ dàng chứng minh 
được FK là đường trung bình của AMNC 


FK // NC và FK = 


NC 


(mà NC = 


EB = MC) và do góc EFB nhìn đường kính AB => BFE = 90 o => |BF _L FE 
■ CÁCH 4: Chứng minh bằng cách kẻ đường phụ. 

© Ý tưởng: A M 

_ Đe chứng minhAFBE Ả F ta có thể 


Chủ ỷ: NC -1 BE là một trong những kêt quả mà ta vãn thường hay sử dụng 
trong hình vuông. Việc chứng minh này xin dành cho bạn đoc ỉ 


► Hướng dẫn giải cách 4:Gọi M, N, K lần lượt là trung điểm của AB, AD, BE. 
* Dễ dàng chứng minh được F là trung điểm MN và do K là trung điểm BE 

Suy ra FK là đường trung bình của AMNC => FK // NC và 



* 


Do AEBC = ANCD (c-g-c) NC = BE => FK - 


BE 


2 


tữểtT^Tcrì-f úp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

■. CÁCH 5:. Chứng minlv bằng vách clưng hệ trục tọạ,đô mól ,,, 1 . 

ca rịhưng gia tniẽĩ cô được b tư aẽơairNeu Dặn’chim đung hêt giá thiêt thỉ chưa 

© Ỷ tưoiig : 
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Chúng ta sẽ tạm quên hết các 
dữ kiện về phương trình đang 
có được trong mặt phẳng Oxy, 
chỉ giữ lại các yếu tố về hình 
phang. 

Dựng hệ trục tọa độ mới Dxy 
như hình vẽ, đặt cạnh hình 
vuông bằng a (a > 0). Tọa độ 
hóa các điếm đã cho và xét 


EF.FB. 

Khi đó ta có 


E = 


— :0 


) 




B(a;a),F 
_ (_ 


(a 3a^Ị 


Nên ta có: EF = 


^ 4 


\4 4 J 

a 3a^Ị 

■4) 


FB = 



Trên đây là một số cách chứng minh điển hình khi muốn chứng minh vuông góc. 

Trở lại bài toán, sau khi chứng minh được BF J- FE thì ta sẽ tận dụng điều 
này như thế nào đế viết phương trình AB? 

© Ý TƯỞNG VIẾT PHƯƠNG TRÌNH AB? 

• Ý TƯỞNG 1 (ứng vói cách 1): Chúng ta lập được ngay phương trình FE do 
FE_L BF và qua E^FEn BF = F. Nếu gọi M là trung điểm AB thì ta có AB 
qua M và AB _L ME —» tìm M? —>■ MF và ME bằng độ dài cụ thể vì theo cách 1 
ta đã tính được các cạnh của hình vuông theo độ dài a. Mời các em xem lời giải: 

* Do EF _L BF: x-3y-5 = 0=> EF: 3x + y + m = 0. EF qua E(l;2) => m = - 5. 
Vậy EF: 3x + y - 5 = 0. Ta có tọa độ F là nghiệm của hệ 


x — 3y — 5 = 0 
3x + y-5 = 0 


<=>« 



Tq pA /fA rỊòi FF — 

-Jĩõ 

9 

=ỉ> a = 4. Gọi M(x ; y) là trung diêm AB ta có: 

1 cl vU uụ Llcll Er 

4 

MF = AC = 4Ĩ 
< 4 o < 

ME = BC = 4 

c 

\x-lf +(y-2) 2 =16 
(x-2) 2 +(y + i ) 2 =2 

( xin dành cho bạn đọc) 


Suy ra M 1 (l;2)hayM 


( 17.-6ì 


“ 1 V ’ 7 2 Ị _ ? _ 1 ^ 

theo cách 1 góp phần giúp các vạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
'ềả TMl'/ỉ t Ạ%tLỊÚư/í)iể( {ầộlìỹứọm tìÁặễ d)ịiữ\ 4Ặ4àniiMTETỉCÓ pỉùrígig liẩĩửgiyí -Hữiầ ửhì chưa 
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* 


TH2: AB qua M 2 


r \J_ 

v5 


_6 Ì 

~ĩ J 


nhận MjE = 


r -\2 


~ĩj 


làm VTPT có phương 


trình: 3x - 4y + 15 = 0. 

Vậy phương trình đường thẳngỉà AB : ỵ_ + 2 = 0 hay AB± 3x - 4y + 75 = 0 
Ý TƯỞNG 2 (ứng vói cách 3 và 4): Lập được phương trình FE và tìm được 
tọa độ F như cách 1 —> độ dài EF, và nhận xét AEFB vuông cân tại F nên ta lập 
phương trình đường tròn (C) tâm F bán kính EF. Cho (C) n BF => tọa độ điếm B. 
Đen đây ta có thể viết phương trình AB qua B và có dạng a(x - xb) + b(y - ỵb) = 0 
hoặc y = k(x - Xe) + Ỵb. Khả dĩ nhất ở đây là sử dụng góc hoặc khoảng cách để 
đi tiếp hay cũng có thể: 


Gọi G = IC n EK => G là trọng tâm AMEC => GE = 
độ B => tọa độ G dễ dàng) 


2 EK EB 


(Do đã có tọa 


ỈA 

và 

2 IF 

IF - 

IG - => 

2 


3 


ĩ 

tọa độ I. (Có I ta dê dàng viêt được pt AB qua 


B1IE) 

{phần này xin dành cho bạn đọc). 
Lòi bình: Bài toán này chủ yếu muốn nói kỹ về vẩn đề chứng minh vuông góc. 
Bạn thay đẩy mỗi một cách đều có thế mạnh riêng của chúng. Tùy vào từng tình 
huống cụ thể mà ta lựa chọn cách tiếp cận phù hợp. Tất nhiên sẽ còn nhiều lời 
giải khác nữa (bạn đọc có thể tìm hiểu thêm). Qua bài toán trên ta thấy được 
việc viết phương trình một đường đôi khỉ không đơn giản là việc đi tìm “nắm 
đắm ” (điểm) và “cây gậy” (VTPT—VTCP) mà trước đó ta còn phải trải qua một 
quá trình ‘ ( chứng minh một kết quả quan trọng khác ” mà do một quả trình 
quan sát, thực nghiệm vẽ hình kết luận được. Cũng phải nói luôn với cách 
chứng minh vuông góc thứ 2, khỉ sử dụng véctơ để chuyển tích vô hướng bằng 
0, tuy lời giải đẹp nhưng lại không giúp ta khai thác tiếp được các yếu tố còn 

lại như nhận xét ABEF vuông cân, hay độ dài các cạnh của hình vuông. Việc 
này gây trở ngại cho ta ở phần sau đó rất nhiều khỉ viết phương trình AB. 


BÀI TOÁN 9 (VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA CÁC ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho hai đường tròn (Ci), (C 2 ) có phương trình 

(Cj): X 2 +y 2 -2x + 2y-2 = 0, (C 2 ): X 2 + y 2 +4x-6 = 0 

Biết rằng điểm M(l;l) là điểmchung của (Ci) và (C 2 ). Viết phương trình đường 
thẳng d qua M cắt (Ci) và (C 2 ) lần lượt tại Ai và A 2 (Aikhác A 2 ) sao cho M là 

)Ịr)pỀần giúp các ban liên kết và tâp hơp cũng như vân dung 


hết tất 


r % ^ N ^ 

■ > Đặt vận ùềikhỉycétđêncác bài íỡản.yê đường tròn ithìmôí tron _ 
cá nnững giã tniét cô duơc tự đẽ ọàiTNeu t>ạh r cnửa dung ne 

thường được quan tâm 'đó là “bài toán vê vị trí tương đôi giữa 



Ịĩ LLUrị ỉLjlLỵbtỊỵL y 7 

giePtniẽĩ' thỉ chưa 
cuêm, đường 
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thẳng, đường tròn so với đường tròn. Trong phần lỷ thuyết chương dù đã có đề 
cập đến một số kiên thức cơ bản, tuy vậy trong quá trình giải các bạn cần lưu ỷ 
những gì? Mời các bạn xem lời giải. 

■ CÁCH 1: Sử dụng phương pháp Thales 
© Ý tưởng: 



Đầu tiên tìm được tâm và bán kính của hai đường tròn, từ đó tính Ri + R. 2 , |Ri - R 2 
và I 1 I 2 để kết luận vị trí tương đối giữa 2 đường tròn. 

Sau đó, lần lượt gọi Hi, H 2 là hình chiếu của li, I 2 lên đường d => I 1 H 1 // I 2 H 2 và 
do M là trung điểm A 1 A 2 nên M cũng là trung điểm H 1 H 2 . 

Đen đây ta thấy để lập phương trình d qua M thì hoặc cần tìm 1 điểm nữa 
(“nắm đắm kép”) hoặc cần tìm một vtpt (“cây gậy”) —>■ nếu gọi I là trung điểm 
I 1 I 2 theo định lý đảo của Thales ta sẽ có: I 1 H 1 // I 2 H 2 // MI => MI ± d =>ta tìm 
được vtpt. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* 


Đường tròn (Ci) có < 


Rị =Vl + l + 2 =2 


và (C 2 ) có 


J l 2 (-2;0) 

R 2 =V4 + 6=7ĨÕ 


Nên ta có: < 


R 1 + R 2 - 


2 + VĨÕ 

= Vĩõ — 2 suy ra I Rj 

ụ 2 = Vĩõ 


R 1 _R 2 


r 2 |< I, ĩ 2 < RjR 2 


Suy ra (Ci) và (C 2 ) căt nhau tại 2 diêm trong đó đã có một diêm chung M(1 ; 1). 

* Gọi Hi, H 2 ,1 lần lượt là trung điểm của MAi, MA 2 , 11 I 2 . 

Vì Hi, H 2 là trung điểm của hai dây cung MAi, MA 2 => Ĩ|H|_L MAi, I 2 H 2 -L MA 2 
(định lý đường kính và dây cung)^> I 1 H 1 // I 2 H 2 . 

Do M là trung điểm Ai A 2 ,1 là trung điểm I 1 I 2 

=> MI là đường trung bình của hình thang Iil 2 HiH 2 => MI // I 1 H 1 // Ỉ 2 H 2 => MI ± d 
theo cách 1 góp phạn giúp cđc-hạn-íỉần kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

*, Tạ co I là ĩmngMiem %=> iT— „ 7 /7 

cả những giả thiêt có được ầịr 2te tỵii) Nêu bạn chưa dùng hêt giả thỉêt thì chưa 
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Đường thẳng d qua M( 1; 1) nhận IM = 


U ; 2j 


làm véctơ pháp tuyên có dạng là: 


|(x-l) + |(y-l) = 0<S>x + y-2 = 0 


Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: X +y - 2 = 0 

■ CÁCH 2: Sử dụng phương pháp gọi điểm. 

© Ỷ tưởng: Xét về bản chất, cách này mục đích là đi tìm điểm Ai, Â 2 nhưng xét 
thấy không thể tìm trực tiếp được, nên ta thử đặt tọa độ cho Ai, A 2 —>■ rồi lần 
lượt thay vào phương trình của hai đường tròn (Ci), (C 2 ) —> mục đích là để tìm 
tập hợp điểm quỹ tích chứa điểm Ai và A 2 —>■ dự đoán ở đây chính là đường 
thẳng d cần tìm. Mời các em xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Chứng minh (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1 ). 

* Gọi Aj (Xj; yj), A 2 (x 2 ; y 2 ). Do M là trung điểm AiA 2 

*!+x 2 =2x m =2 Jx 2 =2-x t 

yi+y 2 = 2 y M = 2 


* Ta CÓ: \ 


A, e (C,) 


y 2 = 2 -yi 

Xj 2 +Ỵị -2xj +2yj -2 = 0 
x 2 2 +y 2 2 +4 x 2 - 6 = 0 


A 2 e (C 2 ) 

Xj 2 + y ỉ 2 -2xj +2yj -2 = 0 
(2-x 1 ) 2 +(2-y 1 ) 2 +4(2-x 1 )-6 = 0 

I x 1 2 +y 1 2 -2x 1 +2y 1 -2 = 0 (1) 

X! 2 +yj 2 -8xj-4yj+10 = 0 (2) 


* Trừ vế theo vế hai phương trình (1) và (2) ta được: Xj + Ỵj — 2 = 0 (*) 

A 1 E d (do(*)) 

Med 

d:x + y- 2 = 01à phương trình đường thẳng cần tìm 


* 


Đặt d: X + y - 2 = 0. Ta có: í 


? 2 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là d: X +y - 2 = 0 


■ CÁCH 3 :Sử dụng phương pháp khoảng cách. 

© Ý tưởng :khác cách 2, nhưng cùng tư tưởng với cách 1, thay vì tìm được trực 
tiếp vtpt của d thì ta sẽ thử gọi n = (a;b), (a 2 +b 2 + 0) —» viết dạng pt tổng 

theSýim d ạ$^ịtầfí ì gẾựm ỉậMM n ^f í \m 1 mỳp d ẩifềM p wỵ § 1 hết tất 

, hệ giữa hai, dây. ẹung của đường,tròn. 7 + .chuyên bài toán ỵê khoảng cách.., / .. , 

cá những gm tniet co được tư uò Dài. Nẽit bận chữa dũng tĩeỉ giá thiet thì chưa 

Hướng dân giải cách 3: 
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* Chứng minh (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1). 

* Gọi n = (a;b), (a 2 +b 2 ^ 0) là véctơ pháp tuyến (vtpt) của đuờng thẳng d. 
Đuờng thẳng d qua M(l;l) có dạng tổng quát là: a(x - 1) + b(y - 1) = 0 

=> |d: ax + by-a-b = 0 

MA 2 

Rj 2 =[d(Ij;d)] 2 +^- 

JL . , „, , 4 

* Theo định lý Pi-ta-go ta có: < mà MAi = MA 2 

R 2 2 =[d(I 2 ;d)] 2 +^kỉ 

Suy ra R, 2 - [d(I,; d)] 2 = R 2 2 - [d(I 2 ; d)] 2 o 4 - = 10 - ( ~ 3 , a ~ b , )2 

a +b a +b 

^ (3a + b) 2 - 4b 2 - 6(a 2 + b 2 ) = 0 3a 2 + 6ab - 9b 2 = 0 (*) 

Nhận xét b = 0 — — > a = 0 (loại vì a 2 + b 2 ^ 0) nên với b ì 0, ta chọn b = 1 
Do đó (*) <=> a 2 + 2a - 3 = 0 -oa = 1 hay a = - 3. 

* THI: với a = 1, b = 1 => di : X + y-2 = 0. 

TH2: với a = -3, b=l=>d2:3x-y-2 = 0 (loại do ta có Ijl 2 =(—3;1) 

=>tij J = (l;3)nên nj j .il = 0 , Khi đó đuờng thẳng d trở thành đuờng thẳng 
chua dây cung chung của (Ci), (C 2 )) 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: X + ỵ - 2 = 0 

■ CÁCH 4 :Sử dụng phép biến hình (phép đối xứng tâm). 

© Ý tưởng: 

_ Do M là trung điểm A 1 A 2 nên theo phép đối xứng tâm M ta có thể tâm I 2 thành 
h\ biến điểm Ả 2 thành điểm Ai=> Aie (C 2 )’. (phép đối xứng tâm là phép biến 
hình bảo toàn khoảng cách (đẳng cự)). 

_ Khi đó (Ci) và (C 2 )’ có hai điểm chung tạo thành dây cung MAi. Theo tính chất 
của dây cung chung của 2 đường tròn thì ta có được I 1 I 2 ’ _L MAi 
_ Đến đây đường thẳng d qua M và nhận I 1 I 2 ’ làm vtpt. Mời các em xem lời giải. 


theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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y 


s 


s 

/ 





s 

\ 



► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Chứng minh (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1). 

* Xét phép đối xứng tâm M(l;l): Đm biến điểm h(-2; 0) thành điểm l2’(4;2), biến 
đường tròn (C 2 ) thành đường tròn (C 2 ’) và biến điểm A 2 G (C 2 ) thành điểm Ai e (C2 5 )- 

* Khi đó (Ci) và (C 2 5 ) có dây cung MAi chung => I 1 I 2 ’ -1 MAi 

* Đường thẳng d qua M(1; 1) nhận Ijl 2 ' = (3; 3 ) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


3(x-l) + 3(y-l) = 0ox + y-2 = 0 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (I: X + y - 2 = 0 
Lời bình: 


Với cách làm trên, chúng ta xét thấy ở cách 1, là một cách hay nhưng đòi hỏi 
cách bạn phải biết cách vận dụng nhuần nhuyễn định lý Thales. 

Ở cách 2, thật ra chúng ta cũng có thể giải tiếp để tìm tọa độ Ai và A 2 rồi sau đó 
viết phương trình đường thẳng d nhưng lại làm bài toán dài thêm. 

Ở cách 3, tuy khá hay nhưng nhược điểm lớn nhất là không lường trước được 
sai lầm khi nhận hết các trường hợp (Khâu kiểm tra lại kết quả cực kì quan 
trọng phải không các bạn?). 

Ở cách 4,tuy cực kì sáng tạo nhưng sẽ không ít bạn nghĩ đến cách làm này, để 
vận dụng một cách tối ưu nhất các bạn nên xem lại lý thuyết của phần này ở 
chương 1. 

Cũng cần lưu ý về cách xét vị trí tương đôi giữa 2 đường tròn (xem lại phần lý 
thuyết chương 1 các bạn nhé). Có một câu hỏi đặt ra là nếu đường thẳng d 
qua M và cắt hai dưòng trònlần lượt tại Ạ và B sao cho MA = kMB ( k > 0) 

ífe tóaỉì ầómtPtm ,mmmỊM/hệmM}đấúêpsề<(8dểmỉ8èfòtmt d v n g hêt tât 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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BÀI TOÁN 10 (VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ ĐƯỜNG 
TRÒN).7>ơ#fg mặt phẳng tọa độ Oxy , cho đường tròn (c):x 2 +y 2 =1. Tìm 


các giá trị của m trên đường thăng d: y = m tôn tại đúng hai điêm phân biệt 
Mi, M 2 mà từ mỗi điểm đó có thể kẻ được hai tiếp tuyến đến (C) sao cho góc 
giữa hai tiếp tuyến đó bằng 60°. 


■ Đặt vân đê:Bản chât của tiêp tuyên thật ra cũng chỉ là một đường thăng nhưng 
có kèm theo điều kiện tiếp xúc (khoảng cách từ tâm đến đường thẳng bằng bán 
kính), vì vậy để thiết lập phương trình tiếp tuyến ta cũng vẫn phải bắt đầu từ 
việc thiết lập phương trình đường thẳng với đầy đủ các yếu tố đã học (đó chính 
là “nắm đắm và cây gậy”, hay “nắm đắm kép” hay đường thẳng có hệ số góc k, 


v,v...) Trong bài toán định m này, thì với mồi giá trị m tìm được ta xác định 
một đường thẳng tương ứng. Mấu chốt của bài toán này nằm ở đâu? Và liệu 
có thể tổng quát bài toán này lên với góc a bất kì được không?Mời bạn đọc 
cùng theo dõi lời giải. 


r 

© Y tưởng : 



_ Trước khi bước vào phân tích tìm lời giải cho bài toán trên, phải nói rằng nếu ta 
không “dịch”cho bằng được thứ ngôn ngữ “chữ” của bài toán sang ngôn ngữ 
“kí hiệu” của hình học thì biết đâu sẽ cũng có nhiều bạn không định hướng 
được? Ai đó đã nói rằng, “Toán học là trò choi của ngôn ngữ” một bài toán 
ẩn dưới dạng ngôn ngữ chữ bao giờ cũng khó hơn bài toán ẩn dưới dạng kí hiệu 
Toán học. Vì vậy, tác giả đề nghị chúng ta dựng hình và phác thảo ý tưởng trên 
thehìnácdhã. góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_ Như các bạn đã biết, góc tạo bởi hai đường thẳng trong mặt phẳng có thể là a 
hoặc 180° - a (a tính theo độ). Với nhận xét này ta có hai trường hợp tương 
ứng. Với trường hợp 1, khi a = 60°, ta suy ra góc AMO =30° 

=> OM = 20A = 2R = 1 => quỹ tích của những điểm M chính là đường tròn (Ci) 
tâm o bán kính Ri = 2. 

20A 2 

__ Tương tự với trường hợp 2, khi a = 120°, ta suy OM’ = —7=- = r==> quỹ tích 

y/3 V 3 

của những điêm M’ chính là đường tròn (C 2 ) tâm o bán kính R 2 = —f=. 

_ Với yêu cầu bài toán thì đường thẳng d chỉ có thể cắt (Ci) và không cắt (C 2 ). 
► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C): X 2 + y 2 = 1 có tâm 0(0; 0) và bán kí nh R = 1.GÓC hợp giữa hai 
tiếp tuyến kẻ từ M có thể là 60° hoặc 120°. Vậy ta có tương ứng hai trường họp. 

OA 1 

* THI: góc AMB = 60°, xét AOAM T A => sin AMO = —— = 4 

OM 2 

OM = 20A = 2R = 2. 


Suy ra M thuộc đường trong (Ci) có tâm o và bán kính Ri = 2 

OA' Jĩ 

* TH2: góc AM'B = 120°, xét AOA’M’ ± A’ => sin A'M'0 = —— = -^- 

OM' 2 


OM’= 


73' 


Suy ra M thuộc đường trong (C 2 ) có tâm o và bán kính R 2 = 


73 


* Đường thẳng d: y - m = 0. Để có 2 điểm M thỏa yêu cầu bài toán thì điều kiện 
cần và đủ là đường thẳng d cắt (Ci) tại 2 điểm phân biệt và d không cắt (C 2 ). 

-2 < m < 2 


Suy ra 



-m < 2 

d[0;d] < R, 

<£> 

2 

d[0;d] > R 2 

_“ m> 7? _ 


-2 2 

m <-^vm> 


73 73 


2 

Vậy yêu câu bài toán <=> 


-2 < m < 2 


-2 

m < -pvm > 

L 73 

2 

73 


_ r 

■ Lời bình:Trước tiên nêu xét các trường hợp còn lại (xem hình vẽ), ta có: 

9 r 9 r r 

Tìm m 
theo cđch ĩ 


ca 
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+ Tìm m để có 2 điểm Mi, M 2 phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến hợp với 
nhau góc 60°=> tương tự như bài toán trên. 

+ Tìm m để có 3 điểm Mi, M 2 , M 3 phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến hợp 
với nhau góc 60°=> d cắt (Ci) tại Mi, M 2 và tiếp xúc ngoài với (C 2 ) tại M 3 
=>d[0;d] = R 2 . 

+ Tìm m để có 4 điểm Mi, M 2 , M 3 , M 4 phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến 
hợp với nhau góc 60°=> d cắt (C 2 ) tại 2 điểm phân biệt =>d[0;d] < R 2 . 

Như vậy có thế thấy bài toán trên, có mấy vấn đề cần rút ra: 

Một là, việc xét vị trí tương đối giữa điểm M và đường tròn (C) rất quan trọng vì 
nếu biết được độ dài OM ta sẽ có được quỹ tích tập hợp điểm M (Ở đây chính là 
đường tròn đồng tâm với (C) nhưng bán kính bằng OM) , trong quá trình giải 
bài tập chọn lọc - tự luyện, cũng như giải các đề thi chính quy đại học, các đề 
thi thử, bạn sẽ thấy rất rõ nét yếu tố trên. 

Hai là, bài toán mặc dù đề cập đến thiết lập tiếp tuyến cho đường tròn thỏa yêu cầu 
cho trước nhưng khi cần phải biện luận ta vẫn rất cần sử dụng đến d[tâm; 
đường thẳng đang xét]. 


BÀI TOÁN 11 (TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặtphẳng tọa độ 


Oxy , cho đường tròn(C):x 2 +y 2 +2x-4y-4 = 0 và tọa độ điểm /á(3; 5). 

Viết phương trình tiếp tuyến kẻ từ A đến (C). Giả sử các tiếp điểm là M, N. 
Tính độ dài MN. 


■ Đặt vấn đề:tương tự như câu 10 vừa rồi, để viết phương trình tiếp tuyến của 
đường tròn ta có thế có những cách giải nào? Mời các bạn xem lời giải 

■ CÁCH 1 :Gọi n = (a;b) (a 2 + b 2 > 0) là vtpt của tiếp tuyến d kẻ từ A đến 
đường tròn (C). 



theo cách 1 góp phần 


f _ ĩ r 

kêt và tập hợp cũng như vận dụng hêt tât 


cả phững giả thiết có được từ đề bai. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

© Ỷ tưởng : 
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_ Đầu tiên ta kiểm tra vị trí tương đối giữa điểm A và đường tròn (C) —» kết quả 
cho A ngoài đường tròn (C) =^> có 2 tiếp tuyến cần tìm. 

. Nhận xét tiếp tuyến đã qua điểm A nên chỉ cần tìm thêm một điểm nữa hoặc 

một véctơ pháp tuyến nữa là có thể lập được pt tiếp tuyến. 

__ Ở đây ta đi theo hướng lập vtpt n = (a;b) . Dùng điều kiện tiếp xúc để giải tìm 
quan hệ a và b. 

_ Tuy nhiên cần lưu ý đến điều kiện a 2 + b 2 > 0. 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm I(-l ;2) và bán R = Vl + 4 + 4 =3 và IA = (4; 3) 
=^>IA = 5>R . 

Suy ra A nằm ngoài đường tròn (C) => qua A ta kẻ được hai tiếp tuyến đến (C) 

* Ta có tiếp tuyến d qua A(3;5) nên có dạng: a(x - 3) + b(y - 5) = 0 
<=> ax + by - 3a - 5b = 0. 

* Do d tiếp xúc với (C) <=> d[I;d] = R 


-a + 2b-3a-5b| _ |4a + 3b| 

— = 3<^ 1 —1 = 3 


Va 2 +b 2 Va 2 +b 2 

(4a + 3b) 2 = 9(a 2 + b 2 ) ^ 7a 2 + 24ab = 0 (*) 

* Nhận xét nếu b = 0 thì (*) 

a = 0 (vô lí vì a 2 + b 2 > 0) nên vói b -ệ- 0 ta chọn b = 7. 


Do đo (*) <íí> a 2 + 24a = 0 <=> 


a = 0 

a = -24 


hay 


dj :y-5 = 0 
d 2 :24x-y-37 = 0 


* Gọi H = MN n LA ta có MN = 2MH. AIMA1M có 
MA = 4. 


MA 2 =IA 2 -IM 2 


Lại có MH.IA = IM.MA =ẰmH = -f ^MN = =ị 

5 5 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là 


d, : y-5 = 0 
d 2 :24x-y-37 = 0 


và độ dài 



■ CÁCH 2 : Tìm tọa độ 2 tiếp điểm M và N^viết phương trình 2 tiếp tuyến 

tươpg ứng., . ., , , ^ ^ , , 

the Vi áẹ 1 'góp phân giúp các bạn liên kêt và tập hợp cũng như vận dụng hêt tât 

z ê ềmíẩbttâíểị hếm {fjf; f } teịdỉAàỹ&oỉỊpgà ịtf là ; áờg'#t ắấềM chưa 

A bán kính MA. 
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_ Khi có M, N thì việc lập phương trình đường tiếp tuyến hay tính độ dài MN quá 
đơn giản. 

Phần giải cách 2 xin dành cho bạn đọc. 

■ Lời bình: Trong bài toán này, không bàn về phương pháp giải mà chỉ nói về 
một số lưu ý. 

Một là, với dạng hình từ một điểm ngoài đường tròn kẻ được hai tiếp tuyến chúng 
ta cần lưu ý đến “hệ thức lượng trong tam giác vuông IBM hay IMA tại các tiếp 
điểm A, B. Bởi khi đó ta có thể sử dụng các công thức để liên hệ với bán kính. 
Hai là, đối với một điểm, một đường thẳng hay một đường tròn thì “xét vị trí tương 
đối của chúng” với đường tròn là cực kì là quan trọng. 


BÀI TOÁN 12 (TIẾP TUYẾN CHUNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 
mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường tròn (Cj): X 2 + y 2 — lOx = 0, 

(C 2 ) : X 2 + y 2 + 4x — 2y — 20 = 0. Viết phương trình tiếp tuyến chung của 
hai đường tròn (Ci) và (C 2 ). 

■ Đặt vấn đề : Viết phương trình “tiếp tuyến chung của hai đường tròn” là một 
trong những chủ đề thường gặp trong các đề thi đại học bởi lẽ nó “chạm đến” 
những vấn đề liên quan như “vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn”, 
“lập phương trình của một đường thắng”, v,v... Với chủ đề này thì có the có 
những cách thức tiếp cận nào? Và có thể có một phương pháp tổng quát để giải 
dạng toán này không? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 



© Nhận xét :Như nhận xét ở chủ đề 2 (“viết phương trình đường thẳng”) thì bản 
chất của tiếp tuyến thật ra cũng chỉ là một đường thẳng -^cũng cần phải hội đủ 

theS i Sàấ > / ố fhW sặ •ềpgật ”M» K& ĩ$p SẸấ' hết tắt 


cả ỊỈhừng giả mỉềt có aừợc từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

0 Y tưởng: 
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_ Do hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại hai điểm A và B —» có 2 tiếp tuyến 
cần tìm. 

. Tiếp tuyến chưa đi qua điểm nào? và cũng chưa có véctơ pháp tuyến hoặc véctơ 

chỉ phương. Vì vậy ta có thế triển khai theo hai hướng sau: 

+ Hướng thứ 1, gọi dạng phương trình tiếp tuyến y = ax + b —»A: ax - y + b = 0 
—> dùng “điều kiện tiếp xúc giữa A và (Ci), (C 2 ) —> giải tìm quan hệ a, b 
—> phương trình A. 

+ Hướng thứ 2, phát hiện hai đường tròn có cùng bán kính (Ri = R 2 ) —> tiếp 
tuyến A là hai đường thẳng song song với I 1 I 2 = (—7; 1) -^A: X + 7y + m = 0 

—> tương tự dùng “điều kiện tiếp xúc” —> giải tìm m —> phương trình A. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do (Ci) cắt (C 2 ) tại A, B nên có 2 tiếp tuyến chung. Giả sử phương trình tiếp 
tuyến chung của (Ci) và (C 2 ) có dạng: y = ax + bo-A: ax - y + b = 0 

* A tiếp xúc với (Ci) và (C 2 ) 

Ị d[Ij ; A] = Rj (1) . 1 J FT . A -|c^|5a + b| | —2a — 1 + b I 

d[I,;A] = R, (2) Va 2 +1 -J a 2 +l 


'2 

a + 


<2 

a + 


5a + b = -2a -1 + b => a = 


Suy ra 


5a + b = 2a + l- b=>b = 


7 

—3a +1 


-1 , , 5±25\[ĩ 

* Thay a = vào (1) ta có b = ——7-- 

7 7 

* Thay b = — y à° (1) ta được: 


5a + b —5va +1 < c>l5a + 


—3a +1 


r 2 

a + 


Suy ra ^(7a + l) 2 = 100(a 2 +1) <z> 51a 2 -14a + 99 = 0(VN) 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 
► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Do Ri = R 2 và hai đường tròn cắt nhau nên ta suy ra hai tiêp tuyên chung là 2 

the^ưỉmị tốăgg^ohể^ng ÍỊÌ -fÁ({2ỉụiẬ )liép\Mítì*yưỂỀì ầếệ mỹểễj$ht$ dặtìg riụrtỊỳ hết tất 
cả giở thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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* Điều kiện tiếp xúc là dp^; A] = 5 <=>| 5 + m 1= 25 V 2 <=> m = — 5 ± 25yfĩ 

, , ' t Jx + 7y-5 + 25V2 =0 

Vậy phương trình tiêp tuyên cân tìm là 

|_x + 7y-5-25v2 = 0 

■ Lời bình: Từ bài toán tiếp tuyến chung này ta đặt ra hai tình huống xảy ra: 

Một là, truờng hợp 2 đường tròn có Ri = R 2 nhưng không cắt nhau thì khi đó 
việc giải sẽ như thế nào? —» Khi đó sẽ có đến 4 tiếp tuyến chung thỏa yêu cầu 
bài toán (bạn đọc có thể xem câu 5 của đề dự bị 2 - ĐH B2002 ở chương 3 
để hiểu rõ hơn) 

Hai là, trường hợp 2 đường tròn có Ri Ỷ R 2 và cắt nhau thì khi đó ta sẽ giải như thế 
nào? —> khi đó ta vẫn sẽ có 2 tiếp tuyến chung, tuy nhiên 2 tiếp tuyến này sẽ cắt 
nhau và đồng quy với đường thẳng I 1 I 2 tại điểm M —» ta có thể vận dụng định 
lý Thales để tìm tọa độ điểm M —» viết phương trình A qua M và khuyết véctơ 
pháp tuyến. 

BÀI TOÁN 13 (TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 
mặt phang tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có Ẩ(-2; -1), trực tâm H{ 2; 1) và 

độ dài cạnh BC bằng 2\Ị5. Gọi E, F lần lượt là chân đường cao hạ từ đỉnh B 
và c. Biết trung điểm M của cạnh BC nằm trên đường thẳng 
d \x — 2ỵ — 1=0 và EF đi qua điểm V(3; —4). Viết phương trình đường 

thẳng BC. 

■ Đặt vấn đề : Đối với bài toán liên quan đến đường tròn ngoài các phương trình 
tiếp tuyến, phương trình dây cung của đường tròn, phương trình tiếp tuyến 
chung , dây cung chung của hai đường tròn cũng là một dạng toán khó. Để xử lý 
bài toán này, tác giả sẽ đề cập đến phương trình trục đẳng phương của hai 
đường tròn . Vậy trục đắng phương là gì? tính chất ra sao? vận dụng như thế 
nào trong các bài toán liên quan đến đường tròn. Mời bạn đọc cùng theo dõi 

© Nhận xét :Trước tiên chúng ta cần hiểu thế nào là trục đẳng phương? 

y Định nghĩa phương tích: Cho đường (C) :x 2 + y 2 + 2ax + 2 by + c = 0. Khi 

đó P M/(C) =MA.MB không phụ thuộc vào phương của cát tuyến MAB của 
đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M. 

Cụ thể nếu M(x 0 ; y 0 ) thì P MnC) — x ữ 2 + y 0 2 + 2ax ữ + 2by ữ + c — 0 . 

V Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn (C,), (C 2 ), khi đó: Tập 

theqỊGâịM I pịp { ^lìầìP^iÚỊ) |dấí'n^Mửềftg/«Ểtìg ÌẩPỔế?gọ?mgrũèmy&pldỉW^ hết tất 
cả (KÍềrỉếiỂếĩCý được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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Giả sử 


(Cj ): X 2 + y 2 + 2a 1 x + 2^7 + Cj = 0 
(C 2 ): X 2 + y 2 + 2a 2 x + 2b 2 y + c 2 - 0 


Thì phương trình trục đẳng phương là: 2(a ỉ —a 2 )x + 2(bj — b 2 )x + C| — c 2 — 0 


Af-2:-n 



ÍN 

II 

u 

ẻ 

/»■ 

/ / 
# r 

I \ 1 

/ / 

/ / 

/ / y 

/ * X 

/ / X 

/ 's 
/ / - 

N(3;-4) \ \ 


H(2;l) \ \ 


M ] 

\ M6X 

- 2y - 1 = 0 / 


V Chú ý: 

+ Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm A, B thì AB chính là trục đẳng phương 
của (Ci) và (C 2 ) 

+ Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điểm A thì trục đẳng phương của 2 đường 
tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 

® Ỷ tưởng: 

Nhận xét đầu tiên khi dựng hình đó 
chính là đường BC _L AH nên ta đã sẵn 
có véctơ pháp tuyến của BC. 

_ Đe viết phương trình đường thẳng BC 
thì chắc chắn ta phải đi tìm điểm M, do 
M thuộc đường thắng d nên ta dễ dàng 
tham số hóa điểm M. 

_ Vấn đề đặt ra lúc này là ta cần 1 
phương trình có liên quan đến điếm M 
—> đó là phương trình nào? và nó liên B 
hệ gì với những giả thiết còn lại? 

__ Phân tích các giả thiết còn lại ta có N e 

EF (1), độ dài BC = 2 V 5 cùng với tọa 
độ của điểm A và H đang có. Trong 
những dữ kiện này, dữ kiện N e EF là 
đặc biệt nhất, đó phải chăng là lời gợi ý 
của người ra đề cho chúng ta —»• hãy lập 
phương trình đường EF? 

_ Đen đây thì mọi thứ vẫn chưa thật sự rõ ràng? nhưng nếu bạn chú ý một chút thì 
F và E đang nhìn BC dưới một góc vuông —> BFEC chính là tứ giác nội tiếp và 
đường tròn (C) tâm M bán kính BM sẽ đi qua E và F nên lúc này EF chính là 
dây cung của đường tròn (C). 

Không dừng lại ở đó, ta cũng phát hiện thêm E và F cũng đang nhìn AH dưới 
một góc vuông —» AEHF cũng là một tứ giác nội tiếp và đường tròn (C’) tâm I 
(trung điểm AH) bán kính IA sẽ đi qua E và F nên lúc này EF chính là dây cung 
của đường tròn (C’) 

themẩqầ ỂFổ(ẾfenMểtlâf mứgeứttiỊ* Mề ỶMtâvàfẩýl.rếmG}Wằ (#T vMỉỉeỔmìSx hết tất 
đường tròn (C) và C’). 
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► Hướng dẫn giải: 

* Med:x-2y-l=0=> M(2m + 1; m) 

* Ta có E và F cùng nhìn BC dưới một góc vuông => BFEC là một tứ giác nội 

, , BC /— 

tiêp đường tròn (C) có tâm là diêm M và bán kính R = BM = —— = v5 

(C): (x — 2 m — l) 2 + (y- mỷ = 5 

* Ta có E và F cùng nhìn AH dưới một góc vuông => AFHE là một tứ giác nội 
tiếp đường tròn (C’) có tâm là 1(0;0) là trung điểm AH và bán kính 

R’= AI = ^- = 4ị^>(C')\x 2 +y 2 =5 

* Nhận xét E, F chính là giao điểm chung của hai đường tròn (C) và (C’) => EF 
chính là trục đẳng phương của hai đường tròn trên nên EF có dạng: 

(x — 2 m — l) 2 + (y — m) 2 =x 2 +y 2 <^> 2(2m + l)x + 2 my — 5 m 2 + 4/77 — 1 = 0 

* Mặt khác N(3;-4) e EF 

7 ^ 9 [m = -\ rM,(-l;-l) 

2(2m +1)3 + 2m.(-4) - 5m 2 + 4m -1 = 0 o m 2 = 1 o => " 

m = 1 L 

* THI: Đường thẳng BC qua Mi(-1; -1) nhận AH = (4;2) làm véctơ pháp 
tuyến có dạng là: BC : 2(x +1) +1 (y + l) = 0<Cí>2x + y + 3 = 0 

* TH2: Đường thẳng BC qua M2(3; 1) nhận AH — (4; 2) làm véctơ pháp tuyến 
có dạng là: BC : 2(x — 3) + \(y — l) = 0<=>2x + y — 7 = 0 

, 2x+y+3=0 

Vậy phương trình đường thăng BC cân tìm là 

|_2x + y-7 = 0 

■ Lời bình:Có thể thấy được một số vai trò tiêu biểu của trục đẳng phương của 
hai đường tròn trong việc giải quyết các bài toán đường tròn cắt nhau. Việc phát 
hiện các tứ giác nội tiếp từ các chân đường cao cùng với việc lập phương trình 
“đường tròn ẩn mình” giúp cho ta thấy được một hướng khai thác khác của bài 
toán. Trong quá trình đi tìm lời giải cho 1 bài toán, thì những dữ kiện mà đề bài 
cho tưởng chừng như không liên hệ gì cả nhưng luôn có một sợi dây vô hình 
liên kết chúng lại. Và nhiệm vụ của ta làm khám phá ra sợi dây liên kết đó. 

BÀI TOÁN 14 (ĐƯỜNGELIP). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Elip (E): 

2 2 

thJỹátKỹ =ghp ềm ẾỹHíbỉ ịầiị>nử (ẸậMỊki hết tất 

cả ftịt l bíặiAIf Á ỂlõMhtùlỂí^ìỉý. nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


■ Đặt vấn ăề:Ngoài bài toán tìm điểm thuộc (E), thì bài toán xét vị trí tương đổi 
giữa điểm, đường thẳng, đường tròn, đường elip so với elip cũng khá phổ biến. 
Cụ thể trong bài toán trên, thì ta có thể tiếp cận như thế nào? Như ta đã biết 
phép co của một đường tròn sẽ tạo thành Elip . Vậy các kết quả, cách làm của 
bên đường tròn có thể ứng dụng gì bên elỉp không? Mời các em xem lời giải. 

■ CÁCH 1 :Sử dụng phương pháp gọi điểm. 

© Ý tưởng: 

_ Ta gọi M(x; y) G (E), do IM = IN 
=> I là trung điểm MN 
=> tọa độ N theo tọa độ M 
_ Lần lượt cho M, N thuộc (E) 

—> biến đổi để tìm quỹ tích của MN 
chính là đường thắng d cần tìm. 

_ Kiểm tra đường thẳng có là đường thẳn 
cần tìm bằng cách thay tọa độ I vào. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi M(xi; yi) là điểm thuộc (E). Do 1(1; 1) là trung điểm MN 
=> N(2 - Xi; 2 - yi) e (E) 

* Mặt khác ta có M và N đều thuộc (E) nên ta có : 






l 0 





M e (E) 
N E (E) 


2 2 

h_ + ỵl_ 


=1 


( 2- Xl ) 2 ( 2 - y 1 ) 2 _ 1 


* 




4x ỉ 2 +9yj 2 =36 


4xj 2 +9y 2 -Ì6x l -36y 1 +52 = 36 (2) 


* 


4 Xl 2 +9 yi 2 =36 
4(2- Xl ) 2 +9(2- yi ) 2 =36 
4xi+ 9yi-13 = 0 (*) 

M E d (do(*)) 

Ied 

d: 4x + 9y - 13 = 0 là phương trình đường thẳng cần tìm 


( 1 ) 


Đặt d: 4x + 9y - 13 = 0. Ta có: < 


Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là \d: 4x + 9y -13 = 0 
■ CÁCH 2: Sử dụng cách thiết lập đường thẳng theo hệ số góc k (tìm “cây 
gậy vtpt”). 

© Ý tưởng: 
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_ Chuyển bài toán viết phương trình đường thẳng thành bài toán biện luận k để hệ 
phương trình trên có hai nghiệm (nghĩa là ta đang xét sự tương giao giữa đường 
thẳng và đường elip). 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* THI: Đường thẳng A đi qua 1(1; 1) và song song với Oy <^A: X = 1. 

Ta có M, N là giao điểm giữa A và (E) nên ta có 

4^2 


2 2 

x , y 1 
—+— = 1 


9 4 

X — 1 


<=> 


X — 1 


y = 


X = 1 => y = — 


3 

4^2 



0 

± (loại vì trung điểm của MN khác I). 
0 


* TH2: Đường thẳng A đi qua 1(1; 1) có hệ số góc k <^>A: y = k(x - 1) + 1. 


„ 9 

Ta có M, N là giao điêm giữa A và (E) nên ta có 


2 2 

^ + ^ = 1 


9 4 ^ 

y = k(x-l) + l (2) 


Thay (2) vào (1) ta được : 

X 2 k 2 (v — l) 2 + 2k(x — 1) +1 1 


9 4 


(9 k 2 +4)x 2 +(m-m 2 )x + 9k 2 -18ẢT-27 = 0 

với XM, xn là hai nghiệm 


của phương trình trên. 

-b 18k 2 -18k 


Ta có XM + XN = 


a 


9k 2 +4 


= 2y l = 2^> k = 


-4 


Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là \d: 4x + 9y -13 = 0 
Lời bình:Neu xem xét lại bài toán 9 (đường tròn) thì ở cách 2 ta cũng có thể 
thực hiện tương tự. Ớ bài toán này, phép đối xứng tâm I biến điểm M thành N, 
biến elip cũ thành elip mới cũng tương tự như bạn làm với phương pháp gọi 
điểm (bạn đọc có thể làm thử). 


BÀI TOÁN 15 (TIÉP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG ELIP). Trong mặt phẳng tọa độ 


2 2 

A X y 

Oxy, cho phương trình đường elỉp (E ): —— + r -— = 1. Xét một hình vuông 


ngoại tiếp elip (tức là các cạnh của hình vuông đều tiếp xúc với elip). Viết 
llìcpliútơhgìtíỷph c[íbầĩirợwigtlMUgỉỵhửltèáckầJiflỉit cWặ> /iìĩiịh vùnịỉgìẵà. vận dụng 

cả những giả thiết có được étrị^t lềiMấirtìtm ũạÂiimỉấiỂ" %éịí(gỉ(9Wết thì 


hết tất 
chưa 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

■ Đặt vấn đề:“viết phương trì nh tiếp tuyến của đường elip” là một nội dung 
thường gặp trong chương trình trước cải cách, điến hình là những đề thi đại học 
đầu tiên của “kì thi 3 chung”, Bộ GD&ĐT đã đề cập đến những vấn đề này. Xét 
góc độ học thuật (không phải góc độ thi cử), tác giả cũng muốn giới thiệu đến 
bạn đọc tiếp tuyến của đường elip là nhu thế nào? Mời bạn đọc xem lời giải. 


© Ý tưởng: 

_ Các tiếp tuyến tạo lập thành hình 
vuông ngoại tiếp hình elip —» vì vậy 
chúng không thể song song với 2 trục 
tọa độ ( do khi đó các tiếp tuyến ấy sẽ 
tạo thành hình chữ nhật) —» Với nhận 
xét trên ta gọi dạng hai phương trình 
tiếp tuyến liên tiếp của 2 cạnh hình 
vuông là 

d:y = k 1 x + m 1 , d':y = k 2 x + m 2 

_ Một đường thẳng A: mx + ny + p = 0 

2 2 

và elip (E): —- + 7 -T- = 1 thì điều kiện 
a b 

để A tiếp xúc (E) là: 

„2 _ 2 , 1 . 2.2 _ 2 

a m +b n = p 

_ Dựa vào điều kiện tiếp xúc đó ta có d tiếp xúc (E) (1), d’ tiếp xúc (2), d _L d’ (3) 
và (E) và hình vuông có cùng tâm nên khoảng cách từ o đến d và d’ bằng nhau. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi phương trình d: y = Iqx + mp d': y = k 2 x + m 2 lần lượt là hai đường 

thẳng chứa hai cạnh liên tiếp của hình vuông ngoại tiếp elip đã cho. 

* Theo để bài ta có: 



* 


d tiep xuc (E) 

r 2 1 2 , 1 2 2 f 

a .kj +b =m 1 

d’tiepxuc(E) <=> < 

a 2 .k 2 2 +b 2 = m 2 2 < 

d _L d' 

V 

1—H 

1 

II 

M 

2 

_ J 


6 kj 2 + 3 = m, 

2 


6 k 2 +3 = m 2 


ki-k 2 = -1 

Mặt khác, do hình vuông ngoại tiếp (E) và có cùng tâm với (E) 
Suy ra d[0;d] = d[ơ;d’] <=>| Iĩij 1=1 m 2 I (4) 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


theo cách 1 góp phần giúp các 

* Dp i m 1 =IịCỊĩ=>K ĩ:W o 
cá những giá thiet có được từ í 


ữte dc^ 2 kếtH’à hợpX^iỊ^yihư vận dụng hết tất 
bập -Nấ.ỵ bjpílthp\i^ klÙỊiìg hết giả thiết thì chưa 
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* Khi kị = 1 => m = ±3 , ta được hai phương trình hai cạnh hình vuông song song 
với nhau là: y = X + 3 hay y = X - 3 


* 


Khi kj = — 1 => m = ±3, ta được hai phương trình hai cạnh hình vuông song 
song với nhau là: y = - X + 3 hay y = - X - 3 


2 > | _ _ 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là y = X ± 3, y = —X ± 3 


Lời bình: Đây là một dạng toán không quá xa lạ gì với chương trình cũ, nhưng 
với chương trình mới chắc chắn các bạn sẽ rất bỡ ngỡ vì chưa bao giờ được “va 
chạm” với kiến thức này. vẫn phải nhấn mạnh một lần nữa, bài toán này không 
phục vụ mục đích “thi cử” mà chỉ phục vự múc đích “học thuật” nhé các bạn. 


BÀI TOÁN 16 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG HYPEBOL). Trong mặt 

2 2 

z x y , 2 

phăng tọa độ Oxy , cho hypebol (H): —— ± — — 1. Gọi d là đường thăng đi 

4 9 

qua gốc tọa độ o và có hệ số k. Đường thẳng d’ cũng đi qua gốc toa độ và 

vuông góc với đường thẳng d. Gọi A, c, B, D lần lượt là giao điểm giữa d và 

_ , , ° _ _ , . 144 

(H), d và (H). Tìm k đế diện tích hình thoi ABCD bằng ——. 


© Ý tưởng: 

_ Do hai đường thẳng d và d’ vuông góc nên 
ta cũng có được hệ số góc của đường d’. 

_ Mỗi một đường thẳng đều cắt (H) tại 2 
điểm phân biệt —> tìm điều kiện của k để 
chúng cắt nh au. 

_ Tính theo k diện tích hình thoi, ở đây ta 

có Sabcd — 4Saoab — 4.0C.0B — > tính 
OA, oc theo k 

_ Dựa vào dữ kiện của đề bài cho tính ra 
giá trị k (so với điều kiện ban đầu). 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có phương trình d: y = kx, do d’ _L d 



d’: X = ky. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa d và (H): 
9x 2 — 4k 2 x 2 = 36 <=> (9 — 4k 2 )x 2 =36 



-3 3 

<k<- 

2 . 

nhữ vạn dụng hêt tât 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Phương trình này có 2 nghiệm phân biệt 

<»9k 2 -4>0<^> k<^vk>| (2) 

3 3 

[ í-3 -2^1 í 2 ỹ) 

Ket hợp (1) và (2), ta được k G u — ỈT' (*) 

12 3 132; 


* Ta có ABCD là hình thoi 


Q_- 4S; 

^ABCD ^°AOAB 


= 2.0C.0B 


B có tọa độ 


X B = 


y B = 




Tương tự c có tọa độ c 


. Do đó OB 2 = X B 2 + y B 2 = 


36(1+ k 2 ) 
9-4k 2 


-6k 




OC 2 = 


36(1+ k 2 ) 
9k 2 -4 


Do 


ABCD 


MlỴ oob 2 .oc 2 - 

5 ) \ 5 ) (9-4k 2 )(9k 2 -4) 


144 


Suy 

(1 + k 2 ) 2 _ 4 

(9 - 4k 2 )(9k 2 - 4) _ 25 


= <=> 25(1 + 2k 2 + k 4 ) = 4(97k 2 - 36k 4 - 36) <=> k 2 = 1 


* Do đó k = ± 1 (nhận vì thỏa điều kiện (*) 

Vậy giá trị k cần tìm chính là k = ± 1 

Lời bình:Bài toán này có thể có thay đổi câu hỏi là tìm k để diện tích hình thoi 
trên là nhỏ nhất. Khi đó bạn sẽ xử lý như thế nào? (Các bạn có the xem tiếp 
“chủ đề 5 - chương 2 - max - min cực trị hình học trong mặtphẳng Oxy” để 
hiểu rõ hơn) 


BÀI TOÁN 17 (ĐƯỜNG PARABOL).7>ơ«g mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 

Parabol (P): y = ặrt** w< tó w d:2mx-2y + l = 0. Chúng m inh rằng 

với mọi giá trị m, đường thẳng d luôn đi qua tiêu điểm I của (P) và (d) cắt (P) 
tại hai diêm phân biệt A/, N. tìm quĩ tích trung diêm I của đoạn MN khi m 

theth&âổỉpìl góp phần giúp các bạn liên kết và tập họp cũng như vận dụng hết tất 
ễằ ẵược từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_ Đe chứng minh d luôn đi qua tiêu điểm F của (P)—>ta chứng minh F ed,Vme R 
—> điều này chỉ cần tính tọa độ tiêu điểm F và thay vào phuơng trình đuờng d để 
kiểm tra. 

_ Việc chứng minh d và (P) luôn cắt nhau tại hai điểm phân biệt tuơng tự nhu ta 
xét phuơng trình hoành độ giao điểm giữa d và elip (E), d và hypebol (H) (phần 
này xin dành cho bạn đọc). 

_ Cuối cùng là ý tuởng chứng minh quĩ tích điểm M, khi m thay đổi, đây là một 
dạng toán khó, đòi hỏi ở học sinh một số kỹ năng quan trọng. Cụ thể mời bạn 
đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 


X 


* (P): y = <=> x = 2y. Đây là 

phương trình chính tắc của (P) nhận 


\ 2 J 


9 

làm tiêu diêm. 


Thay tọa độ F vào đường thẳng d ta 
thấy d luôn đi qua F với mọi giá trị m 
(đpcm). 

* Xét phương trình hoành độ giao điểm 

_ X 2 , 2mx + l 

giữa (P): y = —— và d: y =---ta 


có: 

2 



x z — 2mx — 1 = 0 (*) có A' = m 2 +1 > 0, VmeR=> pt (*) luôn có 2 nghiệm 
phân biệt 

Suy ra d luôn cắt (P) tại hai điểm phân biệt M, N với mọi giá trị meR. 


* Ta có I là trung điểm MN 


_ X A + X B 

x, = ——— = m 


y, = 


2 

y A +y B 


1 

= mXj + — 


9 

(đê tìm quỹ tích của I 


1 


—> ta tìm cách khử m khỏi hệ phương trình)=>yj = Xj + — =>Quỹ tích của 

2 



điểm I chính là Parabol (Pi): 

the¥ậ$0ulcặié]faàpMátiịìiứpigcí&Ịntg ỶMíyĩịết ycFíẵp -hợp 

cả nhữụggicL thiết cỏ \đưạ£.từ đầ bàị. rNeụ , hạn , chưa líS *_ 

■ Lờĩ DÌnn: Baí toán vê quy tícn ĩà Dăĩ toán mật sự khó, nêu xểt vê Knia cạn 

học phang chưa có tọa độ. Còn khi đã có tọa độ vào thì việc tìm quỹ tích của 

195 


cũng như vận dụng hết tất 

dùng hết giả _ thiếu thì chưa 
u xểt vê khỉầ caĩih ninh 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

những điểm khi các giá trị tham số liên quan thay đổi trở nên bớt “phức tạp” 
hơn. (Với những bạn nào thật sự yêu thích phần tìm quỹ tích của tập hợp điếm 
các bạn có thể tham khảo chuông 3: ứng dụng hệ trục tọa độ vào việc giải bài 
toán hình học phăng”. 


BÀI TẬP CHỌN LỌC - Tự LUYỆ N CHỦ ĐỀ 2 


Câu 1: Trong mặt phảng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(l; 4), B(3;—1), C(6; 2) 

a. Lập phương trình tổng quát của đường thẳng AB. 

b. Lập phương trình chính tắc của đường thẳng BC. 

c. Lập phương trình tham so của đường CA. 

d. Lập phương trình đường thẳng chứa đường cao AH. 

e. Lập phương trình đường thẳng chứa trung tuyến AM. 


(ĐS: a)AB : 5x + 2y -13 = 0, b)BC : 


x—3 y +1 


1 


1 


c)AC:\ x 1 + ^ (te/?), d)AH:x + y -5 = 0) 
y = 4-2t 

© Hướng dẫn giải 



■ Nhận xét: câu 1 trong bài toán chọn lọc ở chủ đề 2 là mở màn cho việc thiết 
lập một sổ dạng phương trình đường thẳng đã giới thiệu ở phần lỷ thuyết 
chương 1 cũng như phương pháp ở chương 2. Mời bạn đọc cùng nhận xét. 

* Đường thẳng AB qua A(l;4) nhận A B — (—2; 5) làm véctơ chỉ phương nên có 


véctơ pháp tuyến là n AB = (5; 2) có dạng tổng quát là: 5(x — 1) + 2(y— 4) = 0 


<^> 


AB : 5x + 2y — 13 = 0 

\- 


theo cách 1 góp phân giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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* Đường thẳng BC qua B(3; -1) nhân BC = (3; 3) làm véctơ chỉ phương có dạng 

chính tắc là: x = TTẢ <c^> X — y — 4 = 0 

_Ị_J_ 

* Đường thẳng AC qua A(1; 4) nhận AC = (5; —2) làm véctơ chỉ phương có dạng 
tham số là: 

* Ta có AH ±BC : X — y — 4 = 0 => AH : x + y + m — 0 , AH qua A(l; 4) 

=> m = -5 

Vậy phương trình AH:x + y — 5 = 0 

•Đường thẳng AM qua A(1 ; 4) nhận 

X — 1 y-4 

làm véctơ chỉ phương có dạng là: —-— = -—— 

<^> AM : X + y — 5 = 0 (đến đây ta phát hiện trung tuyến AM và đường cao 
AH trùng nhau) 

AB : 5x + 2y-13 = 0 

BC: ĩzí = ỵ ±1 

1 1 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: < ị 

AC:\ X= + *(t^R) 

ừ = 4-2í v 

AH : X + y- 5 = 0 

■ Lời bình:Qua bài toán trên, ta rút ra một số lưu ý sau: 

Một là, để chuyển đổi giữa véc tơ pháp tuyến n = (a;b) sang véc tơ chỉ phương 

u ta có thể áp dụng nguyên tắc “đổi chỗ, đổi một dấu” (cơ sở dựa trên tích vô 

hướng giữa hai véctơ bằng 0) nên ta có hoặc u = ( b ; —à) hoặc u = (—b; a) . 

Hai là, đối với một đường thẳng thì có vô số các véctơ pháp tuyến và chỉ 
phương vì vậy ta có thế chọn các véctơ cùng phương với chúng sao cho có “tọa 
độ đẹp” nhằm góp phần tạo thuận lợi cho việc tính toán, (ví dụ như ở câu b, ta 

.7 [ ÚhưQQg 5£=(3;3)==3íl;l)nện ta.có thể chọn M ac = (l;1) lạm véctơ , : 

theo cách 1 góp phan giúp các bạn liên ket vá tạp họp cũng như vận dụng het tãt 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 



[91 

* Gọi M là trung điểm BC =>M 

1 2 2 
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chỉ phương, tương tự ở câu f, ta có chỉ phương AM 


U ; tJ 


7 

2 


(1;—1) nên 


ta có thể chọn = (l; — l) làm véctơ chỉ phương. 

Ba là, đối với dạng chính tắc của đường thẳng thì nếu véctơ chỉ phương có 
dạng: u = (a; 0), (a ^ 0) hay u = (0; b), (b ^ 0) thì ta không thể biểu diễn nó ở 

dạng chính tắc được do biểu diễn của dạng chính tắc có dạng phân thức nên bắt 
buộc cả a và b khác 0. 

Bốn là, trong quá trình lập phương trình đường thẳng, nếu phát hiện đường 
thắng của mình vuông góc hoặc song song với đường thắng d: ax + by + c = 0 
thì ta có thể đổi trực tiếp bằng cách: 

A _L d : ax + by + c = 0 => A: bx — ay + m = 0 hay A : —bx + aỵ + m = 0 
A / !d : ax + by + c = 0 => A : ax + by + n = 0, (c^n) 


Câu 2: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thăng d qua M(l; 4), căt 
nửa trục dương Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho diện tích tam giác OAB nhỏ nhất. 

(ĐS: d \ + ^~ = \<5> d :4x + y — 16 = 0) 

2 8 

© Hướng dẫn giải 

■ Đặt vấn đề:vớ/ câu thứ hai này, tác giả chọn ra nhằm hướng đến việc giới thiệu 
lại phương trình đoạn chan hai trục tọa độ, đồng thời lồng bài toán max — min 
cực trị hình học vào. Các bạn có thể vận dụng các kiến thức của Đại sổ — giải 
tích để xử lý bài toán max - min này. 

• Ta có phương trình đường thẳng d qua M( 1; 4) cắt nửa trục dương Ox, Oy tại A, B. 
Giả sử A(a; 0), B(0; b). ( a > 0, b > 0) 

Khi đó phương trình d qua A, B, M có dạng là: 

- + ^ = 1 o- + ị = \ (1) (a > 0, b > 0) 
a b ab 


1 __ 1 

Mặt khác diện tích tam giác OAB là: S A0AB = Ỷ OA.OB = a.b (*). 

; , , Ẩl , „ , ^ 14 

Ap dụng bât đăng thức Cauchy cho 2 sô dương —, — ta có: 

a b 
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Vậy diện tích tam giác OAB nhỏ nhất khi 

1 4 

s = 8 khi và chỉ khi — = — (2) . 

a b 


Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 


14=1 

a b 
Ị__4 

a b 


<=> 


a 

b 


2 

8 



Vậy phương trình đường thăng cân tìm là'. 


► Ngoài ra ta cũng có một cách khác để tìm giá trị nhỏ nhất của diện tích ! 

1.4 b 

• Từ (1) <=> — = 1 — 2-<^ a- ——— (3) thay vào (*) ta được: 

a b b-4 


s 


AOAB 


_ \ rkArkn _ 1,1 b u _ b 2 
— -7 OA.OB — y .a.b — -7 — b - ———- 
2 2 2b-4 2b-S 


b 2 b 

Đặt f ( b ) = ———— (b> 4) do a > 0 <=> ——— > 0 <^> b > 4 


2b-s 


b-4 


Khi đó f \b) — 


2b 2 -Ì6b 
(2b - 8) 2 ’ 


f\b) 


= 0o2Z) 2 -16Z> = 0<^ 


b - 0 (ktm) 
b = 8 ịtm) 


ĩ 

Dựa vào bảng biên thiên ta có 


s^=minf(b) = s^b = s^a = 2 

b> 4 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: 

■ Lời bình:Cớ thể thay trọng tâm của bài toán này là việc xử lỷ dữ kiện diện tích 
tam giác OAB nhỏ nhất. Tuy nhiên trong trường hợp mà đường thẳng d không 
cắt nửa trục dương Ox, Oy mà chỉ đơn thuần cắt 2 trục tọa độ thì sẽ phát sinh 
khá nhiều trường hợp. Bài toán cũng có thể tong quát lên nếu ta giả sử M(a; b) 
bất lú. 


í/:^ + ^- = l<=>£/:4x+y-16 = 0 
2 8 


Câu 3: Trong mặt phang tọa độ Oxy, lập phương trình đường thẳng d đi qua 
4(1; 2) tạo với đường thẳng d’ có phương trình 3v — 2y + 1 = 0 một góc 45°. 

(ĐS: 5x + y — 7 = 0 hay X - 5y + 9 = 0) 

theo cách 1 góp phần giúp cág) /HtữớiÌỆỊklỀtìtgịM tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Neu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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■ Nhận xét: đây là một dạng câu khá là quen thuộc không hề xa lạ trong các bài 
tập ở trường phổ thông, và bạn cũng có thể tổng quát bài toán này lên nếu cần 
thiết. Mời bạn đọc xem lời giải. 

• Phương trình đường thẳng d qua A có dạng 

d: a(x — 1) + b(y — 2) = 0 (a 2 + b 2 >0) 

Trong đó: n = {a;b ) là vecto pháp tuyến của đường thẳng d. 

• Ta có d tạo với d’ một góc 45° nên ta có: 


cos (d;d') =1 cos (n;n d ,) 1= 


n.n d , 


lĩ 


n d' 


1 .. \2a-2b\ 1 

^ ^ I I _ 

xÍ2 V4 + 9a/<2 2 ~+b 2 V 2 


Do đó, 2(3 a - 2bf = 1 3(a 2 + b 2 ) <=> 5a 2 - 24 ab - 5b 2 = 0 (*) 

Với b = 0 thì phương trình (*) suy ra a = 0 (không thỏa) nên ta chọn b = 5 

a — 25 


Khi đó (*)oa-24a-25 = 0o 


a = -1 


Với a = 25, b = 5 ta có d : 5(x — 1) + \(y — 2) = 0 <=> 5x + V — 7 = 0 


Với a = -1, b = 5 ta có d : —l.(x—l) + 5(y —2) = 0<e^> X - 5 V + 9 = 0 


2 /V t _ 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: 5x + y -7 = 0 hay X - 5y + 9 = 0 



ể eo QỆệỊrT~gởõ~ ũhần&ủp pảơbạn Mên kết, và tảữrhợp_ cũ.ụg hluc ì. vân dỵpgh 

au 4: Trohgymụt pnangbtọđ đọ uxỹ, cho tam giác AdL cấn ĩạỉ 91 cõ phương trùm 

cả ìỊpữngx giỷythiỹ^qý ỹịpvyptựx Ệêy lỳụ.=$ệuLậfêUbhshwb- dừn,% diêínBỈầiỉầùêtAt<h 

biết AC qua M(l; 1). 


hết tất 
chưa 
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(ĐS: AC:\lx + ly-24 = 0) 


© Hướng dẫn giải 

Đặt vấn ăề:Một cách vận dụng khác trong việc sử dụng góc giữa các đường 
thẳng chỉnh là việc sử dụng công thức tan thay vì dùng cosin. Mời bạn đọc cùng 
theo dõi. 

Gọi phương trình đường AC có dạng: ax + by + c = 0 (a 2 +b 2 >0) 

AC qua M(l; 1 ) nên ta có a + b + c = 0 (1) 

Do tam giác ABC cân tại A nên ta có: 

1 .(-3)-2(1) _2b-a.{-2) 


tan( ẢB;BC) = tan (BC,AC) 


o 5 ( 2 a - 3 b) - 2b + 3a a - 


1.2 + 1.(-3) ~~ 2a + b(-3) 
\Jb_ 

7 


Lúc đó, (1) suy ra c = —a — b = -NỈL — ị } — 


7 


7 


17 b 24 b 

Khi đó phương trình AC là: — 3 — x + by — —— = 0 <=> 


7 


7 


ẢC \\lx + ly-24 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là'. AC : 17x + ly — 24 = 0 


Ngoài ra ta cũng có thể giải theo cách khác như sau: 

, 2 

BC và AB lần lượt có hệ số góc k x =^~, k 2 =—ì. 


-2 


__ . N /t 0 —k, 

tan(BC; CA) = 2 1 


-1 


1 + kị. k 


= —5 .Vì tam giác ABC cân tại A nên ta có: 


1 - 


k — 


tan(5C; CA) = - i 2 iĩ\(AB, BA) = 5 <=> 


1 + 


2 

3 _ ^ 7 — 17 

= 5 => k = _ 

7 


2 k 


AB: X + y + 1 = 0 


• Khi đó phương trì nh AC qua M(l; 1) 

,, , , -17 

có hệ sô k = —— có dạng là: 

y- 1 = Z ^0-1) 

theo c ách l góp phan giúp cá c bạn liên kết và tập hợp cũn 
cả íứtũ ìẠCglcỉ ■Ỉlíìeỉ y C õ lẾrữiP \ừ đề bài. Nếu bạn chưa dù 





van aimg hết tất 
hì chưa 
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phương trình đường thăng cân 


AC : 17x + 7y-24 = 0 


■ Lòi bình :vớ /7 cò /7 một cách giải nữa là sử dụng hàm cosỉn góc giữa hai đường 
thẳng như câu 3, nhưng để các bạn có cái nhìn tương đoi tổng quan hơn nên 
trong câu này tác giá không trình bày. Neu chúng ta giải theo hướng đó thì sẽ 
phải loại đi 1 trường hợp. Nhìn chung các lập phương trình qua 1 điểm và 
khuyết vecto pháp tuyến không có gì mới mẻ. nhưng nhìn nhận chúng trong góc 
độ hình là một tam giác cân thì vì phát hiện là phụ thuộc vào góc nhìn của 
người làm. 


Câu 5:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(l; 5), phương 
trình hai đường trung tuyến lần lượt là d]t 9x — 4y — 11 — 0, dỉ: 3x - 5y — 0. 
Lập phương trình đường thẳng chứa cạnh BC. 

(ĐS: BC :4x-3y-ll = 0) 

© Hướng dẫn giải 

■ Nhận xét:khi đề không cho cụ thể phương trình 2 đường trung tuyến xuất phát 
từ đỉnh nào? thì việc đầu tiên ta nên kiểm tra đỉnh đã cho có thuộc 2 đường 
trung tuyến đó không? 


Nhận xét A không thuộc dpd 2 . Giả sử: < 


BM : 9x - 4y -11 = 0 
CN : 3x - 5y = 0 


• Gọi G là trọng tâm tam giác ABC khi đó tọa độ G thỏa hệ: 


To 

X 

Xí 

II 

o 

5 

X = — 


(5 ^ 

< { 

3 => 

G 


r 

X 

L/ì 

II 

o 

^=1 


13 J 


Ta có: B thuộc BM suy ra B 


Do G là trọng tâm tam giác ABC nên ta có: 


(4b + ll ,) 


í 3c^ 

„ ;b 

và c thuộc CN suy ra c 

c; r 

V 9 J 


l 5 J 
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Khi đó BC qua C(5; 3) nhận 
Ẽc = (6; 8 ) = 2(3; 4) làm 
vecto chỉ phương có dạng là: 

x-5 V - 3 
3 = 4 


BC :4x-3y-ll = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là'. BC : 4x — 3 y — 11 = 0 


Câu 6 '.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(-4; —5) và hai 
đường cao có phương trình là 5x + 3y — 4 = 0 và 3x + 8y + 13 = 0. Lập 
phương trình các cạnh của tam giác ABC. 

(ĐS: AB : 8x — 3y + 17 = 0, BC: 3x — 5y — 13 = 0, AC : 5x + 2y — 1 = 0) 

© Hướng dẫn giải 

• Nhận xét tọa độ điểm B không thuộc phương trình hai đường cao đã cho. 

Giả sử: AH: 5x + 3y - 4 = 0 và CK: 3x + 8 y + 13 = 0. Trong đó H và K là chân 
đường cao lần lượt kẻ từ A và c. 

• Ta có: BC vuông góc AH 
nên có dạng BC: 

3x - 5y + m = 0. 

BC qua B(-4; -5) suy ra m 
= -13. 

Do đó BC: 3x - 5y - 13 = 0. 

Khi đó tọa độ c là nghiệm 
của hệ: 

3x —5y —13 = 0 
3x + 8y+ 13 = 0 

X = 1 . _ 

cạ-- 2 ) 





y = - 2 


Mặt khác AB vuông góc CK nên có dạng AB: 8 x - 3y + n = 0. CK qua B suy ra 
n= 17. 

Do đó AB: 8x - 3y + 17 = 0. 


Khi đó tọa độ A là nghiệm của hệ: 


8x-3j + 17 = 0 
15x + 3_y-4 = 0 




X — —1 

T = 3 


A(-l;3) 


ĩheo'^ Ị jìfiẺ}Ỷ r 'gỉiỉf'caCếcuĩhM}^ c ÌầỊP]ì}Ịỹ r 'ễìẦÍỸ ) g ( ^fỉẵ’ Hợn dụng hết tất 


cả những giả thiết cB-^ằi va cy ftr +7 Lb ứ ÍỊ. Ỳ c 2ỳ c ty l — lỹùng hết giả thiết thì chưa 
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Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là'. 

AB : 8x - 3 y +17 = 0, BC : 3x - -13 = 0, AC: 5x + 2y — 1 = 0 


Câu 7: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ trung điêm các 
cạnh BC, AB, AC của tam giác lần lượt là M(-l; 1), N(l; 9), P(9; 1). Lập 
phương trình các đường trung trực của tam giác ABC. 

(ĐS: AB : 5x + y —14 = 0, BC :x — y = 0, AC: x + 5y -14 = 0) 

© Hướng dẫn giải 

• Theo tính chất đường trung bình trong tam giác ta có NP // BC. 

Do đó BC qua M(-l; 1) nhận NP — (8;—8) = 8(1;—1) làm vecto chỉ phương có 


dạng là: 


x+\ y-ỉ 
1 = -1 


<^> 


BC: X - y = 0 


• Tương tự ta có AB qua N(l; 9) nhận MP = (10;2) = 2(5; 1) làm vecto chỉ 


phương có dạng là: 



Câu 8:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(3; 5), C(4; -3), 
phương trình một phân giác trong là d: X + 2y - 8 = 0. Lập phương trình đường 
thẳng chứa cạnh AC của tam giác. 

(ĐS: AC : 4x + 3 J - 7 = 0) 


© Hướng dẫn giải 

■ Gợi ý: vận dụng tính chất đoi xứng của phân giác để thiết lập tọa độ điểm mới 

đó lậ nội dung chíph của bài toán này.„ r " „ 

theo cách'Ị gỏp\ phân giúp các ban liên kêtyà tậpjiợp. r cũng nhự vận dụng hêt tât 
• Nhạn xet B và V đeu' KĨrong thuộc đ nen gương pnân'giác trong d xúat phạt ur 

cả d/ỉi^Ẵ siả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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Gọi H là hình chiêu vuông góc B lên d và K là điêm đôi xứng của B qua phân 
giác trong d. 

Khi đó H là trung điểm BK và K thuộc đuờng thẳng AC. 

• Ta có BH vuông góc d: X + 2y - 8 = 0 nên BH: 2x - y + m = 0. BH qua B(3; 5) 
suy ra m = -1 



•AC qua K(l; 1 ) nhận KC = (3;—4) làm vecto chỉ phương có dạng là: 


x-ì 

3 


T-l 

-4 


AC : 4v + 3j-7 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là'. AC : 4x + 3_y — 7 = 0 


Câu 9:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thăng đi qua A(2; —4) 
và cách điểm B(l; 2) một đoạn bằng 1. 

(ĐS:35x + 12j —22 = 0 hay x — 2 = 0) 

© Hướng dẫn giải 

■ Đặt vấn đề và gọi ý'.sau chủ đề góc thì nay ta đi đến chủ đề khoảng cách, các 
bạn cần nắm vững công thức tính khoảng cách từ 1 điểm đến 1 đường thẳng. 

CÁCH 1: 

• Đường thẳng d qua A(2; -4) có dạng là: a(x - 2) + b(y + 4) = 0 (a 2 +b 2 >0) 

Trong đó n-(a;b ) là vecto pháp tuyến của đường thẳng d. 

• Theo yêu cầu bài toán ta có: 

d(B-d) = 1» ' 7 a + % ■ = 1» 35Ố 2 -12írf> = 0 <» 

• Với b = 0, ta chọn ạ = 1 khi đó phương trình d: X - 2 = 0. , 

the(ịjcá<ịlị Ỹa cRo^ z a^= ậ^suỹ ra D — I^IvỂl cể?(/? Tị n fị.y — Ll 22 v — I b dụng hết tất 

ỬẢ&Vịtĩti giả thiết có được từ đề bài. Nêu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 


b = 0 
35Ổ = 12 a 
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THI: đường thẳng d // Oy khi đó d: X - 2 = 0. Kiểm tra ta có d(B; d) = 1 nên 
nhận d: X - 2 = 0. 

Gọi phương trình đường thẳng d qua A(2; -4) có hệ số góc k: y = k(x - 2) - 4. 


Suy ra d: kx - y — 2k — 4 = 0 
Theo yêu cầu bài toán ta có: 

d(B;d ) = 1 <^> 


^ 61 = 1 <=> k 2 +12Ả: + 36 = k 2 +1 <=> k = 

12 


sịk 2 + 1 


-35 


Do đó phương trình đường thẳng d: y = —p— (x — 2) — 4 <=> 35x +12y — 22 = 0 


12 


2 ^ /X t 

Kậy phương trình đường thăng cân tìm là'. 35x + 12y — 22 = 0 hay X - 2 = 0 


Câu 10 :Trong mặt phăng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thăng qua diêm 
M(l; —2) và cách đều hai điểm A(0; ỉ), B(2; 5). 

(ĐS:x-l=0 hay 2x — y — 4 = 0 ) 

© Hướng dẫn giải 

■ Nhận xét: tương tự như câu 9, chúng ta có thể giả sử phương trình đường thẳng 
cần tìm khuyết vecto pháp tuyến và dựa vào quan hệ khoảng cách để tìm ra 
chúng hoặc dựa vào hệ số góc của đường thẳng theo nghĩa hàm số để giải. 

CÁCH 1: 

• Gọi phương trình A qua M(l; -2) nhận n = ( a;b ) (a 2 +b 2 >0) có dạng là: 


À: a(x - 1 ) + b(y + 2 ) = 0 


_ 9 y 9 A 

Đê A và B cách đêu đường thăng A khi 


d(A;A) = d(B;A) <^> 


Suy ra \ 3b — a\=\a + Ib |<=> 


b-a + 2b 2a + 5b-a + 2b 


sịa 2 +b 2 

b = 0 
a — —2 b 


'Ịã 2 ~+~b 2 


Với b = 0, ta chọn a = 1. Khi đó phương trình A là: X - 1 = 0. 
Với a = -2b, ta chọn b = -1 suy ra a = 2. 

Khi đó phương trình A là: 2x - y - 4 = 0. 


9 N 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: X — 1 = 0 hay 2x — y — 4 = 0 


mềirĩhch 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 


<ịp ■ tMfị t c6 < íi?ẩ\W c tư^ầe' Bảì.~ỉ^êấ bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

A: y - k(x - 1 ) + 2 


206 

152 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


• THI: A: X = 1 = X M <=> X — 1 = 0 . 

Xét d (A; A)=d (B; A) = 1 suy ra nhận X - 1 = 0 

• TH2: A: y = k(x — 1) + 2 <^> kx — y — k + 2 = 0. 

Đe A và B cách đều đường thẳng A khi 

d(Ẩ; A ) = d ( B ; A) <=>| —3 — k 1=1 k — 7 |<=> k = 2 


Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là'. X — 1 = 0 hay 2x — y — 4 = 0 
CÁCH 3: 



• d(Ắ; A) = d(B; A) thì bài toán có thể xảy ra 2 trường hợp. 

• THI: A và B nằm khác phía so với A . Khi đó trung điểm của AB thuộc đường 
thẳng A. 

Gọi I là trung điểm AB suy ra 1(1; 3). 

Khi đó đường thẳng d qua M(l; -2) nhận MI = (0;5) = 5(0; 1) làm vecto chỉ 
phương nên có vecto pháp tuyến là n = (1; 0) có dạng là: X - 1 = 0 

• TH2: A và B cùng phía so với A . Khi đó AB song song A nên A qua M(1; -2) 
nhận AB = (2; 4) = 2(1; 2) làm vecto chỉ phương có dạng là: 

X — 1 V + 2 _ , 

- = ^-—^>2x-y-4 = 0 

12 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là'. X — 1 = 0 hay 2x — y — 4 = 0 


■ Lời bình :Qua 3 cách giải trên ta có một số nhận xét sau: 

Với cách giải 1, dường như không quan tâm đến vị trí tương đối giữa điểm 
và đường và chắc chắn luôn xảy ra 2 trường hợp, có điều xét trong “ngữ cảnh” 
là một bài toán khác mà 1 trong 2 đường thẳng phải loại đi 1 đường thì dường 
như ta gặp phải chút rắc rối rồi? Khi đó ta có thể kiếm tra lại bằng cách xét vị trí 

theìT$ẵễ$ ( T ^ìỀỊỈTỈÍề' bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

, , yới cách giải 2 ,,đay là một cách ,giải hay .giúp tạ giảm đi số,ẳụ cụậ phitợng, , 

cá những , giả ưiiẽt cộ được từ đê bài. Nêu ụạn chừa Mùng hêt. giá. mìêt tnì chưa 
tnrih Khrdĩ tỉm vecto phap tuyên. Tuy hhien ơạn can ỏhăc rang minh không bị 

sót tính huống đường thẳng qua điểm đang xét và song song trục tung Oy. 
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Với cách giải 3,dựa trên hình vẽ thật đê ta suy ra 2 trường hợp cùng phía và 
khác phía. Đây thật sự là cách mà nhiều thầy cô giáo mong muốn học trò làm 
nhất vì nó giúp học trò phát triển trí tưởng tưởng hình học của học trò. 


Câu 11 :Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho hình vuông ABCD có một đỉnh A(—4; 5) 
và một đường chéo đặt trên thẳng 7x - y + 8 — 0. Lập phương trình các cạnh và 
đường chéo thứ hai của hình vuông đó. 

(ĐS: 4x + 3 y — 24 = 0, 4x + 3 y +1 = 0,3x — 4y + 32 = 0, 3x — 4y — 24 = 0 và 

AC:x + 7y - 31 = 0) 

© Hướng dẫn giải. 

■ Nhận xét :bài toán có nhiều điểm thú vị khỉ ta đã biết được góc hợp bởi các 
đường thẳng chứa các cạnh của hình vuông? vấn đề đặt ra là chọn con đường 
nào là thích hợp và thu được lời giải ngan cho bài toán. Một gợi ỷ nho nhỏ có 
thể sử dụng đến ở đây đó chính là phép biển hình. 


CÁCH 1: 

• Vì A có tọa độ không thỏa phương 

trình 7x-y-8 = 0 suy ra phương 
trình đường chéo BD là: 

BD : 7 X- y -8 = 0 . 

Do AC vuông góc BD suy ra AC: 
X + 7y + m = 0. 

AC qua A(-4; 5) suy ra m = - 31. 
Vậy AC : x-\-ly — 31 = 0 

• Gọi I là giao điểm hai đường chéo 
AC và BD ta có tọa độ I là nghiệm 
của hệ: 

S' ^ 

7x-p-8=0 x= 



x-\-ly-31 — 0 


o < 


y = 



2 


9 

Do I là trung điêm AC nên ta có: 


X A +X C = 2 Xj = -1 


x c = 3 


<=> < 

yA+y c = 2 yi= 9 Vc= 4 


C( 3; 4) 


• Gọi k là hệ số góc của đường thẳng d qua A và họp với AC một góc 45° và 
theo cách 1 góp phân giúp các bạn liệm kêt và tập họp cũng như vận dụng hêt tât 

cả ^lỉiĩnỉg^gĩỉv/kỉềt c ĩo í %ỄPợ < ề ữ Ỹìv ĩi đe' i õciiqNẾT^bỉm chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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( AC;d ) = -T- + kn => i 2 ữ\{AC\d) = ±1 


k + 


Do đó: 


1 - 


1 

7 Ik + Ì 

= ± 1 <^>——— 

1-k 


k 

7 


= +!<=> 


k = - 


k — 


3 

4 

-4 


A thỏa yêu câu trên là: 


9 

Vậy có hai đuờng thăng qua 


3 3. 

Với Ả; = -j=>y-5 = -j(x + 4)<Cí>3x-4y + 32 = 0 

, -4 -4. 

Với k - —- => y-5 = —-(x + 4) <£> 4x + 3y +1 = 0 


Đây cũng chính là hai phuơng trình 2 cạnh của hình vuông qua đỉnh A. 

Phuơng trình hai cạnh hình vuông đi qua c lần lượt song song với 2 cạnh trên 
nên có phương trình là d : 3x - 4y + n — 0 hay d ': 4x + 3y + n ' = 0 . 

• d và d’ lần lượt qua C(3; 4) nên ta suy ra n = 7 và n’ = -24 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là'. 

4x + 3y — 24 = 0, 4x + 3y + 1 = 0,3x — 4y + 32 = 0,3x - 4y - 24 = 0 và 

AC :x + 7y-31 = 0 


CÁCH 2: sử dụng phép biến hình 

• Tương tự như cách 1 ta tìm được phương trình AC: x + 7y-31 = 0và tâm 

Í-1.9Ì 


I 


V 


2 ’ 2 




C(3;4) 


Ta có phép quay tâm I góc quay 90° biến điểm A thành điểm B khi đó tọa độ B 
thỏa biểu thức tọa độ: 

X B - Xj + {x A —Xj) cos90° — (y A —yj) sin90° 

y B = T/ + Ca - X I ) sin 90 ° + (y A - T/) cos 90 ° 






x s =-l 

y B = 10 


B{- 1 ; 1 ) 


0 ( 0 ; 8 ) 


• Phương trình AB qua B(-l; 1) nhận AB = (3;—4)làm vecto chỉ phương có 
dạng là: 

theo cÁẮT. =g C \> ỉCệi yịiíụ^ỹựị' f)U!X) 4^ i l i Qỹ^24 v V / 1) dụng hết tất 

cả những giả miết cỏ được từ đề bài . Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

• Phương trình AD qua D(0; 8) nhận AD = (4; 3) làm vecto chỉ phương có dạng là: 
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X y -8 
4 = 3 


3x — 4v + 32 = 0, tương tự ta có BC: 3x - 4y - 24 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là: 

4x + 3 y — 24 = 0, 4x + 3y +1 = 0, 3x — 4y + 32 = 0, 3x — 4y — 24 = 0 và 

AC :x + 7y-31 = 0 


Câu 12: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, lập phương trình hai đường chéo của hì nh 
vuông, biết hình vuông có tâm I(-2 ; 0) và phương trình một cạnh hình vuông là 
d: X + 3y - 3 = 0. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Gọi M{ 3 — 3 m; m) e: V + 3 y — 3 = 0 là đỉnh của hình vuông. 


Ta có: dự;d) = 


(-2)+ 3.0-3 

Vl 2 +3 2 


•JĨÕ 


Suy ra IM — d (/; d).y/ĩ = r — .V2 = V5 . 

vio 

Ta có: IM 2 = 5 <=> (3 — 3m + 2) 2 + (m — 0) 2 =5 


<=> (5 — 3m) 2 + m 2 = 5 <=> m 2 — 3 m + 2 = 0 <=> 


m — 2 
m = \ 


THI: Với M(-3; 2) và I(-2; 0), ta có phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu 

x + 2 y-0 , - 

bài toán là: À, : —-—— = 4—4 •w>2x + y + 4 = 0 

-3 + 2 2-0 

TH2: Với M(0; 1) và I(-2; 0), ta có phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài 

.... X y ^ ^ 

toán là: A, : —- + — — \ <^ X — 2y + 2 = 0 

-2 1 


Kậy phương trình đường thăng cân tìm là: 2x + y + 4 = 0 hay X — 2y + 2 = 0 


Câu 13:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tma giác ABC có đỉnh A(2; 4), B(0; -1), 

C(6; 2). Lập phương trình đường thẳng A qua A sao cho: 
a. A chia AABC thành hai AABM và AACM mà diện tích AACM gấp đôi diện 
tíchAABM. 

h.A cách đều cỊiểm ỊLỵà CẠ ,. ,,, , / .. . . ,. _ ._,.. ,_ , ỉ ỉ 

theo cách 1 góp phan giúp các bạn lien ket và tạp họp cungnhư\ vạn dụng iiet tãt 

cả những giả thtêt có được từ đệ tràir. Npu hạp chưa dừng — hêt 'giả -ứnci- thì 1 chưa 

© Hương dân giải 
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• Ta có: S ACM — 2S ABM O—AH.CM — -AH.BM <=> CM — 2 BM và do 
CM, BM ngược hướng nên: 

CM = -2BM^ị X “- X c = -iy- X y 

\yM Tc 2 (Tm Tổ) 

X M - 6- -2{x m - 0) [x M — 2 [—_ I 

<=> " l 2;0) 

Tm- 2 = - 2 (Tm +1 ) 1tm=° 

Vậy đường thẳng A đi qua A và M mà hoà nh độ A và B bằng nhau nên: 
A: x — 2 = 0 

• Gọi n = ( a\b ) (ữ 2 +b 2 >0) là vecto pháp tuyến của A . A qua A nên có dạng: 

A: a(x - 2) + b(y - 4) + 0 

^ .. .. \—2a — 5b\ \4a-2b\ 2a = —b 

Ta cỏ: (i(B; A) = d(C; A) <=> 1 ==- — —ị = <=> 

4a 2 +b 2 4a 2 +b 2 [_2a = lb 

• Với 2a = - b, ta chọn a = 1, b = -2 suy ra phương trình là: X - 2y + 6 = 0. 

• Với 2a = 7b, ta chọn a = 7, b = 2 suy ra phương trình là: 7x + 2y - 22 = 0. 


Câu 14: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho điểm P(—7;8) và hai đường 
thẳng d x :2x + 5y + 3 = 0; d 2 :5x — 2y — 7 = 0 cắt nhau tại A . Viết phương 
trình đường thẳng d 3 đi qua p tạo với dị, d 2 thành tam giác cân tại A và có 

„ , 29 

diện tích bàng f. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Ta có A(l;-1) và dị _L d 2 . Phương trình các đường phân giác của các góc tạo 
bởi d x , d 2 là: 

Ai: Ix + 3y -4 = 0 vàA 2 : 3x — ly — 10 = 0 

• d 3 tạo với dị , d 2 một tam giác vuông cân => d 3 vuông góc với Ai hoặc A 2 .. 


Phương trình của d 3 có dạng: 1 x + 3 y + c = 0 hay 3x — ly + c — 0 

theồAặákỀiảb,gêpqyũđiàh(-gĩụệ)(nỀnẼạĩĩ lỄêìị (BePvlâl tập họp cũng như vận dụng hết tất 
cả ‘ỊỊlỊỹiịg ■ gịa • tÌỊiịậị- Gfỳ yhỵyp—tịỊ bqị. -hỊệu- tyỹtiị- qh/ựa ọỷùng hết giả thiết thì chưa 
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Theo giả thiêt tam giác vuông cân có diện tích băng 


cạnh huyền bằng v58 


Suy ra độ dài đường cao A H = —-— = d(A, d 3 ) 

2 


Với d 3 : Ix + 3y + 25 = 0 thì d(Ẩ;d 3 ) = (tm) 

2 


Với r/ 3 : 3x — ly+ 11 — 0 thì d(A;d 3 ) — r-— (loại) 


2 A T 

Kậy phương trình đường thăng cân tìm là'. d 3 : 7x + 3y + 25 = 0 



© Hướng dẫn giải 


• Đường thăng d' song song với d : 3x+y+m=0. 

, —3 + 4 + w +1| 

• IH là khoảng cách từ I đến d': IH =-—--= ———- 

5 5 

( ĂB 2 \ 

• Xét tam giác vuông IHB : IH 2 = IB 2 — —-— = 25 — 9 = 16 

l 4 J 

(m + l ) 2 ^ \m -19 —» d ': 3v + y + 19 = 0 

• <^> v . _ =16 <^> m + 1 = 20 => _ 

25 [m — —21 —> ố/ ': 3x + v - 21 - 0 

Câu 16 '.Trong mặt phảng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn hai đường 

tròn (C'): X 2 + y 2 + 4x — 5 — 0 và đường tròn (C): X 2 + y 2 — 2x — 2y + 1 = 0, 

cùng đi qua M(l; 0). Viết phương trình đường thẳng qua M cắt hai đường tròn 
(C), (C) lần lượt tại A, B sao cho MA — 2MB. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

theo cách 1 góp phạn giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như ịxcm ìdi.mv hết tất 

•, Gpịd là đnbiig thẳng cuia M QÓ yéc tợ chỈ Rhưrmg ti = (a-Ị))yp d/ { ' , 

cá nhưng giá tniet co được từ đe bài. Nẽu bạn chưa đùng het gỳá=iỊdỊét thì chưa 
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Đường tròn (Cị): (l; l) , R x = 1 . (C 2 ): / 2 (—2; o) , R 2 = 3 , suy ra : 

+(y-ì) 2 =ì,(c 2 ):(x + 2f +y 2 =9 

Nếu d cắt (Cj ) tại A : 


[a 2 + b 2 ^t 2 —2 bt = 0 


Nếu d cắt (C 2 ) tại B : 


/ = 0 —> M 




/ = 


2Z? 




2 , 7,2 

a + /? 


1 + 


2 ab 2b 


2 A 


V 


„2 . 7,2 ’ 2 . 7,2 

a + ơ a +b 




t = - 




í ứ 2 + z? 2 ìí 2 +6rư = 0 

~2 , 7,2 

a +b 

Theo giả thiết: MA= 2 MB <=> MA 2 = 4MB 2 (*) 


t = O^M 


í 


6 a 


6ab 




1 „2 . 7,2 ’ 2 . 7,2 

y a + /? a +b J 


- Ta có: 


f 2 ab Y f 2 b 2 ^ 


. „2 . 7,2 . 

v<2 +ơ y 


+ 


2 , 7,2 
yữ + £> y 


= 4 


T /r_2 y 2 / - - 


6a 


2 , 7,2 

yữ +ơ y 


+ 


^ 6ữZ? ^ 

2 . 7,2 

ya +ơ y 




4Ò 2 36a 2 ,2 n,r 1 .. 

-4.—T -—-<=>/? —36a <=> 


a 2 +b 2 a A +b 


2 . 7 2 


b — -6a -^d:6x + y-6-0 
b = 6a —>d:6x-y-6-0 


Câu 17 '.Trong hệ tọa độ Oxy, cho hai đường tròn có phương trình 
(Cị ): — 4y — 5 = 0 và (C 2 ) : -Y + jY — 6 x + 8 jp + 16 = 0. Tạ/? phương 

trình tiếp tuyến chung của (C| ì và (c 2 ). 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• (C,):x 2 +(^-2) 2 =9=>/ 1 (0;2),?ỉ 1 =3, 

(C 2 ):(^-3) 2 +(j + 4) 2 =9^/ 2 (3;-4),?? 2 =3 

• Nhận xét: /j/ 2 = V 9 + 4 = VĨ3 < 3 + 3 = 6 => (Q ) không cắt (C 2 ) 

Gọi d : ax+by+c =0 ( a 2 + b 2 ^ 0) là tiếp tuyến chung , thế thì: 

d (/j, d) = Rị , d ự 2 , d) = 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


\2b + 


c 




^[ã 2 +ồ 2 


= 3(1) 


3ớ - 4Z> + c 


|2Ố + C \3a-4b + c 


Võ 2 +ố 2 


= 3(2) 


a/Õ 2 + ố 2 Võ 2 + z > 2 


<£> |2Z> + c = |3ớ - 4Z> + c 


<^> 


3ớ - 4Z> + c = 2Z> + c 
3ư - 4/? + c = -2b - c 




a-2b 


3a-2b + 2c = 0 


. Mặt khác từ (1): (2ồ + c) 2 = ọịa 2 +b 2 Ị 


THI: a=2b thay vào (1): 

(2Ố + c) 2 = 9 (4Ồ 2 + b 2 ) <^> 4lồ 2 - 4bc - c 2 = O.A \ = 4c 2 + 4 lc 2 = 45c 
2b - 3 


<^> 


b - 


2 + 3 


ồ = 




c 


9 > 

Do đó ta có hai đường thăng cân tìm : 


(2-3V5) (2-3V5) 

d } T 4jc + 4——-2j; + l = 0^2(2-3V5jjt + (2-3V5jj; + 4 = 0 

2 4 


■>/ 5 ) 

—4v + l 


2 + 3V5) (2+3'y^ . / _ _ 1— \ / _ _ \ 

d x :A— —-L x + 2 ——-2j; + l = 0^2(2 + 3V5jjc + (2 + 3V5)j; + 4 = 0 


_ 2b-3a t 

TH2: c = ———— thay vào (1): 


2Ồ + 


2b — 3a 


da+b 

<^> (2b - ứ) 2 =a 2 +b 2 <^> 3b 2 — 4ữZ) = 0 


= 3<^>|2ố — ớ = \Ịa 2 + b 




, _ A v a 
b = 0 —> c = — — 

2 

T 4ữ ứ 

b = — —> c = - — 

3 6 


<=> 


b = 0,a = —2 c 

Aữ 

b = -.a = -6c 


b = — ^ c = -— 3 

L 3 6 

- Vậy có 2 đường thạng : J 3 : 2x — 1 = 0, d. :,6x + 8y — 1 = 0 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liến kết và tạp họp Cí 

r __ > _ r 

9 T 'V • 9 ề 1 • ý\ t r 4 . , \ 4 .^ T > • n 7 7 7 \ 


cũng như vận dụng hết tất 


cá những-' jgiá thiết eé được từ đề bài. Nếu -bạn- ehtm dùng — hết giả thiết thì 
Câu 18: Vieỉphương trình tiêp tuyên chung của hãi đường tròn : 


chưa 
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(Ci) : (x - 5) 2 + (y + 12) 2 = 225 và (C 2 ) : (x-l) 2 + (y-2) 2 = 25 

(Bài tập tự luyện) 


© Hướng dẫn giải 

Ta có (C) với tâm I(5;-12), bán kính R = 15 và (C') có tâm J(l;2) và bán kinh 
R'=5 

Gọi d là tiếp tuyến chung có phương trình : ax+by+c=0 (a 2 +b 2 ^ 0 ). 

Ì5a-\2b + c 


Khi đó ta có : s 


d (/,d) = 
d (j,<7) = 


sja 2 + b 2 
ữ + 2 b + c 


sỊã 2 ~+b 2 


= 15(1) 


= 5(2) 


Từ (1) và (2) suy ra : 


\5a-\2b + c = 3a + 2b + c 




5a — ì2b + c = 3a + 6b + 3c 
5a — \2b + c = -3 a -6b-3c 




a-9b = c 

3 . Thay vào (1): a + 2b + c — 5 \fci-\-b 

—2 a + — b = c 
2 


THÍ: c = a - 9b thay vào (1): 

{2a — lbf = 25 {a 2 +z? 2 ) o 2 la 2 +28aỗ —24Ỗ 2 = 0 


Suy ra : 


a = 


a — 


14-10V7 

21 

14 + 10V7 
21 


—^ d 


—^ d 


( 

V 
f 

V 


14 — 10^/7 
21 

14 + 10V7 
21 


) 

\ 

) 


x + y 


x + y 


I 75 + I 0 V 7 
21 

175-10V7 

21 


= 0 


= 0 


TH2: 


3 
2 

(Vô nghiệm). 


c = -2a + ^-b => (1): (7 b - 2a) = 10ơ(ữ 2 + b 2 ) <=> 9 6a 2 + 28 ab + 5 \b 2 = 0 


Câu \9'.Trong mặtphẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): X 2 + y 2 — 2x — 6y + 6 — 

0 và điếm M (2; 4). Viết phương trình đường thắng đi qua M cẳt đường tròn tại 
2 điếm A và B, sao cho M là trung điếm của AB 

(Bài tập tự luyện) 

theo cách 1 góp phần giúp cđề ỈỊffiởfỉễrflệễ$íẽ,Ụ& tập họp cũng như vận dụng hết tất 
cả ^nìỉưnỆ ^ X gỉa (fh)ểt có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 


152 


215 



Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


(*-l) 2 +(j-3) 2 =4 => /(1;3),Ấ = 2,P mi(C) = l + l-4 = -2<0=>A/ 
nằm trong hình tròn (C). 

^ - 1X = 2 + aí 

Gọi d là đường thăng qua M(2;4) có véc tơ chỉ phương u = {a;b)=> d :< 

[y = 4 + bt 

Nếu d cắt (C) tại A,B thì: 

(at + l) 2 + (bt + \f =4 <^>ịa 2 +b 2 ^t 2 +2(a + b)t — 2 = §{\) 

(có 2 nghiệm t). Vì vậy điều kiện : 

A' = (a + Z>) 2 +2 [a 2 + b 2 ^j = 3a 2 + 2ab + 3b 2 >0(*) 

Gọi A (2 + at ì ; 4 + bt x ), B (2 + at 2 ; 4 + bt 2 ) => M là trung điểm AB thì ta có hệ : 

(*1 + * 2 ) = 0 


4 + a(t ì +t 2 ) = 4 fữ(íj 
8 + ố(í 1 +í 2 ) = 8 


+ í 2 ) - 0 


tị t 2 — 0 . 


Thay vào (1) khi áp dụng vi ét ta được : 

2 ịa + b) 

■Ot+L- -\— ~y~ = 0<=>a + b = 0-oa = —b 

1 z 2.72 

a + b 


x-2 j-4 

=> d : ——— — ——— <=> í/ : X + V — 6 = 0 

_ -1 1 _ _ _ 

Câu 20 '.Trong mặt phang Oxy, cho đường tròn (C): X 2 + y 2 — 6x + 2y + 6 — 0 và 
điếm P(l;3). Viết phương trình các tiếp tuyến PE, PF của đường tròn (C), với E, 
F là các tiếp điếm. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Đường tròn (C): (x —3) + (_y + l) = 4 =>/(3;— l),R — 2 . 

Giả sử đường thẳng qua p có véc tơ pháp tuyến 

n(a;b)=> d : a(x-\\ + b(y-3\ = 0 

Hay : ax+by-(a+3b)=0 (*). 

• Đe d là tiếp tuyến của (C) thì khoảng cách từ tâm I đến d bằng bán kính : 

^\3a — b — a — 3b\ ^ ^ \2a-4bị ^ 

^ ị '2. 1 2. 

^[ã 2 ^\-b 2 *Ịã 2 +ò 2 

ịa - 2bỷ = a 2 +b 2 <^> 4 ab - 3b 2 = 0 


theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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b[4a — 3ỏ) = 0 

ố = 0—»íz(x-l) = 0<-»x-l = 0 

4 4 

z> = — ứ —> ứ(x-l) + — ớ(y-3) = 0 <->• 3x + 4y 


-6 = 0 


Câu 21: Trong mặt phăng với hệ tọa độ Oxy, cho phương trình đường tròn 


(C): X 2 + y 2 —2x — 2my + m 2 —24 = 0 có tâm I và A: mx + 4y = 0. Tìm m biết 


đường thẳng A cắt đường tròn (C) tại hai điểm phân biệt A,B thỏa mãn diện 
tích tam giác IAB bằng 12. 

(Bài tập tự luyện) 


© Hướng dẫn giải 

• Đường tròn (C) có tâm 1(1; m), bán kí nh R = 5.Gọi H là trung điểm của dây 
cung AB. 

• Ta có IH là đường cao của tam giác IAB và IH = 

5 m 

*Jm 2 +16 

• Mặt khác, AH = V/X — ~ĩĩẽ = .25 - ệA— = 7 20 

V m 2 + 16 pyyy, 

• Diện tích tam giác IAB là S MAB = \2 <=> 2S AỈ4H =12 


dự, A) = 


I /77 + 4/7? I 
\Ị / 77 " +16 


í/(/, A).,4// = 12 25 I ro 1= 3(m 2 +16) 


/77 = ±3 


/77 = ± 


16 


Câu 22: Trong hệ toạ độ Oxycho đường thẳng d : 2x- y - 2= 0 vả đường tròn 
C:(x- l) 2 + (y - l) 2 = 10 . Lập phương trình các tiếp tuyến của đường 
tròn (C) biết tiếp tuyển tạo với đường thẳng ả một góc 45°. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Đường tròn có tâm /(1;1) bán kính R = vĩo . 

Gọi n(a,b ) là vectơ pháp tuyến của tiếp tuyến (a 2 + b 2 * 0) 

• V(dường thẳng tạo với dường thẳng ,4 một góc bằng 45° nện ,., , _ , 1 ,1 

theo cách r góp phan giúp cáp bạn liên tiet và tạp mọp cung như vận dụng hẽt tãt 

cả nh ững^giả miết có hư ợc^vư 1 đề ^Ễaỉ. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

Aa+b\J 5 V 2 p — _ 3a 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

• Với a = 3b, phương trình tiếp tuyến có dạng 3x + y + c = 0(A) 

dự;A) = Ro = Vĩõ »|~ c = 

7ĨÕ c = -14 

• Với b = —3 a , phương trình tiếp tuyến có dạng X — 3y + c = 0(A) 

I — 2 + c\ [—— c — 8 

dịỉ;A) = R — -7= — = +10 ++ " 

Vĩo C = 12 

Vậy có bon tiếp tuyến cần tìm là: 3x + y + 6 = 0; 3x + y —14 = 0; 

X - 3y -8 = 0; X — 3y + 12 = 0 . 


Câu 23 '.Trong mặt phảng Oxy cho đường tròn (C) tâm I(—l; 1), bán kính R—l, M 
là một điểm trên (í/) :x — y+ 2 — 0. Hai tiếp tuyến qua M tạo với (d) một góc 

45° tiếp xúc với (C) tại A, B. Viết phương trình đường thẳng AB. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Dễ thấy I E (d) . Hai tiếp tuyến hợp với (d) một góc 45° suy ra tam giác MAB 
vuông cân và tam giác ỉ AM cũng vuông cân . Suy ra: IM = v2 . 


• Me ( d ) => M( a; a+ 2), IM = (a +1; a + 1), 

/M = V2 <^>42 ứ + l| = V2 <=> ữ = 0 . 

\_a — -2 

Suy ra có 2 điểm thỏa mãn: Mi(0; 2) và Mi (-2; 0). 

• Đường tròn tâm M\ bán kinh Ri=ì là (Ci): X 2 + y 2 — 4y + 3 = 0 .Khi đó AB đi 
qua giao điểm của (C ) và (Ci) nên 

AB: X 2 + y 2 - 4y + 3 = X 2 + y 2 + 2x - 2y +1 <=> X + y -1 = 0 . 

• Đường tròn tâm Mi bán kinh i?2=l là (C2): X 2 + y 2 + 4x + 3 = 0 . Kh i đó AB đi 
qua giao điểm của (C ) và (C2) nên 

AB: X 2 + y 2 + 4x + 3 = X 2 + y 2 + 2x - 2y +1 <=> x + y + l = 0 . 

Vậy có hai đường thẳng thỏa mãn: x + y —1 = 0 và X + y + 1 = 0 
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thăng d có duy nhât một diêm A mà từ đó kẻ được hai tiêp tuyên AB, AC tới 
đường tròn (C) (B, c là hai tiếp điểm) sao cho tam giác ABC vuông. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Từ phương trình chính tắc của đường tròn ta có tâm 1(1 ;-2), R = 3, 

Do đótừ A kẻ được 2 tiếp tuyến AB, AC tới đường tròn. 

• Lại có AB ± AC=> tứ giác ABIC là hình vuông cạnh bằng 3 => IA = 3 V 2 


<=> 




m = — 5 
m = 7 


Câu 25: Trong mặt phăng với hệ toạ độ Oxy, cho đường tròn (C) : 
X 2 + y 2 + 2x — 8y—8 = 0. Viết phương trình đường thẳng song song với đường 
thẳng d: 3x+y—2—0 và cắt đường tròn theo một dây cung có độ dài bằng 6. 

(Bài tập tự luyện) 

© Hướng dẫn giải 

• Đường tròn (C) có tâm I(-l;4), bán kính R = 5. Gọi phương trình đường thẳng 
cần tìm là A, 

Suy ra A : 3x+y+c=0, c^2 (vì // với đường thẳng 3x+y - 2=0) 

• Vì đường thắng cắt đường tròn theo một dây cung có độ dài bằng 6. 

Suy ra khoảng cách từ tâm I đến A bằng sj 5 2 — 3 2 = 4 


dự, A) = 


-3 + 4 + c 


V3 2 +1 


= 4 <^> 


c = 4-s/ĨÕ-l 
c = —4-s/TÕ -1 


(thỏa mãn c^2) 


Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 3 x + y + 4a/ĨÕ — 1 = 0 hoặc 
3x + y - 4a/ĨÕ — 1 = 0. 


theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 


152 


219 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


CHỦ ĐỀ 2.3: 


CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN 
VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN. 

■ NHỮNG CÁCH THỨC ĐẺ VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN: 

Đây là một chủ đề được đề cập khá nhiều trong các đề thi những năm qua, do 
các bài toán của chúng khá phong phú và đa dạng nên trong phần giới thiệu 
cách lập phương trình đường tròn, thầy sẽ không trình bày theo hướng phân 
dạng, mà sẽ trình bày theo hướng phương pháp chung và một số các lưu ý 
cũng như những kỹ năng cần nhớ khi lập phương trình đường tròn. 

► Cách 1: “ Tìm tâm và bán kính của đường tròn ”(theo dạng tổng quát của pt 
đường tròn) 

Phương pháp này dựa trên phương trình tổng quát của đường tròn 



trong đó tâm I(a; b) và R là bán kính của đường tròn (C). 

• Việc tìm tâm I(a; b) ta có thể hiểu đơn giản là việc tìm điểm —» quy về bài 
toán tìm tọa độ điểm. 

• Ta cũng có thể hiểu, với 3 ẩn a , b, R ta cần lập 3 phương trình —» giải và suy 
ra a, b, R —> pt (C). 

► Cách 2: “lậpphương trình dạng khai triển của đường tròn”. 

Phương pháp này dựa trên phương trình khai triển của đường tròn (C): 



trong đó tâm I(a; b) và R 2 = a 2 + b 2 - c > 0. 

• Một trong những cách phổ biến thường thấy là tìm “3 điểm thuộc đường 
tròn”. 

• Ta cũng có thể hiểu, với 3 ẩn a , b, c ta cần lập 3 phương trình —>• giải và suy 
ra a, b, c —>■ pt (C). 

► Những lưu ý khi lập phương trình đường tròn. 

• Xác định rõ hướng đi của bài toán là phân tích theo cách 1 hay cách 2 (có 
những bài toán có the làm được bằng cả hai cách nhưng độ dài ngắn khác 
nhau tùy vào mồi bài toán). 

• Khi bài toán yêu cầu lập phương trình đường tròn trong tam giác, ta cần liên 
hệ lại một số kiến thức liên quan phần hình học lớp 9 như: 

+ Các góc đặc biệt trong đường tròn ( góc nội tiếp, góc ở tâm, góc giữa tiếp 
tuyến và dây cung,...) 

+ Các kiến thức về tức giác nội tiếp, ngoại tiếp đường tròn,... 


220 




















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 

+ Đường tròn bàng tiếp tam giác, đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam 
giác,... 

+ Vị trí tương đoi giữa điểm, đường thẳng, đường tròn đoi với đường tròn, 
(các chủ đề quen thuộc như đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm, tiếp 
tuyển của đường tròn, tiếp tuyến chung của hai đường tròn V, V ...) 

+ Đường tròn Euler (đường tròn 9 điểm). 

+ Một số các bài toán điển hình, các phép chứng minh tiêu biểu đã làm ở lớp 
9. (đã được trình bày dưới dạng các bổ đề — tính chất ở lý thuyết chương ỉ). 

• Nắm vững và biết cách vận dụng nhuần nhuyễn các bài toán tìm điểm (ở chủ 
đề 1) và lập phương trình đường thẳng (ở chủ đề 2). Đây có thể xem là hai 
yếu tố không kém phần quan trọng để giải quyết bài toán. 

• Ngoài ra, ta cũng có thể vận dụng phép biến hình (đã học trong chương trình 
hình học lớp 11) tiêu biếu là: 

+ Phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đoi xứng tâm, phép quay (đẳng cự — 
bảo toàn khoảng cách giữa các yếu to điểm, đường thẳng, đường tròn, v.v...) 

+ Phép vị tự, phép nghịch đảo (bảo giác — bảo toàn góc giữa các yếu tố liên 
quan trong hình học). 

• Cũng cần lưu ý đến chủ đề “tiếp xúc” trong bài toán viết phương trình đường 
tròn, (các bài toán thi tuyển sinh đại học những năm qua đều thường xuyên 
xoay quanh chủ đề này !) 

Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm ví dụ để minh họa cho các cáchtrên. 
(Đe các bạn tiện theo dõi , mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc 
mà đề thi hay đề cập). 


BÀI TOÁN 1 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIÉP TAM GIÁC THƯỜNG). Trong 

(?> l\ 


7 _ 

mặt phăng vói hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ M 


V 


2 ’ 2 


và 


J 


N 


ÍỈ--Ì 
v2 ’ 2 J 


A 7 _ _ 

lân lượt là trung điêm của BC, AC. Lập phương trình đường 


tròn ngoại tiêp AABC biêt răng đường phân giác trong góc BAC là X - 1 = 0. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Đe viết phương trình đường 
tròn ngoại tiếp AABC —> tìm 
tọa độ các đỉnh A, B, C. 

_ Ta nhận thấy đề cho ta một “gợi 
ý” cực kì quan trọng —>phương 
trình đường phân giác trong góc 
A —» nó giúp ta tìm thêm “điểm 
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mới” cụ thể ở đây là điểm N’ 


(việc tìm phân giác các bản có 
thể xem lại bài tập chủ đề 2 và 
3 của chương 2). 

Khi có thêm điểm N’ e AB —>viết phương AB qua N’ và AB // MN —» tìm được 
tọa độ điểm A. 

Khi có tọa độ điểm A —» vì N là trung điểm AC —»tọa độ c. 

Khi có tọa độ điểm c —> vì M là trung điểm BC —» toa độ điểm B. 

Đe lập phương trình đường tròn (C) lúc này ta có hai hướng đi khả dĩ nhất đó 
chính là 

+ Hướng thứ 1: theo cách 2 của phương pháp, ta gọi dạng khai triển của 
phương trình đường tròn —»cho A, B, c G (C) —> giải hệ 3 phương trình 3 

ẩn a, b, c —» phương trình (C). 

+ Hướng thứ 2: Ta viết phương trình 2 đường trung trực của hai cạnh AB và 
AC —» AB n AC = tâm I —> IA = R —> theo cách 1 của phương pháp là xác 
định tâm và bán kính. 

(Ở đây đối với bài toán này, ta sẽ giải theo hướng thứ 1) 


► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là hình chiếu của N lên phân giác trong góc A (d: X - 1 = 0) và N’ là 
điểm đối xứng của A qua d (N’ e AB và H là trung điểm NN’) 

n.5\ -5 


Ta có HN Td:x-1=0=> HN: y + m = 0, HN qua N 


U’2 J 


m = 


2 


.Vậy 


HN: y-ị = 0 . 
2 


Lại có H = HN n d => Tọa độ H là nghiệm của hệ 


V -1 = 0 

5 

y~ = 0 

2 


X = 1 

T = t 


H) 


* Mặt khác, H là trung điểm NN’ => N ' 


^3.5^ 

U ; 2, 


* 


Phương trình AB qua N ' 


r 3.5^ 

v2 ’ 2 J 


nhận MN — (—1;—lì làm véctơ chỉ phương 


3 5 

X-— y~~ 

có dạng là: —— = — 

-1 -1 

* TacóA = ABnd 


AB: X — y + 1 = 0 
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_ x-l = 0 ị X — \ 777 -771 

^>Tọa độ A là nghiệm của hệ < <=> < => A (1; 2) 

*-y+l=0 [y = 2 1 — 

* Do N là trung điểm AC => c(0; 3) và M là trung điểm BC => B (3; 4) 

* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là: 

(C): X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, trong đó tâm I(a; b) và R 2 = a 2 + b 2 - c > 0. 

í 3 
a- — 

A G (C) ị 5-2a-4b + c- 0 ị -2a-4b + c = -5 2 

' ' _ _ ^ ^ _ 7 

* Ta c ó: <B e (C) <25-6a-Sb + c - 0 < -6a -8 b + c- -25 o < b - 7- 

c e (C) 9 - 6Ồ + c = 0 -6b + c = -9 

^ L L c = 12 

Kạj phương trình đường tròn cần tìm là: (C) : X 2 + y 2 — 3x — 7y +12 = 0 

■ Lời bình:Bài toán gốc có thể là cho tọa độ của ba điểm A(l;2), B(3; 4), C(0; 3) 
và dĩ nhiên yêu cầu chúng ta viết phương tình đường tròn đi qua 3 điếm đó. Tuy 
nhiên khi lồng vào trong tam giác thì các bạn phải vượt qua “nút thắt” đầu tiên 
đó chính là đường phân giác trong của tam giác. Và chắc chắn để viết được 
phương trình đường tròn thì công cụ tìm thêm điếm mới hay phương trình 
đường thẳng mới là cực kì quan trọng. Vì vậy, để làm tốt bài tập chủ đề 3 về 
mảng viết phương trình đường tròn này, bạn nhất thiết phải nắm rất vững những 
kỹ năng tìm tọa độ điểm và viết phương trình đường. 

BÀI TOÁN 2 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIẾP TAM GIÁC VUÔNG). Trong 
mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao 
AH. Gọi I là trung điểm của AH. Đường thẳng vuông góc với BC tại c cắt 
BI tại D. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC biết 
phương trình cạnh BC làx-y-2 = 0và D(-l; -1) và đỉnh A nằm trên 
đường thẳng d: 3x - 2y + 6 = 0. 

© Nhận xét và ý tưởng : 


220 


221 








Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


B 



Ta xét thây có thê viêt được phương trình đường CD qua D và vuông BC —» tìm 
được tọa độ đỉnh c bằng cách BC n CD —»tọa độ c. 

Đen đây chúng ta chỉ còn duy nhất 1 gợi ý đó chính là A e d: 3x - 2y + 6 = 0 
(nhưng gợi ý này chỉ giúp tat ham số điểm A —> nên ta cần 1 phương trình để 
giải tìm tọa độ của A). 

Quan sát hình vẽ, ta nhận thấy AD = DC —» làm sao chứng minh ? —» chứng 
minh AACD cân tại D. 


Đê chứng minh 1 tam giác là tam giác cân —» ta chứng minh DN (theo hình vẽ) 
vừa là đường trung tuyến vừa là đường cao (nếu gọi N là trung điểm AC) 

—» chứng minh DN _L AC (chứng minh trực tiếp vuông góc tương đối khó khăn 
—» gián tiếp qua song song ? xet thấy AB _L AC —»ta chứng minh DN // AB) 

Đen đây để chứng minh DN // AB —> vận dụng định lý Thales đảo. (bạn đọc có 
thể xem lại lý thuyết chương 1 để hiểu rõ hơn). 


Đê viêt phương trình đường tròn ngoại tiêp AABC —> ta cân tâm K trung diêm 
BC và bán kính BK —» n h u vậy mục tiêu của ta tiếp theo là tìm tọa độ điểm B 
—> Đe tìm B —» B = BC n BA — » ta viết phương trình AB qua A và AB _L AC. 

► Hướng dẫn giải: 


* Gọi K, M, N lần lượt là trung điểm của BC, AB, AC. Ta có AABC có MN là 
đường trung bình 


Suy ra: MN // BC => 


IM HB 


( 1 ) 


IN tìC 


Lại có AH // CD (do cùng vuông AB) => 


IB HB 


( 2 ) 


ID HC 


Từ (1), (2) ta suy ra 


IM HB 


IN HC 
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=> BM // DM (theo định lý Thales đảo) mà BM _L AC 
Suy ra DM _L AC => DM là đường cao AADC. 

Mặt khác, DM là đường trung tuyến AADC =>AADC cân tại c =>AD_=CL 

* Ta có CD _L BC: X - y - 2 = 0 

=> CD: X + y + m = 0, CD qua D(-l ; -1) =>m = 2 
Vậy CD : X + y + 2 = 0. Ta có Tọa độ c là nghiệm của hệ 

fx+ y+ 2 = 0 X = 0 I , ~7- 

ị 7 r <=> 1 _ => c( 0; —2) 

x-y-2=0 [y = -2 —n 

* Ta có A e d: 3x - 2y + 6 = 0 =>A(2a; 3a + 3) và ta có DA = (2 a +1; 3 a + 4) 
Lại có: AD = CD = j2<^DA 2 =2<^(2a + \ý + Ọa + 4ý =2 

<^> 13<2 2 +28(2 + 15 = 0 


Suy ra -15 
a = —— 
13 


a = — 1 => A l (—2; 0) 

—15 í — 30 —6^Ị. Ta loại điểm Ả l vì khi đó CA l _L BC. 


13 ’ 13 


4 . Ẵ 4 ^ ,J (-30 -6^1 

Vậy đi êm A thỏa mãn là A ——; —— 

1, 13 13 J 

í-30 -6) 

* Ta có AB qua A ——— và nhận 

lv 13 13 J 


C-30 -6^1 _- í-30 20^1 

* Ta có AB qua Ắ ———; —— và nhận CA = ——; —— làm véc tơ pháp tuyến 

V 13 13 J \ 13 13y 

( 30^1 J 6 ^ 

có dạng là: -3 X + - 7 T +2. y + TT =0<^> AB :3x — 2y + 6 = 0 (đây chính 

V 13 J V 13y 

là đường thẳng d ban đầu của đề) 

* Ta có B = AB n BC => Tọa độ B là nghiệm của hệ 

3x-2y + 6 = 0 ị X = -10 [-— ——7-1 

ị oị _=> ổ(-10;-12) 

^ x-y-2- 0 [y = - 12 1 — - A 

* Mặt khác trung điểm K của cạnh huyền BC chính là tâm đường tròn (C) ngoại 
tiếpAABC 


Suy ra K(— 5;—7) và KC = ^J 5 2 +5 2 


= 5 V 2 là bán kính của (C). 


Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C) : (x + 5) 2 + (y + ly — 50 

■ Lời bình: về tư tưởng hướng đi của bài toán cũng là viết phương trình đường 
tròn đi qua 3 điểm tuy nhiên nếu 3 điểm đó lập thành những tam giác đặc biệt 
thì việc tìm tâm đường tròn ngoại tiếp trở nên dễ dàng hơn rất nhiều. 

+ Giả sử: ÀABC vuông tại A thì trung điểm cạnh huyền BC chính là tâm I 
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+ Giả sử: ÀABC đều thì trọng tâm G của tam giác ABC chính là tâm I 

+ Giả sử: ÀABC cân tại A có góc BAC = 120° thì tâm I chính là đỉnh thứ 4 
của hình thoi ACDB. 



Có thê thây việc phải chứng minh một kêt quả do quá trình “quan sát, phỏng 
đoán, đo đạc” là cực kì quan trọng. Ớ đây bài toán này đã vận dụng định lý 
Thales, một trong những định lý hay về chứng minh song song, thẳng hàng (bạn 
đọc có thể xem lại lý thuyết này ở chương 1). 


BÀI TOÁN 3 (ĐƯỜNG TRÒN BÀNG TIÉP MỘT GÓC CỦA TAM GIÁC). 
Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(4; 0), B(0; 3). Viết 
phưong trình đường tròn bàng tiếp góc A củaAAOB. 

© Nhận xét và ý tưởng : 



Đê lập phương trình đường tròn (C) ta xác định hai yêu tô quan trọng —» tâm 
đường tròn bàng tiếp tam giác và bán kính. Ớ đây ta có hai hướng tiếp cận: 

+ Hướng thứ 1 : dựa trên định nghĩa tâm đường tròn bàng tiếp góc A —» tâm 
J (theo hình vẽ) chính là giao điểm giữa đường phân giác trong góc A và phân 
giác ngoài của 2 góc còn lại —> ta có thể viết phương trình hai đường phân giác 


22Ỡ 
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để xác định tọa độ J. Lại có, khoảng cách tâm J đến đường OB chính là bán kính 
đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác OAB. 



+ Hướng thứ 2: ta đưa tọa độ của các điểm đặc biệt lên trên hệ trục Oxy, lúc 
này đây ta có nhận xét đường tròn (C) tiếp xúc với OB, OA —» (C) là đang tiếp 
xúc với các trục tọa độ. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có A e Ox, B e Oy => AB : ^7 + ^ = 1 <=> 3x + 4 V — 12 = 0 . 

4 3 

Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OA (y = 0) có dạng: 


3x + 4y-ì2 


= ± 


y 




d 1 : 3x - y -12 = 0 
d 2 : X + 3y - 4 — 0 


sỊỹ + 4 2 a/o 2 +1 
Ta có: (3x b —y B — 12)(3x ỡ — y Q — 12) = 180 > 0 => B và o cùng phía so với di 


Suy ra Ịd^x + 3y - 4 = 0| chính là đường phân giác trong góc A. 

* Tương tự ta có phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OB (x = 0) có 

d 3 : X - 2y + 6 = 0 


, 3x + 4v-12 
dạng: - ; — ± 


X 


V3 2 + 4 2 Vo 2 +l : 




d 4 :2x + y-6 = 0 


Ta có: (x A — 2y A + 6)(x ỡ — 2 y Q + 6) = 144 > 0 => B và o cùng phía so với d 3 


Suy ra Ịdy X - 2y + 6 = 0| chính là đường phân giác ngoài góc B. 
* Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB => J = d 2 nd 3 


Suy ra tọa độ J là nghiệm của hệ: 


o 

II 

1 

m 

+ 

<N 

1 

II 

H 

< __ 

/ \ 


=^> 

J(- 2;2 

x-2y+6=0 

U -2 

\ / 
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* Gọi r là bán kính đường tròn bàng tiếp tam giác OAB => r = d[J; OB] = 2 
Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C): (x + 2) + (y — 2) — 4 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có A e Ox, B e Oy => AB : — + ^ = 1 3x + 4y — 12 = 0 . 

4 3 

Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OA (y = 0) có dạng: 

3x + 4y —12 + y ^ d ỉ : 3x — y —12 = 0 

V3 2 +4 2 _d 2 :x + 3y-4 = 0 

Ta có: (3x s —y B — 12)(3x ơ — y Q — 12) = 180>0=>BvàO cùng phía so với di 

Suy ra d 2 :x + 3ỵ - 4 = 0 chính là đường phân giác trong góc A. 

* Gọi J(a; b) và r lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm. 

* Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ, ta nhận xét: Ae Ox, B e Oy => Đường tròn nội tiếp 
AAOB và đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác OAB tiếp xúc với 2 trục tọa 
độ Ox, Oy. 

Do đó ta có: d[J; Ox\ — d[J; Ọy] = Vj <=>| a 1=1 b 1= Vj 

Vì đường tròn nội tiếp AOAB nằm ở phần tư thứ nhất của mặt phẳng Oxy 
Suy ra đường tròn bàng tiếp AOAB nằm ở phần tư thứ hai của mặt phẳng Oxy 
Suy ra J(- a ; a) (với a > 0) 

* Ta J e d 2 =>— a + 3a — 4 = 0<=>ớ = 2 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C) : (x + 2) 2 + (y — 2) — 4 

■ Lời bình: Qua bài toán này, ta hiểu hơn với cách dựng, cách thiết lập và tìm 
tâm, bán kính của đường tròn bàng tiếp tam giác. Công cụ chủ yếu vẫn là thiết 
lập đường phân giác trong và ngoài của tam giác. (Phần này bạn đọc có thể xem 
lại chủ đề 2 chương 2 : “bài toán liên quan đến viết phương trình đường thẳng” 
để hiểu rõ hơn. 

BÀI TOÁN 4 (ĐƯỜNG TRÒN NỘI TIÉP VÀ NGOẠI TIẾP TAM GIÁC). 
Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ ^4(1; 5) và 

phương trình cạnh BC: X — 2y - 6 = 0, biết /(1; 0) là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC. Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Tương tự như hai bài toán đầu tiên 
đã giới thiệu, để viết phương trình 
đường tròn ngoài tiếp AABC 
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—»Ta tìm tọa độ B và c. 

_ Đe tìm B và c —>viết phương trì nh 
AB và AC—» dựa vào dữ kiện hiện 
có chính là tâm nội tiếp tam giác 
cách đều 3 cạnh của tam giác. 

_ Ta viết phương trình đường thẳng 
AB đi qua một điểm A và khuyết 

véctơpháp tuyến n = (a;b ) 

—> khoảng cách d[J; AB] = r 

—> tìm quan hệ a, b —> phương 
trình AB. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi phương trình AB qua A(l; 5) có dạng: a(x — 1) + b(y — 5) = 0 với 
n = (a;b), (a 2 +b 2 >0) 

* Ta có J là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC=> d[J; AB] = d[ J; BC] 

= v5 (nhận xét b ^ 0, nên ta chọn b = 1) 



Suy ra 


Suy ra 


-5b\ _ 11-2.0-6 
yja 2 +b 2 _ A /l 2 +(-2) ; 

a — 2 


ĩ f 

(do AC cũng qua A và tiêp xúc với đường tròn nội tiêp tam 


a = — 2 

giác ABC) 

* Ta đặt AB: 2x + y - 7 = 0 và AC: 2x - y + 3 = 0 

* Ta có: B = AB n BC => Tọa độ B là nghiệm của hệ 


rõ' 

+ 

< 

1 

^4 

II 

o 

X 

II 

4 ^ 

/ \ 

< Oi 

=^> 

54;-l 

X 

1 

to 

•ò; 

1 

o 

II 

o 

V- 1 

\ J / 


* 


Ta có: c = AC n BC => Tọa độ c là nghiệm của hệ 


2x-y + 3 = 0 
x-2y-6 =0 


<=> 


X - -4 

T = -5 


C(-4;-5) 


* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là: 

(C): X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, trong đó tâm I(a; b) và R 2 = a 2 + b 2 - c > 0. 

í - -3 

Ẩe(C) Í26-2a-10b + c = 0 a = 

Be(C)<5>< \7-$a + 2b + c = 0 <^>-ị 
c G (C) 41 + 8ữ + 10ồ + c = 0 


* Ta có: < 


2 

b = 0 

c = - 29 
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Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C) : X + y + 3x — 29 — 0 


■ Lời bình: nhận xét chung là bài này không quá khó, nhung bạn cần nắm kỹ 
kiến thức của điểm đặc biệt đó chính là tâm đuờng tròn nội tiếp cách đều 3 cạnh 
của tam giác và kỹ năng viết phuơng trình đuờng thẳng đi qua một điểm, bị 
khuyết véctơ pháp tuyến. Có một câu hỏi đặt ra trong bài này là nếu không nhận 
xét b khác 0 thì ta có đi tiếp đuợc không ? —» câu trả lời là có vì tổng quát với 
các dạng biến đối trên thì ta chỉ việc bình phương hai vế đế quy về phương trình 
đẳng cấp. Khi đó chúng ta cũng sẽ phải chia hai trường hợp b = 0 và b khác 0 để 
giải tìm ra giá trị a hoặc ngược lại. (Đê hiếu rõ hơn, bạn đọc có thế theo dõi phần 
này ở chủ đề 2, các bài toán liên quan đến viết phương trình đường thẳng). 


BÀI TOÁN 5 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG TRÒN THEO ĐƯỜNG 
KÍNH). Trong mặt phẳng vói hệ tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn 
đi qua A(-l; 2) và cắt đường thẳng d: 3x — 4y + 7 = Otheo đường kính BC 

sao cho tam giác ABC có diện tích băng — . 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Đe lập phương trình đường tròn (C) ngoại tiếpAABC —» xác định tâm I và bán 
kính hoặc viết phương trình đường đi qua ba điểm. 

_ Ở đây đề bài đã “gợi mở” dữ kiện Saabc và do BC làm đường kính và A thuộc 

(C) 4aabc _L A. 

_ Ta có thể tính khoảng cách từ A đến BC —» dựa vào công thức diện tích tam 
giác —> độ dài đường kính BC —> bán kính (C) cần tìm. 

_ Để xác định tâm I của đường tròn ta —>■ IA = R —» giải tìm tọa độ tâm I. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi (C) là phương trình cần tìm có tâm I và bán kính R. 

* Do A e (C) và BC là đường kính của (C) =>AABC _L A. 


Suy ra s 


AABC 


1 _ _ 4 1 - 1 . 3 - 4 . 2 + 7 . 

= ±d[A;BC]. BC <=> ^ = 4- ' .BC 


BC 2 

Suy ra BC = 2 => R 2 — —-— — 1 

4 

* Ta có I e BC: 3x - 4y + 7 = 0 

( 2a + l\ 
a: -- 


I 


V 


4 ; 


Mặt khác IA = R <=> AI 2 = R 


5 2 V3 2 +4 

A(-l;2) 


B 
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Suy ra 16(ứ + l) 2 + {2>a — l) 2 = 16 
a = -1 

<0 -1 2(a 

a — —- 
L 25 

* Với a = — lta có (Cj) : (x + 1) 2 + (y- 1) 2 = 1 



■ Lời bình: Việc nhận xét điểm A thuộc đường tròn ngoại tiếp AABC cực kì 
quan trọng (do góc nội tiếp chắn nửa đường tròn nên là góc vuông). Có thế thấy 
“điểm tựa hình vẽ” và những nhận xét về hình học đường tròn 9 góp phần giúp 
ta giải nhanh bài toán. 

BÀI TOÁN 6 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG TRÒN THEO DÂY CƯNG). 
Trong mặt phẳng vói hệ tọa độ Oxy, cho đường thẳng d x :x + y — 3 = 0 và 

d 2 : 3x + 4y — 6 — 0. Lập phương trình đường tròn (C) có bán kính bằng 2, 
tâm I thuộc đường thẳng divà cắt đường thẳng chtại hai điểm A, B sao cho 

góc AIB = 120°. 

■ Đặt vấn đề:Bài toán đường thẳng cắt đường tròn tạo dây cung là một dạng khá 
quen thuộc vì bạn chắc chắn phải sử dụng đến 1 định lý rất quen thuộc của 
“hình học đường tròn lớp 9” đó chính là định lý “đường kính và dây cung: 
“đường kính đi qua trung điểm của dây thì vuông góc với dây và ngược lại”. 
Ngoài ra với bài toán “cắt” trong đường tròn thì “công thức Pytago” chính là 
chìa khóa giúp ta giải quyết các nút thắt của bài toán. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

__ Do đường tròn (C) đã có sẵn bán kính R = 2 nên chỉ cần xác định tâm I của 
đường tròn. 

_ Với gợi ý tâm I thuộc đường thẳng di^ tham số hóa tâm I —» 1 ẩn —» cần 1 
phương trình ? 
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Gọi H là trung điêm AB => IH _L AB và ta có IH là phân giác góc AIB. 

Xét AHIB _L H và kết hơp với IB = 2 và dùng góc HIB = 60°—» ta tính được IH 
IH chính là khoảng cách từ I đến đường thẳng d 2 —» giải khoảng cách —> tìm 



* Mặt khác IH = dự;AB ] = 


'a = U=>I x ạ 1;—8) 
a = 1 => / 2 (1; 2) 


3a + 4(3 — a) - 6 

V3 2 +4 2 


= 1 <=>l a — 61= 5 


2 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 


(C,):(x-ll) 2 +(y + 8) 2 =4 
(C,):(jr-l) 2 +(y-2) 2 =4 


■ Lời bình: Bài toán này có thê mở rộng thành góca bât kì hoặc cũng có thê chọn 
một điểm bất kì trên đường tròn tạo thành góc nội tiếp p cùng chắn cung AB 
—» khi đó a = 2p. 

Đe bài cũng có thể thay thế dữ kiện góc bằng việc cho trực tiếp dây cung AB 
bằng bao nhiêu ? hoặc yêu cầu ta tìm đường tròn sao cho cắt đường thắng tạo 
thành dây cung lớn nhất (chính là đường kính) và dây cung nhỏ nhất (bạn đọc 
có thể xem tiếp chủ đề 5: bài toán max - min cực trị hình học để hiểu rõ hơn!) 


BÀI TOÁN 7 (TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 
mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, viết phưong trình đường tròn (C) đi qua 
điểm A(l; -2) và các giao điểm của đường thẳng d : X — ly + 10 = 0 vói 

đường tròn (C'): X 2 + y 2 — 2x + 4y — 20 = 0. 
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■ Đặt vấn đề:Các thế hệ học sinh học sách giáo khoa theo chương trình trước cải 
cách (trước năm 2009) đều không quá lạ lẫm với thuật ngữ “phương tích, trục 
đẳng phương” của hai đường tròn. Theo chương trình mới (tính đến thời 
điểm viết sách năm 2015) thì lượng kiến thức hay này đã bị giảm tải, chính vì 
vậy có rất nhiều nội dung mà học sinh “không được biết”. Tác giả cũng tự đặt 
ra câu hỏi liệu kiến thức đó có thật sự cần thiết cho ta không ? Không bàn về 
vấn đề nội dung của chương trình giáo dục Việt Nam mà chỉ nói về mảng kiến thức 
này thì thật sự theo cá n h ân tác giả là cần thiết. Nhà văn người Pháp La 
Roche/oucauỉd đã từng nói: “Có ba thứ ngu dốt: không biết những gì mình cần 
biết, không rành những gì mình biết và biết những gì mình không cần biết. ” 

Ở đây tác giả hi vọng sơ lược lại mảng kiến thức này, và bạn đọc có thể xem 
như là một công cụ, một phương tiện cần thiết trong quá trình giải các bài toán 
liên quan trên. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 



■ CÁCH 1 : Không sử dụng trục đẳng phương 

© Ỷ tưởng : Như các bài toán trước đó trình bày, để viết phương trình đường tròn 
(C) ta tìm ba điểm thuộc đường tròn —> cụ thể trong bài toán này là điểm A và 
giả sử B, c là giao điểm của d và (C’). 

Ta đã sẵn có toa độ điểm A nên chỉ phải giải hệ phương trình d và (C) —» tìm 
tọa độ B và c. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi B và c là giao điểm của đường thẳng x-7y+ 10 = 0 và đường tròn (C). 


Ta có tọa độ B và c là nghiệm của hệ < 


x-ly + 10 = 0 
X 2 + y 2 -2x + 4y-20 = 0 


(phần giải hệ này xin dành cho bạn đọc ) 
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Suy ra 


y -1 => X = -3 
y = 2 => X = 4 


Do vai trò của B và c như nhau nên ta đặt B(-3; 1), C(4; 2) 


* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là: 
(C): X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, trong đó tâm I(a; b) và R 2 = a 2 + b 2 


- c > 0 


* Ta có: ị 


A E (C) 

B E (C) <=> 

c e (C) 


5-2a + 4b + c- 0 
10 + 6a - 2b + c = 0 o <í 
20-8a-4b + c -0 


1 

a - — 
2 

6=1 

2 

c = -10 


Koy phương trình đường tròn cân tìm là: (C) : V +y - X - 3y -10 = 0 


■ CÁCH 2 :Sử dụng trục đẳng phương của hai đường tròn 
© Ỷ tưởng : Trước tiên chúng ta cần hiểu thế nào là trục đẳng phương ? 

y Định nghĩa phương tích: Cho đường (C): V 2 + y 2 + 2ax + 2 by + c = 0 . Khi 


đó Prtun — MA.MB không phụ thuộc vào phương của cát tuyến MAB của 


M/(C) 


đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M. 

Cụ thể nếu M(x 0 ; y 0 ) thì P MnC) — x ữ 2 + y ữ 2 + 2ax 0 + 2by ữ +C — 0. 

V Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn (C, ), (C 2 ), khi đó: Tập 

I là một đường thẳng và đó gọi là trục đẳng phương 

của hai đường tròn. 

(Cj ):x 2 +y 2 + 2a ỉ x + 2b ỉ y + C) = 0 


d I P M /(C^ P M/i c 2) 


Giả sử 


(C 2 ): X 2 + y 2 + 2a 2 x + 2 b 2 y + c 2 - 0 


Thì phương trình trục đẳng phương là: 2(ã\ —a 2 )x + 2(b ỉ — b 2 )x + c ì —c 2 =0 
V Chú ý: 

+ Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm A, B thì AB chính là trục đẳng phương 
của (Ci) và (C 2 ) 

+ Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điếm A thì trục đắng phương của 2 đường 
tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 

Trở lại bài toán, như vậy ta nhận xét thấy đường thẳng d hiện tại chính là trục 
đẳng phương của đường tròn (C) và (C’). 

► Hướng dẫn giải cách 2: 
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* 


* 



Nhận xét do (C) và (C’) cắt nhau tại hai điểm B và c và d chứa cả 2 điểm B và 
c suy ra d chính là phương trình trục đẳng phương của (C) và (C’) 

Do đó ta có : phương trình (C): (x 2 + y 2 — 2x + 4y — 20) + (x — ly 4- 10) = 0 


Suy ra (C) :x 2 + y 2 — x + 3y —10 = 0 


^ ^ 2 2 ^ 

phương trình đường tròn cân tìm là: (C) : X +y — X - 3y -10 = 0 


Lời bình: Việc hiêu đúng và hiêu kỹ vê trục đăng phương của hai đường tròn 
đã góp phần mang đến một lời giải quá ngắn và đẹp ở cách 2. Đe hiếu rõ hơn 
nữa về trục đắng phương của hai đường tròn, bạn đọc có thế tham khảo thêm 
“bài toán 13, chủ đề 2, các bài toán liên quan đến lập phương trình đường 
thẳng”. Và cũng phải nói thêm ở cách giải 1, nếu khéo léo đưa tọa độ của 3 
điểm A, B, c lên hệ trục Oxy ta sẽ phát hiện AABC vuông tại A—»việc viết 
phương ừình đường tròn có lẽ sẽ còn nhanh hơn nữa vì khi đó tâm I chính là 
trung điểm cạnh huyền BC và bán kính bằng một nửa độ dài BC. 


BÀI TOÁN 8 (ĐƯỜNG TRÒN TIÉP xúc VỚI ĐƯỜNG THẲNG).Trong mặt 
phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng Aj: X + 3 y + 8 = 0 và 

A 2 :3x-4j + 10 = 0và điểm A(-2;l). Viết phưong trình đường tròn có 

tâm thuộc đường thẳng Ai, đi qua điểm A và tiếp xúc vói đường thẳng À 2 . 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Muốn viết (C) có (I; R) —» xác định I(a; b) và R. Có ba hướng để ta tiếp cận: 
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+ Hướng thứ 1: gọi dạng tổng quát của đường tròn —» lập 3 phương 3 ẩn a, b, R 
—> giải tìm a, b, R. (cụ thể đó chính là tâm I eAi (1), A e (C) (2) và d[I; À 2 ] = R 

(3)). 

+ Hướng thứ 2: gọi dạng khai triển của đường tròn —» lập 3 phương 3 ẩn a, b, c 
—> giải tìm a, b, c. (cụ thể đó chính là tâm I eAi (1), A e (C) (2) và d[I; A 2 ] = R 

(3)). 

+ Hướng thứ 3: ta cũng có thể tham số hóa tâm I —» thiết lập 1 phương trình 1 
ẩn để giải tìm I (đó cũng chính là d[I; A 2 ] = R = IA) 

Vậy giữa ba hướng trên, có sự khác biệt như thế nào? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi dạng phương trình tổng quát của đường tròn là (v — a) 2 + (y — b) — R 2 với 
tâm I(a; b) và bán kính R. 


* 


/ e A 


Theo đề bài ta có: \ Ẩe(C) <=> «(—2 — a) 2 + (l-6) 2 = R 


ữ + 3 b + 8 — 0 


d[ỉ;A 2 ] = R 


3^-46 + 10 


= R 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


* Từ (1) ta có a = - 3b - 8 thay vào (2) và (3) ta được 
\3b + 6ý +{\-bý =R 2 


136 + 14 


= R 


<=> 106 2 +346 + 37 = 


(136 + 14) 
25 



^ 2 . 2 ^ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: (C) : (x — 1) + ịy + 3 ) =25 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn là (C) : X 2 + y 2 - 2 ax - 2 by + c - 0 
với tâm I(a; b) và bán kính R 2 = a 2 + 6 2 — c >0 . 


* Theo đề bài ta có: ị 


/e Aj 

Ẩe(C) <=> ị 
dự;A 2 ] = R 


ữ + 36 + 8 — 0 
4a - 26 + c — -5 
l3ữ-46 + 10 


( 1 ) 

( 2 ) 


= \Ịa 2 +6 2 -c (3) 


* 


Từ (1) ta có a = -3b - 8 thay vào (2) ta được 4(-3b -8)-2b + c = -5 


c = 14b + 27 
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* Thay a = -3b - 8 và c = 14b + 27 vào (3) ta được: 

I 3(—3Z>-8) —4Ò + 101= 5Ậ-3,b - 8) 2 + b 2 - Ì4b -27 
<=>| 1 3b +141= 5 Vl 0 b 2 + 34b + 37 

<^> (3b + 14) 2 = 25(10 b 2 + 34Ỗ + 37) 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C): X 2 + y 2 — 2x + 6y — 15 = 0 
► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) 

Theo đề bài ta có I GÀi: x + 3y + 8 = 0=> I(-3t - 8; t) 

* Do đường thẳng À2 tiếp xúc (C) nên ta có d[ /; À 2 ] = R = IA (*) với 

Ãỉ = (-3t-6;t-ì) 



Do đó: (*) «• 


3(-3;-8)-4; + 10 
5 


- v(3 1 + 6) 2 +(t — 1) 


^>113^ + 14 =5V10t 2 +34í + 37 


? 

= 5 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (C) : (x — l) 2 + (y + 3) 2 = 25 

■ Lời bình:với bài toán “đường tròn tiếp xúc với đường thẳng” thì chắc chắn 
chúng ta sẽ phải sử dụng đến điều kiện tiếp xúc giữa đường thẳng và đường tròn 
chính là khoảng cách từ tâm đến đường thắng đó bằng bán kính. Và đây cũng 
chính là biếu thức liên hệ trực tiếp tâm và bán kính với nhau. Trong 3 cách trên, 
cách 3 tỏ ra dễ chịu hơn rất nhiều khi chỉ phải giải quyết 1 phương trình 1 ẩn. 
Nhược điểm của cách 1 và 2 là biến đổi tương đối nhiều, số ẩn tương đối lớn, 
đòi hòi kỹ năng giải phương trình đại số ở người làm. Qua đây cũng rút ra một 
chú ý nhỏ đó chính là nếu phát hiện tâm I thuộc đường thẳng nào —»tham số hóa 
tâm I theo đường thẳng đó. 



Suy ra (13/ + 14) 2 = 25(10t 2 + 34í + 37) <=> t = — 3 


/(1 


BÀI TOÁN 9 (ĐƯỜNG TRÒN TIÉP xúc VỚI CÁC TRỤC TỌA Độ). Trong 
mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) tiếp xúc với 
hai trục tọa độ và có tâm I thuộc đường thẳng d : 3x - 5 y — 8 = 0. 

■ Đặt vấn đề:tương tự như bài toán đường tròn tiếp xúc với đường thẳng, thì khi 
đường tròn tiếp xúc với 2 trục tọa độ như trục hoảnh Ox (y = 0), trục tung Oy 
(x = 0) thì có gì khác biệt ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 
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© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Nhận xét quan trọng nhất khi 
(C) tiếp xúc với 2 trục tọa độ 


chính là 


dự; Ox\ = R =1 y 1 
d[I;Oy] = R=\ Xj 


_ Như vậy ta có thể giải quyết bài 
toán này theo hướng tham số 
hóa tâm I theo đường thẳng d. 

Do điều kiện tiếp xúc trên mà 
bán kính R đã biểu thị theo tâm 
I nên “nút thắt” của bài toán 
này chính là xác định tâm I. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm. 



* 


Do I e d: 3x - 5y - 8 = 0 => / 


( 5í + 8.^ 
——‘,t 


\ 


) 


* Do (C) tiếp xúc đồng thời với hai trục tọa độ nên ta có: 
dự; Ox] = dự; Oy] = R 

't = - 4 
t = ì 


Suy ra t 




5í + 8 


1 

u> 

II 

+ 

00 

-1 

t 

— 



<^> 



3 


1 

1 

Ù) 

II 

U\ 

+ 

00 

1— 


* 


Với t = 1 


R = \ 


.Vậy đường tròn 


(C 1 ):(x-l) 2 +0/ + l) 2 =l 


/(-4;-4) 

* Vớit = -4=><í .Vậy đường tròn 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 



(Q): (x-l) 2 +(y + l) 2 -1 
(C 2 ):(x + 4) 2 +(y + 4) 2 =16 


BÀI TOÁN 10 (Sự TIẾP XÚC TRONG GIỮA CÁC ĐƯỜNG TRÒN). Trong 
mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hai đường tròn (Cj): (x -1) 2 + (y - 2) 2 = 4 

và (C 2 ) : X 2 + y 2 —9. Viết phương trình đường tròn tâm I tiếp xúc trong 

vói cả hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) biết rằng tâm I thuộc đường thẳng 

d :x + y — 2 = 0. 
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■ Đặt vấn đề:Bài toán tiếp xúc giữa các đường tròn cũng là một dạng tương đối 
kh ỏ đặc biệt là khi đường tròn của ta cần tìm tiếp xúc với nhiều đường tròn. Kh i 
đó ta sẽ vận dụng điều kiện tiếp xúc như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

Đe bài đã gợi ý cho ta I ed => tham số hóa tâm I theo đường thẳng d —» cần tìm 
một phương trình. 

_ (C) tiếp xúc trong với cả c |. x + y _ 2 = 0 Ỵ' 
hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) *■ 5 ' 




_ Nếu không khéo léo xử lý 
dữ kiện trên ta sẽ phải chia 
rất nhiều trường hợp — > ở 
đây ta có thể xét vị trí tương 
đối giữa đường tròn (Ci) và 
(C 2 ) và đường thăng d băng 
cách vẽ hình chúng trên hệ 
trục tọa độ —> dùng yếu tố trực 
quan của hìn h học đê đưa ra 
những nhận xét quan trọng 

—> Ở đây ta có hình vẽ sau: 

_ Từ hình vẽ ta có nhận xét hoặc R của đường tròn cần tìm thỏa R < R 2 < Ri hoặc 
R > Ri> R 2 . Do đó sẽ có 2 trường hợp xảy ra với bài toán này. 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (Ci) có tâm /j(l;2) và bán kí nh Rị — 2 và đường tròn (C 2 ) có có 
tâm 0(0; 0) và bán kính R 2 — 3 và đường tròn (C) cần tìm có tâm I, bán kính R. 
Do I e d => I(t; 2 - 1) 


Nên ta có: < 


II, =7(l-t) 2 +(2-2 + t) 2 =V2í 2 -2í + l 


// 2 =7 t 2 + (2-t) 2 = V2í 2 -4í + 4 


* Ta có < 


^-^ 1=1 
R, + R 2 = 3 

o/,=Vs 

hai điểm phân biệt. 

* (C) tiếp xúc trong với cả hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) 


Rị -R 2 |< OI ị < Rị +R 2 => (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại 
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* 


Mặt khác đường thẳng d nằm giữa khoảng không gian giữa (Ci) và (C 2 ) nên suy ra 
đường tròn (C) cần tìm có hai trường hợp hoặc R < R_ 2 < Rihoặc R > Ri> R 2 . 


* THI: R > Ri> R 2 ta có: 


(*) 


II Ỉ =R-R l ị j2t r -2t + ĩ = R-2 (1) 
II 2 =R-R 2 ^ 


4ĩt r ^4t + 4=R-3 ( 2 ) 


Trừ vế theo vế hai phưong trình (1) và (2) ta được: II x — II 2 = Rị — R 2 = 1 

Suy ra "\l~2t — 2t +1 — \l 2? — 4 1 + 4 1 'C^> *\j21 — 2 1 +1 = 1 + \[ĩt — 4t + 4 

Do 2 vế của phưong trình đều dương nên ta bình phương hai vế phương trình và 
ta được: 


t-2o< 

t -2 > 0 

r _ r 

t>2 


0 <=>i 


2t 2 -4t + 4 = (t-2f 1 

t 2 = 0 

k V 


t >2 
t = 0 


(VN) 


* TH2: R < Ri< R 2 ta có: (*) 


II Ỉ =R Ỉ -R jlt 2 -2t + \ = 2-R (1) 
<=> < 


II 2 =R 2 -R 


4ĩt 2 -4í + 4= 3-i? (2) 


Trừ vế theo vế hai phương trình ( 1 ) và (2) ta được: 7/j — II 2 — Rị ~R 2 — — 1 
Suy ra 

yllt 2 -2t + l-^2t 2 -4t + 4 = -l<z>'j2t 2 -2t + l + l = ^2t 2 -4t + 4 

Do 2 vế của phương trình đều dương nên ta bình phương hai vế phương trình và 
ta được: 

t < 1 

I 1 .1 ^ n ị ± I 

\[ĩt — 2t + 1 — 1 — t 


1-Í>0 


í <1 


2í 2 - 2í +1 = (1 - o 2 0 ự 2 - 2t = 0 




t = 0oí = 0 
t = 2 


Với t = 0 thay vào (*) ta có : R = 1 (thỏa cả (1) và (2)) và tâml(0; 2) 
Tóm lại từ 2 trường hợp trên ta có phương trình cần tìm là 


(C): X 2 +(y-2) 2 = 1 


Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số nhận xét và lưu ý: 

Một là, vấn đề xét chia trường hợp trong bài toán này là một điều tất yếu phải 
xảy ra, có thế thấy khó khăn mà bài toán này đặt ra ngoài nút thắt trên còn ở 

.. , r- í B> 0 __ 

việc giải phương trình đại s ổ y Ả = B <=> < Đặc biệt khi thay giá trị t 

A = B 

tìm được ở trường hợp 2, ta cũng cần chú ý đến điều kiện ràng buộc của bán 
kính. 

Hai là, một lần nữa việc xét vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học (điểm, 
đường thắng, đường tròn) với nhau góp phần giúp chúng ta định hướng và đưa 
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ra lời giải ngắn gọn. Với nhận xét đường thẳng d nằm giữa không gian của hai 
đường tròn ta đưa đến quan hệ giữa các bán kính R, Ri, R 2 . 

Balà, qua đây chúng ta cũng nên tổng kết một lần nữa về điều kiện tiếp xúc 
ngoài, tiếp xúc trong giữa các đường tròn cụ thể qua hình vẽ sau: 



■ Đặt vân đê: sau khi đê cập đên sự tiêp xúc trong giữa các đường tròn băng một 
bài toán khá phức tạp (bài số 10) thì ở bài này, tác giả cùng bạn đọc tìm hiểu về 
sự tiếp xúc ngoài giữa hai đường tròn. Tuy nhiên đặt trong những “tình huống 
khác nhau” của từng bài toán khác nhau chúng ta sẽ có cách tiếp cận khác nhau. 
Nhưng đâu là điểm chung cho những dạng này ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Nhận xét về thuận lợi của bài toán là ta đã có sẵn bán kính của đường tròn (C’) 
nhưng ngược lại tâm J thì hiện chưa có một dữ kiện nào thật sự kết nối với nó. 
Mấu chốt của bài toán này chắc chắn là xác định tâm J. 

_ Bài toán ta này ta có thể tiếp cận theo những hướng sau: 

+ Hướng thứ 1: Gọi dạng tổng quát của đường tròn (C’) —» A G (C’) (phưong 
trình (1)) và điều kiện tiếp xúc R + R’ = IJ = 6 (phương trình (2)) —» giải hệ 
phương trình gồm (1) và (2) —> a và b. 

+ Hướng thứ 2 : Dựa vào điều kiện tiếp xúc ta tính được IJ = R + R’ = 6 và 
ngoài ra A chính là tiếp điểm chung của 2 đường tròn —» I, A, J thẳng hàng —> 
viết phương trình IA —» J e IA (hình 1) 
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+ Hướng thứ 3: Đưa các đối tượng hình học lên trên hệ trục Oxy và gọi H là 
hình chiếu của J lên trục hoành —» khi đó theo định lý Thales đảo ta sẽ có 
IO _IA _AO .^ 

—— = —— = —— —> giải tìm được tọa độ tâm I. (hình 2) 

TTT TT Ẩ T ơ ... \ / 

IH IJ AJ 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có đường tròn (C) có tâm /(—2-73; 0) và bán kí nh R = 4. 
Theo đề bài ta có A = Oy n (C) Tọa độ A là nghiệm của hệ 

X 2 + y 2 + 4a/3x -4 = 0 

X = 0 


<=> y = 2 {do y > 0) => A(0; 2) 


V 

* Gọi J(a; b) và R’ lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn (C’) cần tìm và 
dạng tổng quát của đường tròn (C’) là (x — àỷ + (y — b) = 4 

* TacóA G (C’) ^ (aý + (2 - bý =4 (1) 
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* Theo đề bài, ta có (C’) tiếp xúc ngoài với (C) 

^IJ = R + R' = 6^(a + 2jĩ) 2 +b 2 =36 (2) 

* Từ (1) và (2) giải hệ phương trình trên ta được ữ = v3;ố = 3 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (x — v3) : ’ +(T _ 3) 2 -4 
► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có đường tròn (C) có tâm /(— 2 V 3 ; 0) và bán kí nh R = 4. 

Theo đề bài ta có A = Oy n (C) Tọa độ A là nghiệm của hệ 

X 2 + V 2 + 4Vĩ*-4 = 0 - , , ... _ Ị—— — I 

< - 44 > y = 2 {do y > 0) => A(0; 2) 

X = 0 — 1 

V 

* Ta có A là tiếp điểm chung của hai đường tròn => I, J, A thẳng hàng. 

IJ qua A(0; 2) và nhận IA — (2v3; 2) làm véctơ chỉ phương có dạng là: 


X—0 y— 2 

73 = 1 


•e> IJ : X - \Í3y + 273 = 0 


* Ta có J e lì =>J{ayỈ3-2^Ỉ3;a) 

* Theo đề bài, ta có (C’) tiếp xúc ngoài với (C) 

=> IJ = R + R’ = 6 =>(aV3) 2 + a 2 =36 


c _ 2 _ n r a = 3=>(C 1 )-.(x-^ĨÝ+(y-3) 2 =4 

Suy ra: a —9o 

a = -3^> (C 2 ): (x + 5v3 ) 2 + (7 + 3 ) 2 =4 

Do đường tròn cần tìm tiếp xúc với (C) tại A(0;2) thay vào kiểm tra ta nhận (Ci) 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (x — V3ý ' +(T _ 3 ) 2 - 4 
► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Ta có đường tròn (C) có tâm /(—273; 0) và bán kí nh R = 4. 

Theo đề bài ta có A = Oy n (C) Tọa độ A là nghiệm của hệ 

x 2 + /+473x- 4 = 0 _ _ rTTÃT^vTI 


X = 0 


•44> y = 2 {do y > 0) 


* Dựa vào hình vẽ trên hệ trục tọa độ Oxy ta có nhận xét tâm J có thuộc phần tư 
thứ nhất của hệ trục tọa độ Oxy => a, b > 0. 

* Mặt khác, gọi H là hình chiếu của J lên trục hoành ta có JH // OA ,theo định lý 
Thales đảo ta có: 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

10 AO ỈA 2 V 3 2 4 

-=-= —— <^>--— 7 = = — = — suy ra 

IH HJ u a + 2*JĨ b 6 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: (x — v3 ) : ' +(y- 3) 2 -4 

■ Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số nhận xét sau: 

__ Điểm chung của cả 3 cách đều bắt buộc phải sử dụng điều kiện tiếp xúc ngoài 
giữa 2 đường tròn đế liên hệ khoảng cách của 2 tâm. Khác biệt có thế thấy chính 
là cách mà các cách giải tiếp cận. 

_ Nếu như ở cách 1, là cách làm mà đại đa số nhiều người nghĩ ngay đến và chỉ bị 
hạn chế ở khâu giải hệ phương trình thì đến cách 2, thử thách lớn nhất là việc 
loại đi đường tròn phát sinh không thỏa yêu cầu bài toán. 

_ Nếu như ở cách 1 và 2, bạn có thể không dựng hình để đoán tính chất nhưng 
vẫn có thể làm được thì ở cách 3, hình vẽ chính là điểm tựa thật sự cho bài toán, 
và gần như nó đã mang đến cho ta một lời giải rất đẹp cho bài toán. Tuy nhiên 
sẽ không nhiều bạn nghĩ đến hướng đi này. 

BÀI TOÁN12 (HAI ĐƯỜNG TRÒN CẮT NHAU). Trong mặt phẳng với hệ 

tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): (x —l) 2 + y 2 — 9 có tâm I và đường thẳng 

d :x + y = 0. Lập phưong trình đường tròn (C’) có tâm J thuộc đường 

thẳng d và (C’) cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B thỏa mãn tam giác JAI 
vuông tại A, đồng thòi bán kính đường tròn nội tiếp tam giác IAJ bằng 1. 

■ Đặt vấn đề:trong bài toán hai đường tròn cắt nhau tạo dây cung chung và 
đường thắng cắt đường tròn tạo dây cung thì có những điều gì là tương đồng và 
khác biệt ? Những điều nào cần lưu ý khi gặp dạng hình này là gì ? Mời bạn đọc 
cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Đường tròn (C’) cần tìm hiện đã có tâm J e X + y = 0 (tham số hóa tâm J —» cần 
một phương trình để liên hệ tìm tọa độ J) —» liên hệ với những điểm đang có 
trên hình —> điểm I(1;0) —> tìm độ dài IJ = ? 

Đe tìm độ dài IJ (liên hệ với các dữ kiện còn lại) —» bán kính đường tròn nội 
tiếp AAIJ bằng 1 và tận dụng giả thiết ÀAU vuông —» chuyển bài toán độ dài 
sang bài toán diện tích —» khi đó ta sẽ có: 

với p là nửa chu vi AAIJ và r là bán kính đường tròn nội 

tiếp A AIJ. 
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Giải phương trình để tìm tâm tọa độ tâm J —> lúc này đây ta còn thiếu bán kính 
R’ —> Tính dễ dàng nhờ xác định liên hệ giữa bộ ba cạnh IA, AJ, IJ trong AAIJ 
thông qua định lý Pytago. 



► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 0) và bán kính R = 3 

* Đường tròn (C’) có tâm J ex + y = 0=> J(m; -m) và bán kính R’ 

* Gọi p , r lần lượt là nửa chu vi và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác AIJ 


* 


1 

Ta có: S MI J = -7 IA.JA = pr <=> 3JA = 2pr 


<^3JA = \ị3 + JA + IJ)<^ 2JA = 3 +IJ (*) 


* Mặt khácAAU _L A => IA 2 + AJ 2 = IJ 2 o AJ 2 =t 2 - 9 

* Đặt cạnh IJ = t > 0 ta có : (*) 

4JA 2 = (3 + IJ) 2 <=> 4(t 2 - 9) = (3 + t) 2 <í>t 2 -2t-9 = 0 o 

Do điều kiện t > 0 nên ta nhận t = 5 = IJ => AJ = R’ = 4 

* Lại có IJ 2 = 25 <=> (m — l) 2 + m 2 = 25 m 2 — m — 12 = 0 

m = 4 => J x (4; —4) 
m = — 3 => J 2 (—3; 3) 


t = 
t = 


--5 

-3 


<=> 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 


(C 1 ):(x-4) 2 +(y + 4) 2 =\6 
(c'):(x + 3) 2 +(j-3) 2 =16 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

■ Lời bình:Cũng như bài toán đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm, chìa khóa 
để giải bài toán này chính là xác định khoảng cách hai tâm của hai đường tròn. 
Trong bài toán ấy, bao giờ người ra đề cũng mong muốn lồng các tính toán 
phức tạp về độ dài và diện tích trong tam giác để làm « mờ » đi dữ kiện độ dài 
khoảng cách nối hai tâm. Bài toán cũng đã sử dụng hai kỹ thuật chính là « kỹ 
thuật sử dụng diện tích trong tam giác », « kỹ thuật tham số hóa », đây đều là 
những kỹ thuật không quá xa lạ với một số bạn và đã được giới thiệu ở chủ đề 1 
và 2, chương 2 (Bạn đọc có thể xem lại để hiểu rõ hơn). 


BÀI TOÁN 13 (CHÙM ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, 
cho hai đường tròn: 

(Cj) : X 2 + y 2 -2x + 4y-4 = 0 và (C 2 ):x 2 + y 2 +2x-2y-ì4 = 0. 

Viết phưong trình đường tròn đi qua điểm A(0; 1) và giao điểm của hai 
đường tròn (Ci) và (C 2 ). 

■ Đặt vấn đề:tương tự như kiến thức về trục đẳng phương giữa hai đường tròn, 
trong bài toán này, tác giả muốn giới thiệu đến bạn đọc một phương pháp khác 
để giải nhanh bài toán viết phương trình đường tròn đi qua giao điểm của hai 
đường tròn cho trước. Đó chính là kỹ thuật dùng “chùm đường tròn”. 

© Nhận xét và ý tưởng : 



Bài toán có thê giải theo 3 hướng đi: 

+ Hướng thứ 1: Xuất phát từ suy nghĩ tự nhiên là tìm giao điểm B và c của 
đường tròn (Ci) và (C 2 ) —> lập phương trình đường tròn đi qua ba điểm A, B, c. 
+ Hướng thứ 2: Neu gọi d là trục đẳng phương giữa 2 đường tròn (Ci) và (C 2 ) thì 
d cũng chính là trục đẳng phương của đường tròn cần tìm với 2 đường tròn (Ci), 
(C 2 ) —>Khi đó phương trình đường tròn (C) sẽ có dạng: [Ci] + XA = 0 với [Ci] 

2ẵê 
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là phương trình đường tròn (Ci), A là phương trình trục đẳng phương 
và Xg R —^ khi đó phương trình (C) biểu thị theo A,—» cho A e (C) —> tìm Ằ, = ? 
+ Hướng thứ 3: Đó là sử dụng phương trình họ các đường tròn cùng đi qua điểm 

B và c. Khi đó đường tròn (C) sẽ có dạng: m[Ci] + m[C 2 ] = 0 (m 2 + n 2 > 0 ) 

—» thay tọa độ A e (C) —» tìm quan hệ m, n —» dựa vào điều kiệnm 2 + n 2 > 0 
tìm được m, n. 

+ Hướng thứ 4: Ta vẫn sẽ sử dụng trục đẳng phươngAỞ cách hai đường tròn, 
nhưng lần này với nhận xét đường thắng nối hai tâm IiGcũng đi qua điếm tâm I 
của đường tròn cần tìm —> tham số hóa tâm I theo phương trình đường. Ta có 

( bcỴ 

quan hệ (d[ I; A ]) 2 + —— = R 2 = IA 2 . Ở đây máu chốt của bài toán là xác 

’ 2 J _ 

định độ dài dây cung BC —> ta sẽ tính bằng cách 


BC 


= - (4Ii; A ]) 2 = R 2 2 - (d[ĩ 2 ; A]) 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi B và c là giao điểm của đường tròn (Ci) và (C 2 ). Ta có tọa độ B và c là 


nghiệm của hệ phương trình: 

X 2 + y 2 -2x +4y-4 — 0 

< 

X 2 + y 2 + 2x — 2y — 14 = 0 


(phần giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 


( 7 -I 8 V 3 -I 7 -I 2 V 3 I J 7 + 18x/3 -17 + 12V3 

Suy ra B -—-;-—- ,c ———-;-—- 

13 13 ) y 13 13 

* Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn là 
(C): X 2 + y 2 - 2ax — 2by + C — 0 

với tâm I(a; b) và bán kí nh R 2 = a 2 + b 2 — c > 0 . 


l-26 + c = 0 

ẨE(C) 

n _ '_ -14 + 36V3 34 + 24V3, 

5e c o - a + b + c 

13 13 

Ce ^ —14 — 36^3 _ 34-24^, 

-_ —a + - ——b + c 

[ 13 13 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 

7 29 37 

(C):x +v — — X + — V - — = 0 

4 8 8 


1742 + 156^3 


169 


<ĩ$ịb = 


1742-156^ 


8 

-29 

16 

-37 


c - 


169 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có đường tròn (Ci) có tâm /j(l;—2), bán kính Rị -3 và đường tròn (C 2 ) 
cótâm / 2 (—1; 1) và bán ki nh R 2 — 4 . 

)r 1 -r 2 ị=i 

* Xét < R 1 +R 2 =7 =>| -i ?2 I < IJ 2 < Rị+ R 2 => hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) 

/,/ 2 = -Jũ 

cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, c => trục đắng phương của hai đường tròn 
này là: 

X 2 + y 2 — 2x + 4y — 4 = X 2 + y 2 + 2x — 2y —14 BC : 2x — 3y — 5 = 0 

* Mặt khác do đường tròn (C) cần tìm cũng qua hai giao điểm B và c trên nên BC 
cũng là trục đẳng phương của (C) và (Ci) nên phương trình đường tròn (C) có dạng: 

(C ): X 2 + y 2 — 2x + 4y — 4 + Ầ(2x — 3y — 5) = 0, (ẦE R ) 

* Theo đề bài ta có A G (C) => 1 + 4 - 4 + À(—3 — 5) = 0<^>Ã = -ị- 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Ta có đường tròn (Ci) có tâm /j(l;— 2), bán kính Rị -3 và đường tròn (C 2 ) 

cótâm / 2 (—1; 1) và bán ki nh R 2 —4 . 

)r ì -r 2 1=1 

* Xét < R ỉ +R 2 —7 =>| Rị - R 2 I < /j/ 2 < R ỉ + R 2 => hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) 

ụ 2 = VĨ3 

Cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, c 

* Phương trình họ các đường tròn đi qua B và c là: 



* Vì đường tròn (C) cần tìm đi qua A(0; 1) nên ta có: 

m(ỉ + 4 — 4) + «(1 — 2 —14) = 0 <£=> m = \ 5n 

* Do m 2 +n 2 >0 nên ta chọn n=l=>m=15. 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 

► Hướng dẫn giải cách 4: 
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* Xét 


* 


tâm / 2 (—1; 1) và bán kinh R 2 = 4 . 

^-^1=1 

^1 + ^2 = 7 =>| ^1 - ^2 I < < ^1 + ^2 

l hh = VĨ3 

=> hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, c => trục đẳng 
phương của hai đường tròn này là: 

X 2 + y 2 — 2x + 4y — 4 = X 2 + y 2 + 2x — 2y — 14 BC : 2x — 3y — 5 = 0 

Đường thẳng d là phương trình nối hai tâm của đường tròn (Ci) và (C 2 ) 

=> d _L BC 


Suy ra d: 3x + 2y + m = 0, d qua Ii(l; -2) => m = 1. Vậy d : 3x + 2y + l = 0 


9 

* Đường thăng d vuông góc với dây cung chung của cả 3 đường tròn (C), (Ci), 


(C 2 ) nên d đi qua tâm I của đường tròn (C) cân tìm => I e d => / 


( 3m + l^\ 


m: 


V 


-2 


và 




AI = 


r 3m + 3^ 

m ;——— 

l -2 


* Xétd[I 1 ;BC] = 


2.1-3(-2)-5 


^/4 + 9 VĨ3 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


Mặt khác ta lại có: 




<=> (13 m- lý + 432 = 52m 2 +117(m +1) 2 


/ 

7 

Suy ra m = — => < 

8 - 2221 
R 

{ 256 

phương trình đường tròn cân tìm là: 



■ Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số các nhận xét sau: 

Một là, khó khăn trong việc giải quyết bài toán này nếu làm theo hướng thứ 1 
chính là giao điểm B, c “quá xấu”, dẫn đến việc khi lập hệ ba phương trình ba 
ấn a, b, c thì việc giải hệ khá khó khăn. Ớ hướng đi thứ 4 gần như là đã khắc 
phục giúp ta một số nhược điếm của cách làm này dựa trên ý tưởng không tìm 
trực tiếp tọa độ B và c mà thông qua độ dài của dây cung BC. 

Hai là, ưu điểm của bài toán khi sử dụng trục đẳng phương giữa các đường tròn 
một lần nữa thể hiện rất rõ rệt từ việc biết phương trình của các đường tròn suy 
ra phuơng trình trục đắng phuơng thì nguợc lại nếu biết phương trình trục đắng 
phương và một đường tròn cho trước ta cũng có thể tìm được dạng của phương 
trình đường tròn còn lại. 

Ba là, ở cách giải thứ 3 thì việc sử dụng kỹ thuật “chùm đường tròn” thật sự 
vô cùng táo bạo. Trong thực tế chúng ta vẫn có phương trình “chùm đường 
thẳng” trong Oxy. Rộng hơn trong không gian 3 chiều ta cũng có phương trình 

“chùm mặt phẳng”, “chùm mặt cầu”. 


1 - 29 ^ 
8’ 16 J 


BÀI TOÁN 14 (GÓC NỘI TIÉP CỦA ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng vói 
hệ tọa độ Oxy, lập phưong trình đường tròn (C) tiếp xúc trục hoành tại 

A(—^Ị 3; 0) và cắt trục tung tại hai điểm B và c sao cho góc BAC — 30° 

■Đặt vấn đề: Đối với các bài toán liên quan đến góc trong đường tròn thì ta cần lưu 
ý những kiến thức gì ? Mời bạn đọc cùng theo dõi ! 
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© Nhận xét và ý tưởng : 




__ Có 3 gợi ý của đề bài mà ta cần quan tâm : Đường tròn tiếp xúc với trục hoành ? 

Đường tròn cắt trục tung ? và góc BAC = 30° có ý nghĩa gì trong việc giải 
quyết bài toán trên. 

_ Ở đây mấu chốt của bài toán là nhận ra được góc BAC chính là góc nội tiếp của 
đường tròn (C) cần tìm. Một tính chất cực kì quan trọng về quan hệ giữa các 
góc trong đường tròn chính là khi góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn 1 cung 
trên đường tròn thì “số đo góc ở tâm bằng 2 lần số đo góc nội tiếp ”. 

_ Từ gợi ý trên, nếu gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm góc BIC chính là góc ở 
tâm và bằng 60 độ. Điều này dẫn đến AIBC chính là tam giác đều có IH = 

IBsl 3 Ry 3 

OA = |xa| (dựa vào hình vẽ) và IH = —= —7 — (tính chất đường cao 

trong tam giác) —» dễ dàng suy ra bán kính R của đường tròn cần tìm. 

_ Cùng với đó, do (C) tiếp xúc trục hoành tại điểm A nên Xi = Xa và R = |yi. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi (C): (x — àỷ +(y — b) 2 — R 2 với tâm I(a; b) và bán kính R. 


* Theo đề bài ta có (C) tiếp xúc với trục hoành tại AÍ—^[. 3;oj 


R =1 T/ 1=1 b I 

Xj = a = —s/3 


* Góc BAC — 30° => BIC — 60° (do góc ở tâm và góc nội tiếp cùng chắn cung 
BC) .Mặt khác ABIC là tam giác cân tại I (do IB = IC = R) nên AIBC là tam 
giác đều cạnh bằng R. 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


Gọi H là chân đường cao kẻ từ I của AIBC => IH = 


Ịb4_ 3 _ 


mà 


* 


IH = OA = yfĩ^R 


Lại cỏ R — b —2o 


= 2 

b = 2 => /j(->/3; 2) 
z> = -2 => I 2 (-*Jĩ;-2) 


phương trình đường tròn cân tìm là: 


(C, ): (JC + Vã ) 2 + ( V - 2) 2 = 4 

(C 2 ); (x + Vữ) 2 + (y + 2) 2 — 4 


Lời bình:Ngoài góc nội tiếp trong đường tròn mà bạn đọc đã được giới thiệu ở 
phần đường tròn lớp 9, chúng ta cũng được giới thiệu góc giữa tiếp tuyến và dây 
cung và một số góc đặc biệt khác. Với những bài toán hình học trên nếu không 
biết những tính chất trên thật sự sẽ gây ra rất nhiều khó khăn cho chúng ta trong 
suốt quá trình giải. Bài toán này cũng đã lại một lần nữa nhấn mạnh vai trò của 
tiếp điểm A khi đường tròn tiếp xúc với trục hoành, ngoài việc có được liên hệ 
giữa bán kính và tung độ của tâm ta còn biết nhanh hoành độ của tâm là bao 
nhiêu ? Việc phác thảo hình vẽ cũng góp phần giúp ta định hướng hướng đi cho 
bài toán và phát hiện một số tính chất đặc biệt. Nói chung một nguyên tắc chung 
ở những người học hình là “học hình thì phải vẽ hình”. Hình học chính là 
điểm tựa trực quan cho chúng ta trong quá trình giải. 


BÀI TOÁN 15 (PHÉP BIÉN HÌNH TRONG ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt 
phẳng vói hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trọng tâm G(2; 3). Gọi M, 
N, p lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA, AB.Đường tròn ngoại tiếp 

tam giác MNP có phương trình (Cj) : (x—l) 2 +(y — l) 2 =25 .Viết phương 

trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

■ Đặt vấn đề:Một trong những công cụ hữu ích giúp ta giải quyết những bài toán 
khó trong hình học phẳng chính là phép biến hình. Phép biến hình gồm có phép 
dời hình (phép đối xứng trục, đối xứng tâm, phép tịnh tiến) và phép đồng dạng 
(phép vị tự, phép nghịch đảo). Thông thường các bài toán khó, dưới góc nhìn 
của phép biến hình luôn cho ta những lời giải đẹp đến bất ngờ. Cụ thể trong bài 
toán này chúng ta sẽ thử vận dụng phép vị tự. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Có một kết quả khá đặc biệt trong bài toán này, G không chỉ là trọng tâm của 
tam giác ABC mà cũng là trọng tâm của tam giác MNP {việc chứng minh tác 
giả xin trình bày bằng cách dùng vẻctơ ) 
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Với nhận xét trên thì phép vị tự tâm G với tỉ số k = - 2 sẽ lần lượt biến các điểm 
M, N, p thành A, B, c. Dĩ nhiên kể cả tâm I và bán kính R của đường tròn (C) 
cũng sẽ biến thành J và R. 

Và đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP trong bài trên cũng chính là đường tròn 
Euler (hay còn gọi là đườn tròn 9 điểm). Neu Gọi H là trực tâm tam giác ABC, 
thì chin điểm gồm có trung điếm của các cạnh, chân ba đường cao và trung 
điểm các đoạn HA, HB, HC đều nằm trên một đường tròn. Ta gọi đó là đường 
tròn Euler. 



► Hướng dẫn giải: 



* Ta có G là trọng tâm AABC => GA + GB + GC — õ 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 

Suy ra 

GM + MĂ + GN + m + GP + ĨC = ^<^(GM + GN + GP) + MĂ + NB + ĨC = ^ 
Xét: 

ÃŨ + NB + PC = m + NA + NM + MB + PM + ÃĨC = (NÃ + PM) + (MC + ÃĨB) = Õ 

Do đó GM + GN + GP — õ =>G cũng là trọng tâm ÀMNP 

* Đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác MNP có tâm 1(1; 1) và bán kí nh r = 5. Gọi J 
và R lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn ngoại tiếp AABC. 

* Phép vị tự tâm G tỉ số k = -2 biến điểm M thành A, biến điểm N thành B, biến 
điểm p thành c và phép vị tự trên cũng biến AMNP thành AABC, biến tâm I 
thành J thỏa mãn: 



■ Lời bình: Đê hiêu rõ hon vê những ứng dụng của phép biên hình và các tính 
chất đặc biệt về đường tròn trong tam giác bạn đọc có thể tham khảo phần lý 
thuyết chưong 1. 


BÀI TẬP CHỌN LỌC-Tự LUYỆN CHỦ ĐỀ 3 

Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm 1(1; 1) và tiếp xúc với đường thẳng A:3x + 4y —12 = 0 

b. (C) nhận AB làm đường ki nh với A(2; 3) và B(-4; 1). 

c. (C) đi qua ba điểm A(1; 4), BH; 0), C(-2; -2). 

d. (C) có tâm thuộc đường A: X — y —1 = 0 và tiếp xúc với dị : 2x + y — 1 = 0 
và ú?2 '-2x — y + 2 = 0. 

e. (C) tiếp xúc với các trục tọa độ và đi qua A(4; 2). 

© Hướng dẫn giải. 

13 + 4-12 

• a. (C) tiếp xúc với A : 3x + 4y —12 = 0 suy ra dự;A) = Ro — ■ - = 1 

é 2 +4 2 

Do đó: (C): (x-1) 2 +(y-ì) 2 -1 
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• b. (C) nhận AB làm đường kinh suy ra trung điêm M(-l; 2) của AB là tâm của 
đường tròn và bán kinh của đường tròn là 

R = ^-=>R 2 =ị[(-4-2) 2 +(l-3) 2 ] = 10 . 

2 4 

Do đó: (C):(x + 1) 2 +O-2) 2 =10 


. 2 2 
• c.Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: X +y — 2 ax — 2 by + c = 0 


Ta có: 


Ẩe(C) \\1 - 2a - %b + c = 0 
Be(C)o< 16 + 8a + c = 0 <^> 

c e (C) & + 4a + 4b + c = 0 



n 2,2,5 7 28 

Do đó: (C):x + y + —X- —y- —= 0 


# ^ ^ 1 2 2 -r»2 

• d. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: (x — a) +(y — b ) = i? . 
Với I(a; b) là tâm và R bán kí nh. 

Ta có: I thuộc đường A:x — y —1 = 0 suy ra I(t; t - 1) 

Mặt khác (C) tiếp xúc với dị, ẩ2 nên ta có: dự;dị) = dự;d2) = R 



. ^ ^ r 2 2 ^2 
• e. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: (x — a) +(y — b ) — R . 

Với I(a; b) là tâm và R bán kí nh. 

(C) đi qua A(4; 2) nên ta được: (4 — ứ) 2 + (2 — z>) 2 = iT (*). 

Do (C) tiếp xúc với 2 trục tọa độ nên: dự', Ox) = d(I; Oy) = R <^>| a 1=1 b 1= R 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


THI: a = bkhiđó (*) <^> (4-a) 2 +(2-a) 2 = a 2 

TH2: a = -b khi đó (*) <=> (4 -a) 2 + (2 + aỷ = a 
Vậy ta có 2 phương trình thỏa yêu cầu bài toán là: 


a = 10 


<=> 


<2 = 2 



(x — 2) 2 +(j^ —2) 2 — 4 /ỉạy (x —10) 2 +(j^ —10) 2 —100. 


Câu 2:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm 1(3; 1) và chắn trên đường thẳng A:x — 2y + 4 = 0 một dây cung 
có độ dài bằng 4. 

b. (C) đi qua hai điểm A(2; 3), B(-l; 1) và có tâm nằm trên đường thẳng 
A : X - 3y — 11 = 0 . 

c. (C) đi qua hai điểm A(0; 5), B(2; 3) và có bán kính bằng y/ĩõ. 

d. (C) có tâm thuộc đường thẳng A : 2x + y = 0 và tiếp xúc với đường thẳng 
d : X - 7y +10 = 0 tại A(4;2). 

© Hướng dẫn giải. 

a. Giả sử (C) chắn trên A một dây cung có độ dài bằng 4. 

Từ I kẻ IH vuông góc AB tại H (theo định lý đường kinh và dây cung) suy ra H 

AB /— 

là trung điểm của AB. Khi đó: HA = —— = 2 và IH = í/(7; A) = v5 

3 

Gọi R là bán kinh đường tròn (C), ta có: R = \ỊlH 2 +HA 2 = \Ị5 + 4 = 3 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là (C): (x — 3) + ( y — 1) =9 


b. Cách 1: Gọi I, R lần lượt là tâm và bán kinh của (C). Ta có: 
Điểm / e A => I(3t +11; t) và do A, B thuộc đường tròn (C) 


IA = IB = R^> ỈA 2 = IB 


(3 1 + 9) 2 + (3- 1) 2 = (3 1 +12) 2 + (1 -tý ot = 


-5 


/ 


U ; 2 ) 


R = 


65 



2 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là 


Cách 2: Giả sử (C) : X 2 + y 1 — 2ax — 2hy + c = 0 có tâm I(a; b) 
Do tâm I eA =><2 — 3b — 11 = 0 (1) 
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Mặt khác < 


A E (C) 
Be(C) 


-4 a - 6b + c = 0 
2a - 2b + c = 0 


7 

a = — 
2 


Từ (1), (2), (3) giải hệ ta được: 


2 

c =-14 


( 2 ) 

( 3 )' 


Kạj phương trình đường tròn cân tìm ỉà (C) :x + y — lx + 5y —14 = 0 


c. Gọi I(a; b) là tâm của đường tròn (C), từ giả thiết, ta có: IA = IB = R = *JĨÕ 


IA 2 =IB 2 ịa 2 +(5-b) 2 =(2-af +(3-by 


IA 2 = 10 
a — -ì 




a 2 +(5 — b) 2 =10 




b — a + 3 
a 2 —2a — 3 — 0 




b = 2 


hay 


a = 3 
K b = 6 

V 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là 


(C 1 ):(x + 1) 2 +(j-2) 2 =10 
(C 2 ) :(x-3) 2 + (y-6) 2 =10 


d. Cách 1: Ta có tâm / E À => I(t; —21) và IA = a/5 t 2 +20 

I ^ ^ I 

Đường tròn (C) tiếp xúc với d tại A <=> dự',d) — IA <=>- Ỵ =— = \J5t 2 +20 

v2 

„ „ _ _ _ í / (6; — 12) 

<» (3t + 2) 2 - 2(5t 2 + 20) ot 2 -\2t + 36 = bot = 6^>\ ’ 

[r = 10V2 


Vậy phương trình đường tròn cân 


(C) :(x-6) 2 + (y + 12) 2 = 200 


Cách 2: Gọi I, R lần lượt là tâm và bán kinh của (C). 

Gọi d’ là đường thẳng vuông góc với dtạiA =>í/':7x + y + m = 0 


A thuộc d’ suy ra m = - 30. Vậy d’: 7x + y - 30 = 0. 

Do (C) tiếp xúc với d tại A nên I thuộc d’ và mặt khác I thuộc A nên tọa độ I 
thỏa hệ: 


Í7x + y-30 = 0 


2x + y = 0 


=> 7(6;-12) => = I 0 V 2 
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2 

L(?v phương trình đường tròn cân 


(C) :(x-6) 2 + (j + 12) 2 = 200 


Câu 3:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, Lập phương trìn h đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm nằm trên trục Ox đồng thời tiếp xúc với di và ch với di: X + 2y - 
1 = 0 , ch: 2x - y + 2 = 0 . 

b. (C) có bán kính R = 2, tiếp xúc với trục hoảnh và có tâm nằm trên đường 
thẳng (d): X + y - 3 = 0. 

c. (C) đối xứng với đường tròn (C’): X 2 + y 2 - 2x - 4y + 3 = 0 qua đường thẳng 
A: X + 2 = 0. 

© Hướng dẫn giải. 



R 

R 


o < 


ĩ —1| |2ữ + 2 

■Jỉ = 75 

|2a-l| 


( 1 ) 


<=> 


R = 


75 


( 2 ) 


a = —3=> R = 


75 

575 


a = —— => R = 

3 3 



b. Tâm I nằm trên d suy ra I(t; 3 -1). 

Nếu (C) tiếp xúc với Ox thì khoảng cách từ I đến Ox bằng bán kính R=2 : 
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1_ 

<N 

1 

II 

1 

rn 

3-t 

<=> 



3-7 = 2 


't = 5—>I ỉ =(5;-2) 
í = l->/ 2 =(1;2) 


Như vậy có 2 đường tròn : 



c. Ta có (C’): (x - 1) 2 + (y - 2) 2 = 2 => / '(1; 2), R' = V 2 

Gọi J là tâm của (C) thì I và J đối xứng nhau qua d : X = - 2 suy ra J(-5; 2) và 

(C) có cùng bán kính R . Vậy (C): 
qua d. 




a. (C) nội tiếp tam giác tạo bởi 2 trục toạ độ và đường thẳng có phương trình 
8x + 15j-120 = 0. 

b. (C) có tâm I thuộc di: X - 2y + 3 = 0, tiếp xúc với ẩ 2 '. 4x + 3y - 5 = 0 với 
bán kinh R = 2. 

c. (C) nội tiếp tam giác có 3 cạnh lần lượt là nằm trên 3 đường thẳng trục tung 
Oy, (di): 4x - 3y - 12 = 0 và (d 2 ): 4x + 3y - 12 = 0. 

© Hướng dẫn giải. 

a. Giả sử d: 8x + 15y - 120 = 0 cắt Ox, Oy lần lượt tại A,B- 
Gọi I(a;b) là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABO. Ta có:0 < a,b < 8 
Bán kính r = d(I,Ox) = d(I,Oy) = d(I,d) 

a — b — 3(tm) 

a = b = 20(7) 


<^> 


a 


. I \Sa + ì5b — 120| 


17 

2 . / -»\2 


r — 3 


PT:(x-3Ỵ+(y-3Ỵ =9 
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X — — 3 + 2 í 

b.di: s , le d l =>/(-3 +í; í) 

27 7 

d(I, cb) = 2 <£> |l ll-17| = 10 t - Ỷ--hay t = Ỷ~ 

27 T (21 27^1 _ x ( 2lV í 

Vớit=±f^7, (C,): X-7T + .y- 

11 \n 11 ) { n) ự 

7 7-19 7 ^ 7 19V 7 

Với t = ; --- (C 7 ) : X + + V 

^ z 11^11 ^ z / 11 ^ 


ur 11 J 

^-19 7 ^ 
V 11 ’1 ly 


V 




27 Ỵ 

n) 

jỴ 

nj 


= 4 


= 4 


c. Gọi A là giao của d ì ,d 2 => A: ị 


<=> ^4 (3; o) E Ox. 


11 ) 

4v-3j-12 = 0 
4v + 3j-12 = 0 

Vì (BC) thuộc Oy cho nên gọi B là giao của d x với Oy : cho x=0 suy ra y=-4 , 

B(0;-4) và c là giao của d 2 với Oy : C(0;4 ). Chứng tỏ B,c đối xứng nhau qua 
Ox. 

Mặt khác A nằm trên Ox vì vậy tam giác ABC là tam giác cân đỉnh A . 

Do đó tâm I đường tròn nội tiếp tam giác thuộc Ox suy ra l(a;0). 

ỈA_ _ ẨC _ 5 
ĨÕ~ÃÕ~4 


r 

Theo tính chât phân giác trong : 


74 + 70 5 + 4 04 _ 9 

10 ~^T Tỏ-4 


(4 T\ 

v° 


I0= 4±J4 = U I 

9 9 3 

Tính r bằng cách : 

5 = Ì B C^ = Ì5.3 = ^ = Ỉ^^1 = ỈÍ^M 

2 2 2 2 r 2 


r 


18 6 
r _ 15 _ 5 


2 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là'. 



Câu 5:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ A(-8; 3), B(4; 
12), C(4;-13). 

a. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

b. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

c. Viết phương trình bàng tiếp trong góc B của tam giác ABC. 

© Hướng dẫn giải. 
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a. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: x z + y — 2ax — 2 by + c 

a = 4 


= 0 


Ta có: < 


Ae(C) 
Be(C)o 
c E (C) 


73 +1 6ữ — 6b + c — 0 
160 - 8(7 - 24 b + c = 0 
185 — 8 <7 + 26/) + c = 0 


b = — 

2 

c = -140 


Do đó: 



Chú ý:nếu bạn đọc phát hiện tam giác ABC vuông tại A thì việc tính toán còn nhẹ 
nhàng hơn nữa. Vì khỉ đó, đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có tâm là trung 
điểm M của cạnh huyền BC và bán kỉnh MB. 

• b. Từ tọa độ 3 đỉnh A, B, c dễ dàng lập được 3 phương trình chứa 3 cạnh của 
tam giác là: 


AB : 3x — 4 y + 36 = 0, AC : 4x + 3 y + 23 = 0, BC : X — 4 = 0 


x-4 3x-4j + 36 

Khi đó phương trình 2 đường phân giác góc B là: —-— = ±-f- 

Ầ 5 
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2x + 4v-56 = 0 => L = —- < 0 (1) __ . . 

2 với kị ; k 2 là các hệ số góc. 

2x - y + 4 = 0 => k 2 = 2 > 0 (2) 


Vì phân giác trong của góc B tạo với trục hoành Ox một góc nhọn dương nên có 
hệ số góc dương. Do đó ta nhận trường hợp (2): 2x - y + 4 = 0. 

v . X — 4 4x + 3y+ 23 

Tương tự phương trình 2 đường phân giác góc c là: -= ±--- 


1 


<=> 


X - 3 y - 43 = 0 => k 3 - ^ > 0 (3) 


3 với k 3 ; k 4 là các hệ số góc. 

3x + y +1 = 0 => k 4 = -3 < 0 (4) 

Vì phân giác trong của góc B tạo với trục hoành Ox một góc tù dương nên có hệ 
số góc âm. Do đó ta nhận trường hợp (3): 3x + y + 1 = 0. 

Do đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên tâm K cần tìm là giao điểm của các 
đường phân giác trong các góc B, c, A. Do đó tọa độ K thỏa hệ: 


K(- 1 ; 2 ) 


2x —y+4=0 X — — 1 

•w> < 

3x + y +1 = 0 y — 2 
Xét khoảng cách từ K đến BC ta suy ra r = 5 

Do đó: 



c. Ta có đường phân giác ngoài của góc c là d: X - 3y + m = 0. d qua C(4; -13) 
suy ra m = - 43. 

Vậy d: X - 3y - 43 = 0. Gọi J là tâm đường tròn bàng tiếp góc B của tam giác 


nên tọa độ J thỏa mãn hệ: < 


2x - y+ 4 = 0 
X - 3v - 43 = 0 




X = -11 
V = -18 


/(-11;-18) 


Bán kinh đường tròn bàng tiếp là khoảng cách từ J đến AC suy ra R’ = 15. 
Do đó: 



Câu 6:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) đi qua hai điểm A(2; 5), B(4;l) và tiếp xúc với đường thẳng có phương 
trình 3x - y + 9 = 0. 

b. (C) đi qua hai điểm A(-l; 0), B(l; 2) và tiếp xúc với đường thẳng d có 
phương trình X - y - 1 =0. 

.Ị 2VĨÕ , ^ . .. „ , , , 

c. (C) có bán kính băng —--— và tâm I thuộc d: X + 2y - 3 = 0 và tiêp xúc với 


A:x + 3y — 5 = 0. 


2ẵ0 
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© Hướng dẫn giải. 

a. Gọi I(a; b) là tâm đường tròn ta có hệ: 

(2 - aý + (5 - bý = (4 - aý + (1 - bý (1) 


IA = IB 
IA = d{ I; A) 


<=>4 


2 . ^ /_\2 Ợ>a-b + 9) 2 


{2-aỴ +{5-bỴ = 


10 


( 1 ) 


Suy ra a = 2b - 3 thay vào (2) ta được: b 2 — Ì2b + 20 = 0 <=> 


b = 2 
b = 10 


Với b = 2 suy ra a = 1 và R = Vĩõ => (Cj): (x —l) 2 + (y — 2) 2 = 10 


Với b = 10 suy ra a = 17 và R = V 250 => (C 2 ): (x —17) 2 + (y — 10) 2 = 250 


b. Giả sử phương trình cần tìm là (x — aý +{y— b) 2 — R 2 
Vì đường tròn đi qua A, B và tiếp xúc với d nên ta có hệ phương trình 


(ì + a) 2 +b 2 - R 


ạ-aý+(2-b) 2 =R 2 <=>^ố = l 


a - 0 


(a — b — l) 2 = 2 R 


R 2 =2 


Vậy đường tròn cần tìm là: X 2 + (y— l) 2 = 2 


c.Tâm đường tròn thuộc d nên có dạng I(—2a + 3; a ) 
Đường tròn tiếp xúc với A nên 

^ \a-2\ 2VĨÕ 

d(LA) = R <^> J — Ị = i = —--— a — 6; a = -2 

Mỉ 


2 2 o 

Với a = 6 ta có /(—9;6) suy ra phương trình đường tròn: (x + 9) + ()’ - 6) = — 


2 . 2 o 

với a=—2 ta có /(7;—2), suy ra phương trình đường tròn: (x-7) + (y + 2) = - 


Vậy có hai đường tròn thoả mãn là: 



Câu 7: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đường cong 

2 2 A 

(C m ):x — 2/nx — 4(/n — 2)j’ — m + 6 = 0 (m là tham sô thực), 
a. Tìm m để C m là đường tròn. 
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b. Tìm tập hợp tâm của C m khi m lấy các giá trị từ câu a. 

© Hướng dẫn giải. 

• Ta có đường cong C m là đường tròn khi và chỉ khi 


a 


2 



- c > 0 <=> m~ 


+4 (m - 2) 2 + m - 6 > 0 o 5m 2 -1 5m +10 > 0 o 


m < 1 
m > 2 


Vậy khi m< 1 hay m > 2 thì C m là đường tròn. 


• Gọi I(x; y) là tâm đường tròn C m , ta có: 


x = m 


x = m r 

y = 2(m - 2) 

<^> < 

y = 2(x - 2) => < 

m < 1 hay m > 2 


m < 1 hay m > 2 


2x — y — 4 — 0 
x< \ hay x>2 


Vậy tập hợp tâm I là đường thẳng 2x - y - 4 = 0 thỏa X < 1 hay X > 2 {ta không 
xét tạ X — 1 và X — 2 vì khỉ đó đường tròn chỉ là những đường tròn điểm). 

Câu 8 :Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chứng tỏ mỗi phương trình sau đây là các 
phương trình đường tròn và tìm tập hợp tâm của nó. 

a. (Q):x +y - 2 (cosa - 2 )x — 2y sincr + 1 = 0 (a là tham sô). 

b. (C2) X 2 + y 2 -2e~ m x-4e m y -ì + e~ 2m =0 (m là tham số). 

c. (C 3 ) : X 2 + y 2 — 2tx - 2y ln t — 3 4- ln 2 t = 0 (t là tham số). 


© Hướng dẫn giải. 



2BQ 
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a. Đường cong (C|) \x 2 +y 2 - 2(cos a - 2)x — 2 y sin a +1 = 0 có: 

2 2 / 2 . 2 1 2/1 , 2 

a +ơ - c* = (cosơ-2) +sin a-l = cos a-4cos« + 4-cos a 

- 4(1 - cos a) > 0, \/cc<eR 


(do —1 < cosa < 1). Vậy (Cl) là đường tròn. 

Gọi I(x; y) là tâm đường tròn (Cl) nên thỏa 


X = cos a-2 

r 

COSỚ' = x-2 

í 2 í ~,\2 

cos a = (x-2) 

-.9 9 

ì <=> 1 

=> 

=> 

II 

+ 

i 

■N 

1 

X 

y = sin <2 

sin a - y 

< 

• 2 2 
sin a = y 


Vậy tập hợp tâm I của những đường tròn (Cl) là đường tròn (C’) có tâm J(2; 0), 
bán kính R’ bằng 1. 

b. Đường cong (C 2 ): X 2 +y 2 — 2e~ m x — 4e m y — 1 + e~ 2m = 0 có: 

a 2 +b 2 -c = e~ 2m +4e 2m +l-Q~ 2m =4e 2m +l>0, Vm^R. 

Vậy (C2) là đường tròn. 
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Vậy tập hợp tâm I của những 
đường tròn (C3) là đường logarit 
nepery = Inx (x > 0). 


Câu 9: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): X 2 + y 2 - 2x + 4y + 2 = 
0. Viết phương trình đường tròn (C') tâm M(5, 1) biết (C') cắt (C) tại các điểm 

A, B sao cho AB — v3 . 


© Hướng dẫn giải. 




r 3 7 

Và ta có: ĨM=5 suy ra HM= 5 — — = — 

2 2 


..,2 ttt 2 aLB 2 49 3 -2 

Trong tam giác vuông HAM ta có MA — IH + —— — — + — = 13 = R . 

4 4 4 


Do đó: 



Câu 10 :Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có 4(4; 6), phương 
trình các đường thẳng chứa đường cao và trung tuyến kẻ từ đỉnh c lần lượt là 

im 
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2x — y +13 = 0 và 6x — 13 V + 29 = 0 . Viết phương trình đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC. 

© Hướng dẫn giải. 


Giả sử phương trình đường cao và chừ 
HC:2x-y + l3 = 0 Ví 

MC : 6 x -13y + 29 = 0 (trong đc 

H là chân đường cao kẻ từ c và M k 
trung điểm AB). 

Ta có c là giao điểm giữa MC và HC 
nên tọa độ c thỏa hệ ' 


2x - y + 13 = 0 x = -7 MK 

7 " _ => í ' I— — 

6x-13y + 29 = 0 [y = -l A(4;6) H 

\ 


X = -7 



C(-7;-l) 


Ta có AB vuông góc HC: 2x - y + 

13 = 0 nên AB có dạng: AB: X + 2y 
+ m = 0 . 

Lại có AB qua A(4; 6) suy ra m = - 
16. Vậy AB:x + 2y-ì6 = 0 

Ta có M là trung điểm AC và là giao điểm AB và CM nên tọa độ M thỏa hệ: 

íx + 2y-16 = 0 fx = 6 
ị => M(6; 5) 


6 x -13y + 29 = 0 y = 5 


Do M là trung điểm AC nên ta suy ra tọa độ B( 8 ; 4). 

Gọi phương trình đường tròn (C) cần tìm có dạng: X + y + mx + ny + p = 0 

m = —4 
n = 6 
/7 = -72 

Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là: 



'A E (C) 

52 + 4 m + 6n + p = 0 

Ta có: < 

B E (C) <=> < 

80 + Sm + 4n + p = 0 < 


c E (C) 

50-7m-n + p = 0 

L ± V 


X 2 + y 2 - 4x + 6y - 72 = 0 


^ ? ? . 

Câu ll:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho hai diêm A 


(2n/3;2),s(2V3;-2) 


\ 

a. Chứng tỏ tam giác OAB là tam giác đêu. 
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b. Chứng minh rằng tập hợp các điểm M sao cho : MO 2 +MA 2 +MB 2 = 32 là 
một đường tròn (C). 

c. Chứng tỏ (C) là đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 

© Hướng dẫn giải. 

OA = Ặ2^3j+2 2 =4 

• Ta có: < OB = 4 => OB = OA = AB suy ra tam giác OAB là 

AB = 4 

tam giác đều. 

• Gọi M(x;y) thì đẳng thức giả thiết cho tương đương với biểu thức : 

MO 2 =x 2 +y 2 

Ta có : < MA 2 - X 2 + y 2 - 4<j3x - 4y +16 
MB 2 — X 2 + y 2 - 4^Ỉ3x + 4y + 16 

V 

=> MO 2 + MA 2 + MB 2 = 32 <» 3V + 3/ - 8 Sx + 32 = 32 

^ v 2 , 8^3 

3 




Chứng tỏ là đường tròn (C) 



4VJ 

3 


Thay tọa độ 0,A,B vào (1) ta thấy thỏa mãn , chứng tỏ (C) là đường tròn ngoại 
tiếp tam giác OAB. 


Câu 12:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip ( E ) : — + = 1 và đường thẳng 

A: X + v + 9 = 0. Viết phương trình đường tròn có tâm thuộc A và tiếp xúc với 
(E) có bán kinh nhỏ nhất. 

© Hướng dẫn giải. 

CÁCH 1: 

• Gọi d là đường thắng song song với A và tiếp xúc với Elip và khoảng cách từ d 
đến elip gần nhất. 

Phương trình đường thẳng d có dạng: X + y + c = 0. 

• Đường thẳng d tiếp xúc với Elip khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 
duy nhất: 


2 m 
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2 2 

x y 

— + — = 1 


<=>c = ± 3 


x + y + c = 0 

Với c = 3 thì khoảng cách d và À là nhỏ nhất. Suy ra d: X + y + 3 = 0. 

í-5.-4ì 


Tiếp điểm của d và elip là M 
I và bán kinh R. 


I 3 ’ 3 J 


\ 

. Gọi (C) là đường tròn cân tìm có tâm 


Ta có: R>d(d; A) = 


-3 + 9 


■ã 


= 3^2. 


Tâm I thuộc đường À suy ra I(t; -1 - 9). 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi, I là giao điểm của đường thẳng qua M và vuông 
góc với d và đường thẳng À. Khi đó (C) tiếp xúc với d và (E) tại M. 

Í-14.-13Ì 


Từ đó tìm được tâm I 


K 3 


R = 3^2 





2 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là'. 


CÁCH 2: 

• Gọi (C) là đường tròn cần tìm có tâm I và bán kinh R. Ta có I thuộc A suy ra 
I(t; -1 - 9). 

_ 2 2 

_ . ., , _ __ m n 

Gọi M(m; n) là tiêp diêm của (C) và (E) suy ra —— + —— = 1 


iT 7 

Theo bât đăng thức Cauchy Schwart ta có: 


f 2 


(m + n) 2 < 


m n 
+ - 


2 A 


V 


(5 + 4) = 9 => -3 < m + n < 3 




Ta cỏ R 1 =(m-tỷ+(n + t+9) 2 > ím ~ t + ,,+t + 9)1 = (m + n+9)1 >l& 


Dấu “=” xảy ra khi và chỉ kh i 


2 

m-t = n + t + 9 

m n 

5 = 4 

m 2 n 2 

+ — = 1 

5 4 

m + n = —3 


2 




m = 


n = 


a — 


-5 

T 

-4 

T 

-14 
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(—14 —13^1 _ _ [— . A 

Khi đó ta có tâm I ;—y~ , R = 3v2 , ta sẽ chứng minh (C) tiêp xúc (E). 

V 3 3 ) 

Thật vậy lập phương trình hoảnh độ của (C) và (E) ta dễ dàng kiểm tra được 
điều này. 


2 ^ _ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 



Câu 13: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho phương trình đường tròn : 

(Ci) : X 2 + y 2 - 4x +2y - 4 = 0 và (C 2 ): X 2 + y 2 - lOx - 6y +30 = Ocó tâm lần 
lượt là I, J. 

a. Chứng minh (Ci) tiếp xúc ngoài với (C 2 ) và tìm tọa độ tiếp điểm H . 

b. Gọi (d) là một tiếp tuyến chung không đi qua H của (Ci) và (C 2 ). Tìm tọa độ 
giao điểm K của (d) và đường thẳng IJ . Viết phương trình đường tròn (C) đi 
qua K và tiếp xúc với hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) tại H . 

© Hướng dẫn giải. 



a.(Ci) có tâm 1(2; -1) và bán kính R = 3, (C 2 ) có tâm J(5; 3) và bán kinh R’ = 2. 

/J = V(5-2) 2 +(3 + 1) = 5 =>ij = r + R i suy ra (Ci) và {Ci) tiếp 


Ta có: < 


R + R' = 5 


xúc ngoài tiếp nhau. 

Ta có H là tiếp điểm của 2 đường tròn trên nên H, I, J thẳng hàng và ta có: 


m _R _3 
HJ~ R'~2 

19 

X H — 

<^> <í 


► í 2(x,-JC„) =-3(x. — x w ) 

2HI = -3HJ oị c 1 H { ^ 1 H \ 

2(T/ -y H ) = - y H ) 



y H = 


2ẫ8 
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; ; í 2 í X Ị Xj£ ì — 3 í X j Xị^ ì Xzr — 11 

b.Tacó: 2KI = 3KJ <z>r, { \ K \<^\ K \\ 

{ 2 {yi-y K ) = ì(yj-yK) b* =n 

z^K(ll; 11). 

Đường tròn (C) qua K tiếp xúc với cả (Ci) và (C 2 ) thì tâm E của (C) là trung 

(37 30 


điểm của KH suy ra tọa độ điểm E 
(Ci) và tiếp xúc trong với (C 2 ). 


I 5 ’ 5 ) 


r 

. Khi đó (C) tiêp xúc ngoài với 


Vậy phương trình đường tròn (C) cân tìm là: 



Câu 14:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C ): X 2 + y 2 — 4x — 2y = 0 
và đường thẳng A có phương trình 5x — 2y —19 = 0. Từ một điểm M nằm trên 

đường thẳng A kẻ hai tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (C) (A và B là hai 
tiếp điểm). Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác AMB biết 

AB = JĨÕ 



m r 

• Nhận xét đường tròn ngoại tiêp tam giác MAB là đường tròn đường kinh MI. 
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Với m = — 1 => M( 3;—2) => (Cj): 




5 ^ 


X —— 

V 2 


í 


+ 


) 


T + 




5 

2 


Với m = 


-3 

29 


M 


(139 72^1 

^~29~’29j 


(C 2 ): 




X—— 

V 58 J 


V 

2 lon 

y — 


197^1 


+ 


V 


58 


J 


5 

2 


phương trình đường tròn thỏa yêu câu bài toán là: 



Câu 15: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): X 2 + y 2 + 2x-4y-20 = 0 

và điểm /4(5;— 6 ) . Từ A vẽ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (C) với B, c 
là các tiếp điểm. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

© Hướng dẫn giải. 

• (C) có tâm I(-l; 2) và bán kinh R = 5. BC cắt IA tại H. Ta có: IA = 10 


Suy ra IH — 


IB 


1 


= —. Do đó: IH = --ỈA 
IA 2 4 


H 


( 1 3 

2 ;0 

V 2 J 



đều. 

Suy ra tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC trùng với trọng tâm. 


Gọi G là trọng tâm tam giác ABC ta có: AG — — AH 


G( 2; -2) 


220 





































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn -ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


Và đông thời bán kinh đường tròn nội tiêp 


2 ^ _ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 


1 ầ: r = GH = ị 

2 


(x - 2) 2 + (y + 2) 2 — —- 


Câu 16:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A với B(-3; 0), 
C(3; 0). Biết tâm I của đường tròn nội tiếp tam giác ABC thuộc đường thẳng 
d: y = X. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC biết I có tung độ 
dương. 

© Hướng dẫn giải. 

• Vì tam giác ABC vuông tại A và toa độ B(-3; 0), C(3; 0) suy ra A nằm trên 
đường tròn có tâm là gốc tọa độ, bán kinh R = 3. 

Giả sử I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên AI là đường phân giác 
trong của tam giác ABC. Gọi D là giao điểm thứ hai của Ai với đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. 

Khi đó, dễ dàng chứng minh được tam giác DBC vuông cân tại D và suy ra tọa 
độ D(0; -3). 



Hơn nữa ta có: 

ZDBC = ZDAB (2 góc nội tiếp cùng chắn một cung) (1) 
ZIBC = ZIBA{ do BI là phân giác). (2) 

Từ (1), (2) suy ra Z.DBI — Z.BID suy ra tam giác BID cân tại D. 


Suy ra ID = BD = V3 2 +3 2 = 3^2 
• Giả sử I(a; a) thuộc đường thẳng d. Ta có 
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\Ị( a + 3) 


2 +a 2 = 3^2 <=> ứ = 


_ -3±3^ _ í -3 + 3V3 -3 + 3^3 




V 


(do a > 0) 


J 


Và bán kinh đường tròn nội tiếp tam giác ABC là r = dự;BC) = 
phương trình đường tròn cần tìm là'. 


-3 + 3^3 



Câu 17: Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(2; 3), trọng 
tâm G(2; 0). Hai đỉnh B và c lần lượt nằm trên hai đường thẳng dị : X + y + 5 = 0, 

d 2 :x + 2y — 7 = 0 .Viết phương trình đường tròn tâm c và tiếp xúc với đường 
thẳng BG. 

© Hướng dẫn giải. 



Ta có < 


5eí/, J B(—b — 5;b) 

C^d 2 |c(-2c + 7;c) 


. Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên ta có 


x 4 + X B + x c = 3x 


G 




<^> 


G 


b+2c+2 = 0 
b + c + 3 — 0 




b = -4 
c = \ 


B{- 1;-4), C(5;l) 


Ta có BG qua G( 2 ; 0) nhận BG = (3; 4) làm vecto chỉ phương có dạng là: 

X — 2 y 
—— = — o 
3 4 


BG : 4v - 3y -8 = 0 


r _ 

Ta có đường tròn (C) tiêp xúc với BG nên ta có: 
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R = d(C;BG) = 


4.5-3.1-8 
V? + 3 2 


9 


5 


2 ^ ^ „ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 


(x-5) 2 + (y-l) 2 


81 

25 


Câu 18:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) có tâm I đi qua hai điểm 
A(l; 0) và B(0; 1) sao cho diện tích tam giác IAB bằng 9. Viết phương trình 
đường tròn (C). 

© Hướng dẫn giải. 

• Gọi E là trung điểm của AB. 

y/ĩ 


Ta có AB = V 2 => EB = 


2 


1 


Khi đó: S IAB — — AB.AE - EB.IE — 9 

2 




IE = 9sÍ2 


Và R = IB = 4ĨẼ 2 + EB 2 = 


Do E là trung điểm AB nên ta có E 

Phương trình đường thẳng IE qua E và vuông góc AB có dạng là: X - y = 0. Suy 
ra I(a; a) thuộc IE. 

^ 19 

í 1Y ( 1 V a ~ 

Ta có: IE 2 =162 <3- 


<2 — — + a- — 

V 2) y 2) 


= 162 ^ 


2 

-17 


a - 


2 


Do đó 



2 ^ ^ ^ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 
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Câu 19:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: y — V3 . Gọi (C) là 

đường tròn cắt d tại 2 điểm B, c sao cho tiếp tuyến của (C) tại B và c cắt nhau 
tại o. Viết phương trình đường tròn (C), biết tam giác OBC đều. 

© Hướng dẫn giải. 


• Gọi (C)có tâm I bán kính R. OI 
cắt BC tại H thì H là trung điểm 
BC và OH vuông góc BC 

• Suy ra H(0; Vã) => OH= Vã 
=>do tam giác OBC đều nên 

OH= BC f^ = V 3 <^> BC = 2 . 

2 

• Trong tam giác vuông IB có 

HB 2 = HI.HO = 1 => IH = 4 = 

s 

__ 1 fỹ 

HI = ịOH = ( 0 ;^-) 

3 3 

• Trong tam giác vuông IBH có 

R 2 =IB 2 =IH 2 +HB 2 =ị 

3 



2 _ ^ _ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 


í 


2 . 
X + 



V 




Câu 20: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng dị : 4x — 3y + 14 = 0, 
d 2 : 3x + 4y + 13 = 0 và điểm M(-2; 2). Viết phương trình đường tròn (C) đi 
qua M tiếp xúc với dị và cắt d 2 theo dây cung AB = 8. 

© Hướng dẫn giải. 

• Vì M e d x => M là tiếp điểm của (C) và 
dị . Nhận xét d ỉ _L d 2 nên ta có: 
dự;dị) = dự;d 2 ) = 3 
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Mặt khác, 


R = IA = 


\( AB\ 


, +IH 2 =V4 2 +3 2 =5 

l 2 ; 

Đường thẳng IM đi qua M và vuông góc 
d x có phương trình tham số là: 

X — —2 + 4 1 

1> = ,_ v <t*R) 
y = 2-ĩt 

Do I thuộc IM nên ta có 1(41 — 2; 2 — 3 1) và 


IM = 25 1 2 =25o 


t = ì 
t = -\ 




2 m ^ ^ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là 


(C): (x - 2) 2 +(y + 1) 2 = 25 
(C): (x + 6) 2 +(y- 5) 2 = 25 
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CHỦ ĐỀ 2.4: 

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN CÁC ĐƯỜNG CONIC. 

Đối với chủ đề 2.4, sẽ có một chút khác biệt với các chủ đề còn lại của 
chương này do phần lớn các nội dung trong đây nằm trong chương trình giảm 
tải của Bộ GD&ĐT. Phần trình bày các dạng toán liên quan sẽ chủ yếu tập 
trung xoay quanh Elỉp. Với các vẩn đề còn lại, tác giả cũng cố gang đưa vào và 
sẽ trở thành phần kiến thức nâng cao, đọc thêm với những bạn muốn tìm hiểu 
sâu hơn đối với những đường Conic còn lại trong chương trình như Hypebol, 
Parabol, ... 


BÀI TOÁN 1 (NHẬN DẠNG CONIC VÀ CÁC THUỘC TÍNH CỦACÁC 

ĐƯỜNG CONIC). Trong mặt phang với hệ tọa độ Oxy, cho các phương trình 

2 2 

( E ): 9x 2 + 25y 2 — 225, ( H ) : —— 2— — 1 và (P) :y 2 —2x .Hãy nhận dạng 

9 16 

các đường conic trên và tìm các thuộc tính của chúng ? 


■ Đặt vấn đề:vớ'/ dạng toán trên thì các bạn cần nắm vững kiến thức về phương 
trình chính tắc của các đường Elỉp, Hypebol, Parabol cùng với đó là các thuộc 
tỉnh của chúng. (Các bạn có thể xem lại lý thuyết Chương 1 để hiểu rõ hơn). 

© Hướng dẫn giải. 

2 2 

Ta có: (E): 9x 2 + 25v 2 =225^f- + ^ = l 

16 9 


a 2 =16 
b 2 =9 

2 _ 2 7 2 _ r-Ị 

c -a -b = 7 


a = 4 

b = 3 (doa,b,c> 0) 
C=4Ĩ 


Suy ra phương trình (E) chính là Elip có: 
Tọa độ các đỉnh là: p 

4(-4;0),4(4;0), 5,(0;-3), B 2 ( 0;3) . 

Tọa độ hai tiểu điểm là: Ạ 

T (“Vr;0), F 2 (slĩ;0). {-a ; 0) 

Độ dài trục lớn, trục nhỏ và tiêu cự là: 

A x A 2 - 2a - 8, B { B 2 =2b = 6, s 

F x F 2 -2c- 2 Vỹ 



LA 

\ Fi o 



^2 m 
(a; 0) X 


B 1 (0; -b) R 
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9 

Bán kinh qua tiêu điêm F là: 


VM(x u -,y u )e(E) 


ẢÍFi —ữ H— Xt, —4 + 


Ả/Fo = a — — x ìf -4 — 


77 

4 

■Jĩ 


Tâm sai là: e = — = - < 1 

a 4 

2 2 

Ta có: (H): ———— = 1 
9 16 


a 2 =9 
ồ 2 =16 

c 2 =b 2 +a 2 = 25 
a = 3 

b = 4 ( doa,b,c > 0) 
c = 5 


V ■ n . _ 

% v <0;b) y 

V / 

/ V \ 

/L-1—^j \ 

^ B 2 (0; -b> v \^ 


Suy ra phương trình (H) chính là Hypebol có: 

Tọa độ các đỉnh là: A x (—3; 0), Ẩ 2 (3; 0), B x (0; —4), B 2 (0; 4) . 

Tọa độ hai tiểu điểm là: F ỉ (—5; 0), F 2 (5; 0). 

Độ dài trục thực, trục ảo và tiêu cự là: 

A X Ả 2 — 2a = 6, B X B 2 = 2b = 8, F X F 2 = 2c = 10 . 

Bán kinh qua tiêu điểm F là: 


VM e (=> H) 


p 

c 


„ 5 

MF t = 

a + -x M 

— 

3 + ~: x m 


a 


3 


c 


„ 5 

mf 2 = 

a--x M 

— 

2 — tTu 

< 

a 


3 


Tâm sai là: e = - = ị>\. 

a 3 

Ta có: (P) : y 2 = 2x => p — 2 . 

Suy ra phương trình (P) chinh là 
Parabol có: 

_( D \ 

Tiêu điểm F — ;0 =(l;0) . 

V 2 J 

Bán kinh qua tiêu điếm F là: 


H o 


F(f; 0) 


(P) 
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VM e (P) 


AdF — X H—— — X +1 
2 


BÀI TOÁN 2 (VIÉT PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TẮC CỦA ELIP DựA VÀO 
CÁC THUỘC TÍNH). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, lập phương trình 
chính tắc của Elip (E) sau biết: 


a. (E) có độ dài trục lớn bằng 4 và độ dài trục nhỏ bằng 2. 

b. (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và khoảng cách giữa hai đỉnh liên tiếp 

A X B X - 5. 

c. (E) có độ dài trục nhỏ bằng 2%/5 và độ dài tiêu cự bằng 4. 

d. (E) có độ dài tiêu cự F ị F 2 — 8 và một điểm M thuộc (E) sao cho chu vi tam 

giác MF X F 2 bằng 18. 

.., ... . 3 

e. (E) có tiêu điếm F x (—2; 0) và tâm sai c — -~. 

Tị .,. , 1 ^ ^ 

f. (E) có tâm sai e = —— và chu vi hình chữ nhật cơ sở băng 20. 

g. (E) lần luợt có diện tích và chu vi hình chữ nhật cơ sơ là 128 và 48. 

Tĩ , , , ^ 

h. (E) có tâm sai e — -7- và một đường thăng d vuông góc Ox tại tiêu điêm F 2 
và cắt (E) tại A, B với độ dài AB = 1. (với F 2 là tiêu điểm bên trái). 

í -3^3 ì . 1 

i. (E) đi qua D 2; v và đỉnh B x (0; —3). 

V 2 J 

..(-ì r- 

j. (E)điquaM và có độ dài MF\ — 2\ị2 (với Fị là tiêu điểm bên trái). 

2 2 J 

, m „ r ìT) „ J1S , Ắ 

k. (E) đi qua F 2; và có độ dài đuờng chéo hình chữ nhật cơ sở là 10. 

V 2 ) 

l. (E) đi qua A(l;—3) và một tiêu điểm cùng với hai đỉnh của trục nhỏ lập 
thành một tam giác đều. 

► Nhận xét và phương pháp chung : Viết phương trình chỉnh tắc của Elỉp là một 
dạng toán điển hình, thương xuyên gặp phải trong quá trình giải các bài toán 
liên quan đến Elip. Phương pháp chung khỉ giải các bài toán có yêu cầu trên là: 
Bước 1: Giả sử Elip có dạng chính tắc là 
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2 2 

(£'): —T- + = 1 (ứ > ổ > 0) (c 2 =a 2 -b 2 ) 

a b 

Bước 2: Dựa vào giả thiết là các thuộc tính của (E), ta thiết lập 2 phương 
trình 2 ấn liên quan đến a và B. Giải hệ hai phương trình hai ấn trên đế tìm ra a 
và b từ đó tìm được phương trình chính tắc của elip. 

Chú ý:Đê cỏ thể vận dụng được các giả thiết đó, bạn đọc cần nam chắc kiến 
thức liên quan được giới thiệu ở lý thuyết chương 1, đó chỉnh là nền tảng để ta 
giải quyết các bài toán trên. Trong quá trình giải cũng nên nhớ các hình ảnh 
trực quan về Elỉp, Hypebol, Parabol (“hình vẽ bao giờ cũng dề nhớ hơn chữ 
viết ”). Tránh việc nhớ máy móc các công thức. 

© Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình chính tắc của Elip có dạng là 

2 2 

(E): —- + T- -1 (a > b > 0) (c 2 = a 2 - b 2 ) 
a b 

a. (E) có độ dài trục lớn bằng 4 =>2a = 4=>a = 2 
(E) có độ dài trục nhỏ bằng 2 =>2b = 2 <=> b = 1 . 

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là 

b. (E) có độ dài trục lớn bằng 8 =>2a = 8=>ữ = 4 
Ta có: A X B X = 5 và tam giác 

AOA x B x _L o => OA 2 + OB 2 = A X B 2 => b 2 = 25-16 = 9 



^ 2 

Vậy phương trình chinh tăc của elip cân tìm là 



c. (E) có độ dài trục nhỏ bằng 2 -s /5 => 2b = 2V5 => ỏ = V5 => ồ 2 = 5 . 
Mặt khác, (E) có độ dài tiêu cự bằng 4 
=> 2c — 4 o c = 2=>c 2 — 4 — a 2 —b 2 => a 2 —9 


Vậy phương trình chính tăc của elip cân tìm là 

d. (E) có độ dài chu vi tam giác MF X F 2 bằng 18 => MFy + MF 2 + F X F 2 =18 (1) 
Mà độ dài tiêu cự là F X F 2 — 2c — 8 (2) và điểm 
M g(E)=>MF x +MF 2 =2a (3) 
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Từ(l), (2), (3) suy ra < 


c = 4 
a = 5 


c 2 =16 
a 2 = 25 


b 2 =a 2 -c 2 =25-16 = 9 



phương trình chính tăc của elip cân tìm là 


e. (E) có tiêu điểm Fị (—2; 0) => c = 2 => c 2 = 4 = a 2 — b 2 (1) 

Mặt khác, (E) có tâm sai e = — — = — =>a = — =>a — —— (2) 

5 a 5 3 9 

2 „2 _2 100 . 64 


Thay (2) vào (1) ta có: 6 = a —c = 


-4 = 


phương trình chinh tăc của elip cân tìm là 



f. (E) có tâm sai 

í c V? _ 2 ^ 2 _ 2 , 2x ^ 2 „ 2 _ 2 

e = —<=> — = —- <=> 9c 2 = 5 a 2 <=> 9(a 2 —b 2 ) = 5 a 2 <=> 4( 2 2 —96 2 = 0 (1) 
3 a 3 

Lại có, chu vi hình chữ nhật cơ sở là 20 

• y • 


<=>2(44 + 44) - 20 <=> 2(2ứ + 26) = 20 <=> \a+b = 5\ (2) 

Từ (2) => a — 5 — 6 thay vào (1) ta đuợc: 

6 = 2 (6w) => a = 3 


4(5 - 6) - 96 z = 0 <=> 56 z + 406 -100 = 0 <=> 


Vậy phương trình chinh tắc của elip cần tìm là 
g. (E) có chu vi hình chữ nhật cơ sở là 48 


6 = -10 (ktm) (dob > 0) 



2 (44z 4 4) — 20 2(2a + 26) — 20 ứ + 6 —12 (1) 

Và đồng thời diện tích hình chữ nhật cơ sở là 128 


<=> (44X44) = 2ứ.26 = 128 <=> |a6 = 32| (2) 

Từ (1) và (2) ta có khi đó, a và b là 2 nghiệm của phuơng trình Vi-et: 

x = 8 


X -12X + 32 = 0<=> 


X = 4 



Do a > b > 0 nên ta nhận a = 8, b = 4. 
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Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là 
h. (E) có tâm sai 



Vã c V3 , , _ - , , |—r-7771 

ể = —— 77 — = —— 77 4c 2 = 3ữ 2 77 4(7/ 2 —ổ 2 ) = 3í/ 2 77 ã 1 = 4/) 2 (1) 

2 a 2 


' ,!# 1 

Do (E) nhận trục hoành làm trục đối xứng nên ta có AF ? = —— = — => A 


2 2 


í n 

l y 


2 1 

Mặt khác A — (E) n í/ =7 A e (E 1 ) =7 — + —— = 177 

ữ 4 b 

Thay (1) vào (2) ta được: 

Ab 2 -b 2 1 ,„31 , „ ,2 , , 

—r — 1 77 — H-—- = !=>& = 1=>Í/ = 4 . 



4Z> 2 4 b 


4 4 b 


Vậy phương trình chinh tắc của elip cần tìm là 

i. (E) có đỉnh B { (0; —3) =7 b — 3 => b 2 = 9 (1). 
Mặt khác, (E) đi qua 



í 


D 


2 : 


- 3^3 


\ 


V 




4 21 , 

—7 + 777 — 1 

ứ 2 4Ố 2 


b 2 =9 v 4 3 1 2 1 /r 

> —- + - = !=>// =16 


a 4 


phương trình chính tăc của elip cân tìm là 



j. M 


í 


K 


-3 Vv 
2 ’ 2 


'N 





Mặt khác, (E) có = 2 V 2 77 MF 2 = 8 


77 


í 37 rv? „ì 

c + — 4 

l 2j 


2 


= 8 


77 


c = 4 (7m) 


{do c > 0) 


c = —ì (ktm) 

Lại có c 2 = a 2 —b 2 —16 77 a 2 = b 2 +16 thay vào (1) ta được: 


9 7 

4(ỏ 2 +16) 46 2 


= 1 77 ỏ 4 + 12Ỏ 2 - 28 = 0 77 


£ 2 =2>0^ữ 2 =18 

b 2 = -14 < 0(ktm ) 
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Vậy phương trình chính tăc của elip cân tìm là 



í 


k. p 


2: 


3V3 




V 





Và độ dài đường chéo hình chữ nhật cơ sở là 

ỊÃỹĩỉ +B^B~ 2 = 4ĩã 2 +4 ~b 2 = 10 <=> 4 a 2 +4 b 2 = 100 ( 2 ) 

Từ (2) => 4 b 2 —100 — 4 a 2 thay vào (1) ta được: 


+ 


27 


= lo 4a 4 -89a 2 + 400 = 0 


a 


<=> 


100-4 a L 

a 2 = 16 => b 2 = 9 (tm) 


2 __ 

a — 


25 72 75 . (doa>b>0) 

— => s — — (/ưm) 

4 4 


phương trình chính tăc của eỉip cân tìm là 



1. V(l;-3)e(F) 
D 0 AF 2 .Sj.S 2 đều 



(1). Giả sử tiêu điểm là F 2 . 


nT7 — ^^2^5 2bsj3 2 _Q^2 ^ ^2 u 2 — ?u 2 „ 2 — AU 2 

Oh\ = —^— <^> c = J <=> c = 3ỡ <=> a -b =3 b <=> <2 = 4ỡ (2). 


2 2 

Thay (2) vào (1), ta được: —- + 


1 , 9 _ ,2_37 

— 7-7 + --7 = 1 <t=> b = —— 

4S 2 b 2 4 


ả- =51 


phương trình chính tăc của elip cân tìm là 



► Lời bình : Qua việc giải 12 bài toán nhó trên ta rút ra một số nhận xét sau: 

Một là, trong quá trình giải các phương trình liên quan đến các ẩn số a, b, c 

ta cần chú ỷ điều kiện của các ẩn so trên đó là 


a,b,c > 0. a > b 


Hai là, có những bài toán ta nên dùng hình vẽ trực quan để phát hiện các tính 
chất đặc biệt (chuyển ngôn ngữ thành kỉ hiệu toán học và hình học hóa chúng). 
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BÀI TOÁN 3 (CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG ELIP ).Trong mặt phẳng với 

2 2 

hệ tọa độ Oxy, cho ( E ) : — + 2-— = 1 (a> b> 0) (c 2 — a 2 —b 2 )và điểm 

a b 

M(x',y ) tùy ỷ thuộc (E). Chứng minh rằng: 


a. b < OM < a 

b. MF\.MF 2 + OM 2 = a 2 +b 2 (với F ỉ , F 2 là hai tiêu điểm của (E)). 

c. (MF Ỉ - MF 2 ý - 4ỠM 2 = -4b 2 . 


MH 2 _ b 
HA ì HA 2 a 


(với Ắ l ; Ắ 2 là hai đỉnh của trục lớn và H là hình chiếu M lên 


trục hoành). 

c. X y ỊÊị"yũ + b . 

Đặt vấn ăềicũng giong như các hệ thức lượng trong tam giác, hệ thức lượng 
trong eỉip cũng có một vẽ đẹp riêng của nó. Cùng tác giả khám phá các tính 
chất ấn sau trong các hệ thức lượng trên nhé. 

© Hướng dẫn giải. 

2 2 

Xét OM 2 — X 2 + y 2 . Mặt khác, —r + T- = 1 và a > b nên 

a b 


a. Xét OM 2 — X 2 + y 2 . Mặt khác, — + ~~T~ = 1 và a > b nên 


2 

X y 1 _^2,2^2 

—r + < 1 => X+ y' < a 

a a 


Đặc biệt, khi M = A x hay M = A 2 <z> y — 0 thì X 2 + y 2 =a 2 

Từ đó, X 2 + y 2 < a 2 OM < a . Tương tự, ta chứng minh được OM > b. 

Do đó b < OM < a (đpcm). 


b. Ta có: 


MF, = a + ex c 

ó: < 1 (e — —). Xét 

MF 2 —a — ex a 


VT = MF X .MF 2 + OM 2 = a 2 - e 2 x 2 + X 2 + y 
Suy ra 


VT = a 2 -ị\-!y}x 2 +x 2 +y 2 =a 2 +b 2 \ị + ¥j) = a 2 +b 2 =VP (đpcm) 
v a j ya b ) 

c. Xét VT = (MF Ỉ -MF 2 f -4 OM 2 = (2ex) 2 -4(x 2 + y 2 ) 

(F v 2 ^ 

Suy ra VT — —4(x 2 + y 2 — e 2 X 2 ) = —4 b 2 — + 22- = —4 b 2 — VP (đpcm). 

a b 


2Sẫ 
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, ... TrrTi MH V 2 y 2 

d. Vì M(x; y) nên H(x; 0). Xét VT = - 7 - 7 - - = -—-- = - 4 — - . 

HA Ỉ HA 2 (a + x){a-x) a 2 -X 2 

Mặt khác, 

2 2 2 li/ ttt2 2 7 _ 2 i2 


4 + 4 = 1 <=> a 2 - X 2 = 44 => VT = —= Vĩ = — = vp (dpcm). 

a- b 2 b 2 HA,.HA, a 2 y 2 a 2 

e. Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có: 


MH 


ýb- 


(H+M ) 2 = 

V 


X , , y 
a—— + b^~ 

a b 


-í ~T + vrì (a 2 +b 2 ) = a 2 + b 2 

[ a b 


X + y < ya^+b 2 (đpcm). 


BÀI TOÁN 4 (ĐIÈU KIỆN CẦN VÀ ĐỦ ĐẺ ELIP VÀ ĐƯỜNG THẲNG 

2 2 

TIẾP XÚC). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho {EỴ.—r + T- — 1 

a b 

(a> b > 0) và đường thẳng A : Ax + By + c — 0. Chứng minh rằng điều kiện 
cần và đủ để (E) tiếp xúc với A là c 2 = a 2 A 2 +b 2 B 2 . 


■ Đặt vấn đề: đối với chương trình trước cải cách, bài toán tiếp tuyến của elỉp 
luôn tạo nên sức hấp dẫn với những người tìm hiểu nó. Chúng ta có thể mở 
rộng bài toán thành sự tương giao giữa đường thẳng và eỉip trong đó bài toán 
đường thẳng cắt elip tại 2 điểm phân biệt là một dạng toán thương gặp. Trong 
bài toán 4 này, tác giả mong muốn chứng minh lại cho bạn đọc điều kiện cần và 
đủ để đường thẳng và elỉp tiếp XÚC nhau. Phần này có thể tham khảo và dành 
cho các bạn yêu thích Toán học tìm hiểu. 

© Hướng dẫn giải. 

Đường thẳng A: Ax + By + c = 0 <w> y =---, (A 2 +B 2 >0) 

_ B _ 

Trường họp 1: B ^ 0, ta có phương trình hoành độ giao điểm giữa A và (E) là: 

4 + {AX AB )2 -1 o ịb 2 B 2 +a 2 A 2 )x 2 +ị2a 2 ẢC)x+a-C 2 -a 2 b 2 B 2 = 0 
a 2 b 2 B 2 12_ L _1_ —1 _I 

Đe (E) tiếp xúc với A ta có 

A' = 0<^> a 4 A 2 C 2 - (b 2 B 2 +a 2 A 2 )ực 2 - a 2 b 2 B 2 ) = 0<^> 
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Trường hợp 2: 5 = 0 => A: Ax + c = 0 => X = —— (A ^ 0) nên phương trình 

A _I 

2 2 / 2 

tung độ giao điêm giữa A và (E) là: + = 1 <^> J 1 --- 

< 7/1 b \ a Á 

Do (E) tiếp xúc với À <=> phương trình (1) có nghiệm kép 

«>1 —^—7 = 0 (2 2 y4 2 = c 2 <=> (2 2 y4 2 + b 2 B 2 = c 2 (doB = 0 ) 

Tóm lại từ điều kiện cần và đủ đề đường thẳng A tiếp xúc với (E) là 
C 2 =a 2 A 2 +b 2 B 2 



BÀI TOÁN 5 (TÌM ĐIỂM M THUỘC (E) THỎA ĐIỀU KIỆN VÈ Độ DÀI 

VÀ G ÓC).Trong mặt phang với hệ tọa độ Oxy, tìm điếm M thuộc elip 



thỏa mãn: 


a. Bán kỉnh qua tiêu đỉêm này băng 2 lân bán kinh qua tiêu đỉêm kia. 

b. M nhìn đoạn nối 2 tiêu điểm dưới một góc 60° . 

■ Đặt vấn đề: Với các bài toán tìm điểm M thỏa điều kiện độ dài và góc liên quan 
đến hai tiêu điểm thì ta thường thông qua các bán kính qua tiêu điểm để xử lý. 

► Nhận xét và phương pháp chung : 

Bước 1: Từ phương trình (E) khai thác các thuộc tính a, b, c. 

Bước 2: Gọi M(x m ; y M ) e (E) =>: + ^f- = 1 

_ a b _ 

Bước 3: Sử dụng dữ kiện bán kinh qua tiêu điểm để liên hệ góc và độ dài. 



Bước 4: Sử dụng giả thiêt kêt hợp đê giải tìm tọa độ diêm M. 

Chú ý:Nhóm các bài tập điểm M thuộc (E) liên quan đến max — min sẽ được trình 
bày trong chủ đề 2.5 các bài toán max — min về cực trị hình học. 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có: 
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{ E):ị + £=i 

9 5 


F X F 2 =2c = 4 


c = 


a 2 = 9 
b 2 = 5 

2 ĩ 2 

a -b 


= 4 


a = 3 

b = {do a,b,c> 0) và 
c = 2 


M{x M \y M )(E{E) 


X 


M 


+—1 (*) và <Ị 


ME = 3 + —X 


M 


MF, = 3 - — X 


M 


\ 

a. Yêu câu bài toán <^> 


= 2 MF 2 
MF 2 = 2 MF X 


Trường họp 1: MFj = 2 MF 2 <=> 3 + ^x M =2 


6 


'\ 


3 - — X 


V 


M 




X M 


thay vào 


(*), ta có: 
(*)<=> 


X 


M 


+ Zm1 =1 «Ị + zỴ =1 « v= Ị£ 

5 4 5 16 


=> y M = ± 


-^5 


Trường họp 2: 2MF X = MF 2 <=> 3 — ^X M =2 


6 




3 H - X 


V 


M 


—3 




X M 


thay vào 


(*), ta có: 
(*)<=> 


X 


M 


+2kl = i 0 Ị+zỴ = i o v 2 =Ị! 

5 4 5 16 


9 5 4 5 

íợa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


=>TV =± 


-^5 



mk 2 +mf3-kf3 1 

b. Xét tam giác MF X F 2 có: cos (MF,‘,MF 2 ) — - - _ ^ —-—— = 3- 

12 1 2 2MF X MF 2 2 

Suy ra 

MF X + MF 2 -F X F 2 = MF x MF 2 o (MF x + MF 2 ý -F X F 2 = 3MF X MF 2 


<F> (2aý -(2c) 2 = 3MF X MF 2 


Suy ra 20 = 3 


2x, í V. 2x,X 


3 + 


'M 




3- 


'M 


= 3 


^ 4 V^ 

9__M_ 


3 A 3 ; 


V 





tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 
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„( V 2 Ĩ 5\/3 7 f \fĩĩ -5s/ĩ\ (-M.ỉS), ,„(-PĩsT) 

II 2 6 ) 2 6 ) l 2 6 J 2 6 Jl 

BÀI TOÁN 6 (QUỲ TÍCH LÀ MỘT ĐƯỜNG ELỈPị.Trong mặt phăng với hệ 
tọa độ Oxy, cho tọa độ điếm A( 3 cos /;0), B{ 0; 2 sin t) (t G □ ). Tìm tập họp 

các điểm M(x; y) sao cho 2 MA + 5MB = 0 khi t thay đổi. 

(Trích đề thi Đại học Ngoại Thương , năm 1993) 

■ Đặt Yấn đề: Từ lâu bài toán xác định quỹ tích của một điểm thỏa điều kiện cho 
trước đã không còn quá xa lạ bạn đọc. Ở đây có thể tọa độ của điểm đã được 
tham số hóa theo 1 tham số nào đó (hoặc chưa được tham số hóa). Việc chứng 
minh quỹ tích của tập hợp điểm là một đường elip đòi hỏi ta phải nắm vững một 
số tính chất và định nghĩa của Elỉp để dề dàng đưa ra kết luận. 

► Nhận xét'. 

Như ta đã biết phương trình chính tắc của elip có dạng: 

2 2 

(£): —7 + = 1 (a>b> 0 ). 

a b 


X 

— = cos t \Ỵ~ 7777“ I 

, a „ x = acost 

Nếu đặt < , /e [0; 2;r] => ị ,/ € [Oị 2 7ĩ] Đây dạng lượng 

y y = bsint 

— = sin/ -—- 1 

giác hóa của Elip. 

Từ đây với những dạng toán cho các điểm có dạng tọa độ M(a cos t,b sin /) . 
Ta tìm khử các hàm lượng giác và biểu diễn về dạng chính tắc của elip. 

Chú ý:cách lượng giác hóa trên cũng được dùng để giải một số bài toán max — 
min liên quan đến các đường Conỉc (sẽ được trình bày kỹ hơn trong chủ đề 2.5). 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có AM = (x - 3 cost; y), BM = (-x; —y + 2 sin t) . 

Ta có M thỏa 

X 2 2 ^ 

r ~ = COS t 

r - ,_ „ X = -3cos/ 9 

-3x - 6 cos t-0 y 

2MA + 5MB = 0cy< “ _ „<^>1 10 <=>i V 2 

|-3j + 10sin/= 0 y = -f-sin/ 7 ^—= sin 2 / 

L r 3 100 

. 9 


2S6 
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2 2 

Do đó: — + -2— - sin 2 1 + cos 2 t = ì, \/t E R . 

9 100 

~9~ 

Vậy quỹ tích của tập hợp những điếm M trên chính là elip (E) có phương trình 

2 2 

x y 

-— — 1 

9 100 

~9~ 


BÀI TOÁN 7 (Sự TƯƠNG GIAO GIỮA CÁC ELIP ).Trong mặt phẳng với hệ 
tọa độ Oxy, cho phương trình chính tẳc của hai elỉp 



a. Chứng minh rằng (Eị ), (E 2 ) cắt nhau tại 4 điểm. 

b. Lập phương trình đường tròn đi qua 4 điểm đó. 

c. Viết phương trình tiếp tuyến chung của 2 elỉp trên. 

►Nhận xét và phân tích: 

Bài toán trên xét theo ỷ ở câu a có thể tổng quát lên thành vị trí tương đối giữa 
các elỉp cụ thể như sau: 


Cho phương trình chỉnh tắc của hai elip 

2 2 2 2 



9 

Giao điêm của (Eị ), (E 2 ) là nghiệm của hệ 


Nếu hệ (*) vô nghiệm suy ra (Eị ) nằm trong (E 2 ) (hoặc ngược lại) 

Nếu hệ (*) có hai nghiệm suy ra (Eị ), (E 2 ) tiếp xúc nhau tại hai đỉnh đối nhau 
qua gốc tọa độ. 

Nếu hệ (*) có bốn nghiệm suy ra (E \), (E 2 ) cắt nhau tại 4 điểm phân biệt 

(Khi đó tồn tại một đường tròn đi qua 4 điểm trên và có đến 4 tiếp tuyến 
chung của 2 elip). 

© Hướng dẫn giải. 

Giao điểm của (iq), (E 2 ) là nghiệm của hệ 
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2 2 

x y 

—- + — = 1 
16 1 

2 2 

X V 1 

—+ —= 1 

9 4 


2 _ 
X = 


2 __ 
J = 


432 


x = ± 


2 _ 1 

J =± 


12 Vã 

VỈ5 
. 2V7 


V55 


9 

Do đó tọa độ các giao điêm là 





Dễ thấy OM x — OM 2 — OM, — OM 4 — 


Vậy phương trình đường tròn đi qua 4 điểm trên là: (C) :x 2 + y 2 = 

Gọi phương trình đường thẳng tiếp tuyến chung có dạng: 

A:y —kx + m<=>kx — y + m — 0 

2 2 _ 

Do A tiếp xúc với (E } ): = 1 => 1 6k 2 +1 = m 2 (1) 

16 1 ^-- — 1 


2 2 

Do A tiếp xúc với (ls,) : -2- + — = 1 

9 4 


9k 2 + 4 = m 2 (2) 


2 3 


( -Ị ỵ- J 2 1 _ 2 k = ±^y 

\6k +\ — m 7 7 

Từ (1) và (2) ta có \ <=>-^ [— 

9k 2 + 4- m 1 2 _35 ^/31 

L ™ =: z- m = 

7 l 7 

phương trình đường tiếp tuyến chung của 2 elip là: 

Aj 2 : V2Ĩx -ly + V385 — 0 
A 3 4 : — V2Ĩx — 7y± V385 — 0 


V2Ĩ 


BÀI TOÁN 8 (ĐƯỜNG THẲNG CÁT ELIP TẠI HAI ĐIẺM). 7Vong mặ/ 
phang với hệ tọa độ Oxy, cho phương trình chính tắc của hai elỉp 

X 2 V 2 1 , , , ^ y , (2 , * 

(T) : —— + I -— = 1, lập phương trình đường thăng d qua M —; — vờ căt (E) 

4 1 V 3 3 ) 

tại hai điểm phân biệt A, B sao cho MA — 2MB. 
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► Nhận xét và phân tích: Dạng toán đường thẳng qua điểm M(x M \y M ) cắt elip 

2 2 

X y , , 

(E ) : —r + = 1 (a> b> 0) tại 2 điêm A, B cỏ thê tông quát thành MA — 

a b 

kMB (k > 0) hay hình thành độ dài cung AB = m > 0 cho trước. Ta thực hiện 
các bước giải sau: 

Bước 1 :Xét vị trí tương đối giữa điểm M và elip (E) 


TH1.1: Nêu đỉêm Mịx M ; y M ) năm ngoài (E) 



2 2 

^ X M + Tm > 0 thì MA = kMB o MA — kMB 

2/2 

a b 

TH1.2: Neu điểm Mịx M ',y M )nằm trong 



2 2 

(E) <=> < 0 thì MA = kMB <z> MA = -kMB 

a 2 b 2 


Bước 2: Dơ hai trường hợp trên tương tự ta xét trường hợp MA = kMB. 

Cách 1: Sử dụng phương pháp gọi điểm ( tương tự như phép biến hình). 

Gọi B(x B ;y B )e(E )=> 



Do 


MA = kMB o 


X A k{x B X M ) 

y A -yM= k (y B -yM) 


A(kx B +{ 1 - k)x M ;ky B +(ì-k)y M ) 


Thay tọa độ A vào phương trình (E): 

ỤọCs+ạ-kỊx, f f_ + (Ấy g +(l-Ấ:)ỵ M ) 2 _ 1 ^ 

_ «2 __ b_ _ 

Từ (1) và (2) phương trình đã thiết lập xong ta tìm tọa độ điểm B. Khi đó đường 
thẳng cần đi qua tọa độ điểm M và B (xem lại phần viết phương trình đường 
thẳng chủ đề 2.2) 

Cách 2: Sử dụng đường thẳng có hệ số góc k. Ta xét 2 trường hợp: 

Đường thẳng d đi qua M và song song trục tung Oy nên có dạng 


TH 2.1: 



Đen đây ta xét hệ phương trình gồm 
điều kiện MA = kMB. 


X = X M 

< r 2 ì; 2 => A.B và kiểm tra 
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TH 2.2: Đường thẳng d đi qua M không song song trục tung Oy nên có dạng 
d :y = k (x-x M ) + y M 


\ 

Xét hệ phưong trình gôm 


y = k{x-x M ) + y M 

2 ,.2 
x y 

- 7 - 1 - - - 1 

2 7 2 

a b 


kết hợp với MA — kMB 




tc(Xg X^I ) 

y A -y M = k (y B -y M ) 

(giải hệ trên rất khó khăn do độ dài của bài toán và cần nhiều kỹ năng 
biến đổi đại số cũng như vận dụng các hệ thức Vi-et). 

© Hướng dẫn giải. 

í 2 T í 2 Y 

3 3 5 

Nhận xét: —-—I--— = — < 1 => M nằm trong (E) và Gọi d là phương trình 

đường thẳng cần tìm. 

Gọi B(x B ;y B )s(E ) 

Do M nằm trong Elip nên 

MĂ = -ĨMB^>< 



X A X M 2(x g X M ) 

y A — yM — — 2(y ổ — y M ) 



Thay tọa độ A vào phương trình (E): 



Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 


2 ,2 
Xn y B 




'B_ 

4 

2 


+ 


= 1 

1 <=>« 


5y B - %y 0 +3 = 0 


^-+^- = 1 ( 1 ) 

25 9 

trình < - , 

(2-2x g ) + (2-2Tg) _1 

4 1 y 

■ x„=ị r 5(0; 1) 

.. _1 ^ \ l=> D f 8 8 

L v5 5j 


(I) 
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Với B(0; 1) ta có đường thẳng cần tìm qua B(0; 1) nhận 

— (-2 c - 1 „ 

MB = ——; — = — (2;—1) làm vecto chỉ phương nên có dạng là: 
V 3 3 ) 3 

, X - 0 y — 1 1 —-—-—— 771 

A • ——— = — —- <t±> A • r -I- 7 V — 7 = 0 


A: _ = <=>A:x + 2y-2 = 0 . 

2 _1 I - - 2 - -1 

(8 3^1 , , ^ „ , Ằ ,, „(2 2 ì 

Với B —; — ta có đường thăng cân tìm qua M —; — nhận 

v5 5) 13 3 J 

— fl4 -ĩ'] 1 

MB = —; — = — (14; — 1) làm vecto chỉ phương nên có dạng là: 
\15 15 J 15 


X—— y—— 

A: ——T = —-T <^> |a :5x + 70v-50 - 0 
14 -1 1 -—- 1 

Vậy có hai phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 
X + 2y -2 = 0 
5x + 70j-50 = 0 


BÀI TOÁN 9 (HÌNH VUÔNG NGOẠI TIÉP ELIP). Trong mặt phẳng với hệ tọa 

2 2 

X y ^ . .Ẳ .. 

độ Oxy, cho phương trình \ E) : —— + 7 — = 1 . Xét hình vuông ngoại tỉêp elỉp 

24 1 ^2 

(các cạnh hình vuông tiếp xúc với elỉp). Viết phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh của hình vuông đó. 


© Hướng dẫn giải. 

Dễ thấy các cạnh của hình vuông ngoại tiếp elip không song song với các trục 
tọa độ (tứ giác có các cạnh song song với các trục tọa độ, ngoại tiếp elip là hình 
chữ nhật cơ sở của elip). 

Giả sử một cạnh của hình vuông có phương trình d : mx + y + n — 0 , khi đó 
cạnh kế bên của d có phương trình: d':x — my + p = 0 (dod' -Ld) . 

., , 24m 2 +12 = n 2 (1) 

Do d’ và d’ tiếp xúc (E) nên ta có: „ o - 

[24 + 12 m 2 =p 2 (2) 

Ta lại có khoảng cách từ 0(0; 0) đến d và d’ bằng nhau nên: 


' 2 . 

m + 


' 2 . 

m + 


(3). 


Từ (1), (2), (3) ta suy ra I n 1=1 p 1= 6, I m 1= 1 . 

Vậy phương trình các đường thẳng chứa 4 cạnh của hình vuông là: 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

x + y+ 6 = 0, X + y — 6 = 0, X — y+ 6 = 0, X — y — 6 = 0 

BÀI TOÁN 10 (TIÉP TUYẾN CỦA HYPEBOL). Trong mặtphẳng với hệ tọa độ 

2 2 

X y / , 

ơxv, cho phương trình (H): —— — = 1 . Viêt phương trình đường thăng À 

14 

đi qua A(1; 4) tiếp xúc với hypebol (H) và tìm tọa độ các tiếp điểm. 

© Hướng dẫn giải. 

Gọi M(a; b) là tiếp điểm A và (H). 

, , hy 

Phương trình tiêp tuyên A có dạng: ax — -Ị- = 1 

Vì A qua A(1; 4) nên a — b = \ (1) 

2 7 2 

Mặt khác M(a; b) thuộc (H) nên —- — — ì (2). 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 

a-b -1 r , , . r_ L . 1 r ồ = 0,a = 1 

<2 = 6 + 1 <2 = 6 + 1 

—= 1 Ì4(ố + 1) 2 -Ồ 2 =4 3ồ 2 +8ồ = 0 b = -^-,a = -y 

1 4 L 1 L 3 3 

Vậy 2 tiếp điểm cần tìm là 

Và phương trình đường thẳng A thỏa yêu cầu bài toán là 
X — 1 = 0 hay 5x — 2y + 3 = 0 

BÀI TOÁN ĩĩ (TIÉP TUYẾN CỦA PARABOL ).Trong mặtphẳng với hệ tọa độ 

Oxy, cho phương trình (P) : y 2 = 2x và điểm A(0; 6). Tìm điểm M thuộc (P) 

sao cho độ dài AM là nhỏ nhất. Chứng minh rằng với vị trị đó của M, AM 
vuông góc với tiếp tuyến của (P) tại M. 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có: AM 2 =(x M ) 2 +(y M -6) 2 =xị+y 2 M -12y M +36 . 

4 

Lại có M thuộc (P) nên y M 2 — 2x M => X 2 M — . 

Do đó 

AM ĩ =^ + yị-l2y hl +ĩ6 = ị(y 4 M -Syị+ì6)+ì(y 1 hl -4y M +4)+20>20. 
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_ 9 

Đăng thức xảy ra khi và chỉ khi 


Ym = 4 


y M = 2 
M( 2; 2). 


^ yM 2 X M 2 


Khi đó AM = (2; -4) = 2(1; -2). 

Phương trình tiếp tuyến của (P) tại 
M(2; 2) là: 

A: 2 y = 2 + V hay x — 2y + 2 = 0 
có vecto pháp tuyến là n = (1; -2) 



Để xác định AM ngắn nhất ta có thể dùng hàm số: 

._ A „ 

Xét hàm số f — y M ) — AM 2 — — +1 2 -Ì2t + 36 (t sR). 

Khi đó /" '(t) = AM 2 =t 3 +2t —12, f '(t) = 0 <=> í = 2. Dựa vào bảng biến 
thiên ta thấy 

min/xo = 20 <^> £ = 2 = =>X M =2=>M(2;2) 


BÀI TẬP CHỌN LọC - Tự LUYỆ N CHỦ ĐỀ 4 

„2 2 

, , ^ r y 

Câu l:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, tìm diêm M thuộc ( E ) : —— + 4- = 1 sao cho 

2 5 9 

thỏa mãn: 

a. MF X = 2 MF 2 . 

b. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 

c. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 60°. 

© Hướng dẫn giải. 

a 2 = 25 


2 2 

Ta có: ( E ): — + = 1 => ị 

25 9 


MF x +MF 2 =2a = 10 

/4/4 = 2c = 8 


b 2 = 9 <=>« 

c 2 =a 2 —b 2 =16 


a = 5 

6 = 3 (í/ơ a,b,c> 0) và 
<S' = 4 


ọ •> 

Giả sử M(x ; V ) là tọa độ điêm cân tìm thuộc elip 


2 2 

y 

ỡ I I 


o 


25 


= 1(1) 


276 


293 




Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


ữ 25 

a. Ta có: = 2MF, a + ex_ = lịa — ) <^> 3ex„ = ữ => X = — = — 

I 2 ơ V ơ/ ơ ơ 

r 25 2 ^ 9.119 -/i 19 

Thay vào (1) ta được: y 2 = 9 1 — y n — + —- 7 — 

0 [ 12125 J 12 2 0 4 

Vậy có hai điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 



b. M nhìn hai tiêu điêm dưới 1 góc vuông nên M ở trên đường kinh F X F 2 , đó là 
đường tròn tâm o có bán kinh bằng 4. Phương trình đường tròn này là 
(C):x 2 +/ =16 . 

Ta có M e (C) => x 0 2 + y 0 2 = 16 => y 2 =16 — x ỡ 2 thay vào (1) ta có: 



Vậy có hai điêm M thỏa yêu câu bài toán là: 



c. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 60° nên 

~ MF 2 + MF 2 - F.F 2 /im 2 

cos 60 =- r~ 1 2 „ <=> ( MF + MF 1 ) - FF = 3 MFMF, 

1MF x MF 2 2/12 12 


Suy ra 


4ư 2 -4c 2 =3 (a -ex o )(a + ex o ) <=>a 2 -e 2 Xg = 12=>Xg 



, 3^3 

Thay vào (1) ta được: y o = ± ’ 

có hai điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 
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Câu 2:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình chính tắc của Hypebol (H) 
có hai đường tiệm cận là 4x ± 3y = 0 và hai đường chuẩn 5x ± 9 = 0. 

© Hướng dẫn giải. 

2 , .2 

r 3C 42 2 2 2 \ 

Gọi phương trình chính tăc của hypebol (H) là: — — ~T- = 1 (b —c + a ) 

a b 

Hai đường tiệm cận 4x±3y = 0<=>y = ±= ± — <=> — = ^ (1) 

3 a a 3 


( 2 ) 


ọ ọ ọ Q 

Hai đường chuẩn 5x±9 = 0<=>x = ± : 7 = ± — => 2- = — 

5 c 5 ( 

Từ (1) ta có 

— = — <^> 3Ố = 4ữ % 2 = Ì6a 2 <^> 9(c 2 -a 2 ) = Ì6a 2 <^> |9c 2 = 25nr 
a 3 


Thay c — 


5a 


25ữ 4 25ớ 


81 


a 2 -9 (do a > 0) => b 2 =16 


^ _ 2 

phương trình chính tăc của Hypebol cân tìm là: 



Câu 3:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi có cạnh bằng 5, chiều cao bằng 

24 „ ' , , ì , A , . , _ _ ,., 

— . Hai đường chéo năm trên hai trục Ox và Oy. Viêt phương trình chính tăc 

của (E) đi qua hai đỉnh đối diện của hình thoi và nhận hai đỉnh đối diện còn lại 
làm hai tiêu điếm. 

© Hướng dẫn giải. 


Gọi phương trình chính tắc của elip (E) là: 


2 

X , y 


+ 


a 


= l(c 2 =a 2 -b 2 ) 


Gọi b là nửa trục nhỏ của (E), c là khoảng cách từ tâm đến tiêu điểm. 

Ta có: b 2 +c 2 = 25 (1) 

.. . , _ „ 24 

Mặt khác diện tích hình thoi là s , ị = 2 bc = 5.— = 24 => bc = 12 (2) 


Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 


b 2 +c 2 =25 
bc = 12 


<=> 


b = 3,c = 4 
b = 4.c = 3 


2 2 

Với b = 3, c = 4 suy ra a 2 = 25 => ( E ): T- + T- — 1 

25 9 


276 


295 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


2 2 

Với b = 4, c = 3 suy ra ứ 2 = 25 => (£') : 77 + 7-7 = 1 

25 16 

phương trình chính tẳc của Elip cần tìm là: 


(E):ị- + ị = ì hay(E ): ^7 + ^7 = 1 
25 9 25 16 


Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, Viết phương trình chính tắc Hypebol (H), biết 

a. (H) có 2 tieu điểm F l (—5; 0), F 2 (5; 0) và điểm M thuộc (H) nhìn hai tiêu điểm 

dưới một góc 60° thì diện tích tam giác MF X F 2 bằng 9x/3 . 

b. (H) tiếp xúc với đường thẳng d: X - y - 2 = 0 tại điểm A có hoành độ bằng 4. 

© Hướng dẫn giải. 

2 , .2 

r 12 2 2 2 \ 

a. Gọi phương trình chính tăc của hypebol (H) là: — — 7-7 = 1 (b —c +a ) 

a b 

Áp dụng định lý hàm cosin trong tam giác MF X F 2 ta có: 


F X F 2 = MF X 2 + MF 2 - 2 MF X MF 2 cos 60° =^> MF Ỉ MF 2 = 4a 2 -4c 2 = 4b 2 
Mặt khác 

S Mm = i MF { MF 2 sin60° = 9^3 ^ ồ 2 = 9 => a 2 = c 2 -b 2 = 25-9 = 16 


f _ A 

phương trình chinh tăc của Hypebol cân tìm là: 



2 2 

__z_ 

16 25 



„2 ,.2 

b. Gọi phương trình chính tăc của hypebol (H) là: — — 7-7 = 1(0 —c +a ) 

a b 

(H) tiếp xúc với đường thẳng d: X - y - 2 = 0 <=> — ò 2 = 4 (1) 

.. _ . 16 4 

Mặt khác, với X = 4 suy ra y = 2 suy ra A(4; 2) thuộc (H) => —r — TY = 1 (2) 

a b 


Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình -w> 


a 2 -b 2 =4 
16 4 

2 ~l2 ~ 1 

a b 




a 2 = 8 
b 2 = 4 


f _ 2 

Vậy phương trình chính tăc của Hypebol cân tìm là: 
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2 V 2 

Câu 5: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (F) : = 1 (a > 0, b > 0) . 

a b 

Giả sử A, B là hai điểm thay đổi trên (E) sao cho OA vuông góc OB. 

_ 1 11 

a. Tính —— — + ——- theo a và b. 

OA 2 OB 2 

b. Gọi H là chân đường vuông góc hạ từ o xuống AB. Tìm tập hợp các điếm H khi 
A, B thay đổi trên (E). 

© Hướng dẫn giải. 

a. Giả sử đường thẳng đi qua OA có phương trình y = kx. 

, , , , . A 1 1 11 a 2 +b 2 

Nêu k = 0, hiên nhiên ——T- + —— = —- + y~ = — 

OA 2 OB 2 a 2 b 2 a 2 b 2 

Nếu k ^ 0 , khi đó gọi tọa độ của A và B tương ứng là: A(x Ẩ ; y A ), B(x b ; y B ) . 
Ta có: 

2 r2 2 „2 7.2 


1 = 


A 


+ 


k X 


A 


a 


b 


x a 2 = 


a b 


2 2 


b 2 +k 2 a 


21.2 


OA 2 — X A 2 + k 2 x Ẩ 2 = (l + k 2 ) 


a b 


2 2 


b +k a 


( 1 ) 


-1 


Do OA vuông góc OB nên đường thẳng OB có dạng: y = —- X 

k 


Từ đó ta có: 

„2 „2 

I _ _|_ x b 


i2 2i2 

k a b _ v X ^ 

,2 /22 ^ X B J 2 X B ,2 /22 

b +k a k b +k a 


2 LI u . ^„2 2.1 2 a 2 b 2 (ì + k 2 ) 


a 


2 1 í2r2 


k b 


X B 


( 2 ) 


Tír/nviơUopA 11 a 2 +b 2 

Từ (1) và (2) ta có-- + 


OA OB 


2í 2 


a b 


b. Ta có: 


1 


OH OA 2 OB 


1 1 2 I 7 2 

H-— = — r r không đổi suy ra OH không đổi, Vậy tập 


2 r_ 2 


a b 


2 7 2 


9 __ 

hợp các diêm H là đường tròn tâm o bán kinh /v = 


a b 


a 2 +b 


9 /■ 

Câu 6:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho phương trình chính tăc của elip 


X y , , ^ , 

( E ) : —— + = 1 . Viêt phương trình đường thăng song song Oy và căt (E) tại 

2 5 9 

hai điểm A, B sao cho AB = 4. 

© Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình đường thẳng song song Oy là d: X = a (ci ^ 0). 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Tung độ giao điêm giữa d và elip là: 

2 2 „ 2 2 oc _2 

a y A y , (2 25-a 

y+-=\o—=\-y=—-z—^ 

25 9 9 25 25 



(I 1^ 5) 


Do đó tọa độ điêm 



( 3 /-TÌ 


( -3 

1 -“ ^ 


( 

6 

/ị - 

A 

cr. — y 25 — a 

, B 

a; — ' 

j25-a 2 

=>>AB = 

0 


j25-a 2 


l 5 J 


l 5 

) 



5 

J 


36 125 

Theo đề bài ta có AB = 4 16 = — (25 —a 2 ) <=> a 2 = — => 

25 9 



phương trình đường thăng cân tìm là: 



Câu 7:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Parabol y 2 = 2x và điểm K(2; 0). Đường 

thẳng d đi qua K cắt (P) tại hai điểm phân biệt M, N. Chứng minh rằng đường 
tròn ngoại tiếp tam giác OMN nằm trên d. 

© Hướng dẫn giải. 

Trường hợp 1: d vuông góc Ox suy ra d: X = 2. 

Xét phương trình tung độ giao điếm giữa d và (P) là: 



M( 2; 2) 
N( 2;-2) 


=> OM.ON = 0 


Trường họp 2: d không vuông góc Ox suy ra d: y = kx - 2k. Khi đó tọa độ M, N là 
nghiệm của hệ: 


y = kx - 2k 

y 2 =2x 


X = 


y 


2 


ky 2 - 2y - 4k = 0 (2) 


y 


y = k —_—2 k 

2 


Để d cắt (P) tại hai điểm pân biệt (2) phải có 2 nghiệm phân biệt 


k ^ 0 


{ 9 => 

k ^ 0 

4 + 4k > 0 

V 



Gọi M 


/2 A 

Ti . ' 


V 


,N 


í 2 ^ 

y 2 . „ 




V 




Ta có OM.ON = 


(yy 2 



V 2 ; 


+ T,T 2 = (-2) 2 + (-4) = 0 (3) 
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Từ (1) và (3) suy ra OM vuông góc ON suy ra tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác OMN là trung điểm MN suy ra I thuộc d. 


Câu 8:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho parabol (P): y = X 2 — 2x và elip (E): 


X 


+ y 2 = 1 . Chứng minh rằng (P) và (E) có 4 giao điểm chung phân biệt nằm 

y 

trên 1 đường tròn. Viết phương trình đường tròn đi qua 4 điểm đó. 

© Hướng dẫn giải. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa (E) và (P) là : 


X 


+ (x 2 - 2xf = 1 <^> 9x 4 - 36x 3 + 37x 2 - 9 = 0 (*) 


Xét f (x) = 9x 4 — 36x 3 + 37x 2 — 9 ,f(x) liên tục trên R có : 

7(-l) = 73 

/(0) = -9 _ iitiii _ _ 

I nu).nn = -y <u ,.. 

Suy ra (*) có 4 nghiệm phân biệt do 


/(1) = 1 

/(2) = -5 


/(-l)./(0) = -657<0 
/(0)./(l) = -9 < 0 
/(l)./(2) = -5 < 0 
/(2)./(3) = -405 < 0 


./( 3 ) = 81 

đó (E) và (P) cắt nhau tại 4 điểm. 

Tọa độ (P) và (E) là nghiệm của hệ: 

y - X 2 - 2x 

ỵ 2 ^ => 9x 2 +9y 2 -16x-8y-9 = 0 o 


+ /=1 

(*) là phương trinh đường tròn tâm / 
cũng nằm trên đường tròn (*) 



^ 4 ^ 

v9 ; 9 y 


„ VĨ6Ĩ _ , 

K = —-— . Do đó 4 giao diêm 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: 



Câu 9: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho A(2; 0) và đường tròn (C): (x + 2) 2 + y 1 - 36 
. Viết phương trình quĩ tích tâm các đường tròn đi qua A và tiếp xúc (C). 

© Hướng dẫn giải. 

Xét (C): (x + 2) 2 + y 2 —36 là đường tròn tâm B(-2; 0), bán ki nh R = 6. 

Gọi M là tâm đường tròn đi qua A và tiếp xúc (C) tại N. Ta có: 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


MA + MB = MN + MB = BN = 6. 

Vậy quĩ tích M là elip (E) nhận A, B làm tiêu điểm và có độ dài trục lớn bằng 6. 

2 2 

A,B e Ox và đối xứng nhau qua o nên (E) có dạng: —r + T- = 1 (a > b > 0). 

a tí 

Với 2a = 6 và b 2 =a 2 —c 2 =9 — ——— = 5 => (E) : T- + T- = 1 

4 9 5 

, , > / r-,x X 2 y 2 

Vậy quỹ tích cân tìm là: (E) : —— + I -—- = 1 

9 5 


Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho (Cj): (x + 5) 2 + y 2 = 441, 
(C 2 ) : (x —5) 2 + y 2 =25. Gọi M là tâm đường tròn (C) di độg tiếp xúc với 
(Cj), (C 2 ) . Tìm quỹ tích M biết: 

a. (C) tiếp xúc trong với (Cj) và tiếp xúc ngoài với (C 2 ). 

b. (C) tiếp xúc trong với (C,) và (C 2 ). 

© Hướng dẫn giải. 

ơ i(- 5 ;°) , , . A r(5;0) 

Đường tròn (Cị) có tâm < và (C 2 ) có tâm s 

[T = 2Ỉ 1 R 1= 5 

. . R ì -R=MO ] 

M(x; y) là tâm: MO, + MOj = R, + Rj =26 

R 2 +R=M0 2 1 2 12 

I x 2 ~ỹ 

Từ đó suy ra tập hợp các điểm M thuộc elip (E ): Ỵ— + = 1 nhận Ỡ 1 , 0 2 

làm hai tiêu điểm. 

. . R,—R = MO, 

M(x; y) là tâm: { _=> MO, + MOj = R, —R ? =16 

R-R 2 =M0 2 1 2 12 

X 2 V 2 

Từ đó suy ra tập hợp các điểm M thuộc elip (E) : — + j- = 1 nhận 
O l , 0 2 làm hai tiêu điểm. 
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Câu ll:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho elip (E) có phương trình 

2 2 

(E) : —r + 2— — 1 (a > 0, b > 0), với các tiểu điểm là F x , F 2 . Chứng minh 
a b 

rằng tiếp tuyến tại một điểm M bất kỳ trên (E) là phân giác của góc □ F X MF 2 

© Hướng dẫn giải. 

Lấy bất kỳ điểm M(x o ; y o ) <E ( E ) 


m r r 

Suy ra phương trình tiêp tuyên d của (E) tại M có dạng: 



Gọi I là giao điểm giữa d và trục hoành Ox suy ra / 


V 


\ 


;0 


v x 0 J 


Co * 0 ) 


Ta có: 


ME, =a + ex n 

1 o 

MF 1 —a — ex n 

1 o 


và 


IF X IF X a 2 +cx 0 a + ex ữ MF X 
IF 2 IF 2 a 2 -cx o a- ex o MF 2 


Từ đó suy ra tập d là phân giác ngoài của góc □ F X MF 2 (đpcm) 


2 , .2 

X y 


Câu 12:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip có phương trình ( E ) : — + 
Tìm điểm M trên (E) thỏa 

a. Có bán kinh qua tiêu điếm này bằng 3 lần bán kinh qua tiêu điểm kia. 

b. Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 


= 1 


© Hướng dẫn giải. 


(£):^ + ^ = 1=> 
9 1 


a 2 -9 
b 2 =\ 

c 2 =9-1 = 8 




c 


<2=3 

b = 1 (doa,b,c> 0) 

= 2n/2 


2 1 , __ ĩ 

a. Gọi M(x; y) là diêm cân tìm. Khi đó từ giả thiêt ta suy ra: 


MF X = 3 MF 2 
MF 2 = 3 MF X 




MF x -3MF 2 =9 
MF 2 - 3MF X = 0 


<=> (MF X -3MF 2 )(MF 2 -3 MF X ) = 0 


Khai triển rút gọn ta được: 

1 6MF X .MF 2 - 3 (MF X + MF 2 f = 0 ^ 1 6(a + ex 0 )(a -ex 0 )-3(4a 2 ) = 0 


Suy ra X 2 = 

° 4e : 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Lại có Mg(E)^ V 2 =l-^- = ^<z> V = 

° 9 32 I 0 8 

tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 



9y/ĩ y/4ó\ 

M ; 2 Í— vM 



,_[ -9>/2 e >/46l 

8 J 8 8 J t 




b. Ta cỏ M e (£) => ^- + T 0 =1 (1) 

Cách 1: do 

□ F X MF 2 = 90° => MF 2 + MF 2 2 = i^F 2 2 = 32 <=> o + ex 0 ) 2 + (ứ - e % 0 ) 2 = 3: 

s uyra x„ 2 =Mz£V = |5_m_ >> ,2 = ỉ 

° c 2 8 8 

Vậy tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 


„( 3s/Ĩ4.V2\, ,^f-3VĨ4.V2\ 3\ÍĨ4 ~F\ 3\/Ĩ4 —Jĩ 

M vM vM ——— vM 


Cách 2: □ F X MF 2 = 90° =^> A F X MF _L M suy ra M thuộc đuờng tròn đuờng kinh 
F x F 2 có phương trình là (C): X 2 + y 2 = 8 . Nên 

Me(C)^k 2 + v 2 =8(2) 



í 2 

—1—T v„ — 1 8 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình < 9 <=> 

X 2 + V 2 = 8 y 0 2 - ị 

V o s o y o g 

Vậy tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 


J 3^/14 y/ĩ\ f-3y/Ĩ4 '-Jĩ\ tí ('~jĩ\. tt (-3-Jĩi 

M vM vM ——— vM 


-slĩ 


Câu 13: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(0; 2) và trục đối 

, , _ , , 4T _ , , 49^3 ,. 

xứng Oy. Biêt răng diện tích tam giác ABC băng -— 7 — . Viêt phương trình 

chính tắc của (E) qua 3 điểm trên. 

© Hướng dẫn giải. 


20 ẫ 
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2 V 2 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng ( E ) • “7 + “Y = 1 ( a >0? b > 0) 

a b 

Ta có A(0; 2) là giao điểm (E) và Oy nên A là một đỉnh của (E) suy ra b = 2. 

1 49-73 

Lại có diện tích tam giác: S ABC =--d(A; BC).BC = mà tam giác ABC 

2 12 

đều nên ta có: 

d(A; BC) = AB.sin□ ABC = BC .sin 60° BC = -j=d(A;BC ) 


Do đó s ABC 


4973 


1 . 9 49./3 r " 7 

^[rf(4*C)] -4 = ^^ [</(4*C)] = ^(l) 


Mặt khác Oy là trục đối xứng của tam giác ABC nên BC vuông góc Oy 
Suy ra phuong trình BC có dạng: y = m với m e (—2; 2) (2). 

m = —- (ừw) 

Từ (1) và (2) => m — 2 1= — <^> 2 => m = —— 

2 11 2 
m ~~~ (ktm) 

Elip không thay đổi khi ta hoán đổi vị trí B và c nên ta có thể giả sử hoành 
độ B âm. 

„.- d Í-7A-'3Ì.,^ 49 9 2 _ 28 


Suy ra B 


-3 1 49 , 9 , _ ,28 

— e ( E) => ' - + — = 1 <^> <2 = —- 

2 12ứ 2 16 3 


2 2 

. , ^ X V 

Koy phương trình elip cân tìm là (E ): —— + 42— = 1 

28 4 


Câu 14:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đuòng tròn (C) : X 2 + y 2 —16 . Viết 

I 

phuong trình chính tắc của elip (E) biết tâm sai e = 7 . (E) cắt (C) tại 4 điểm 

phân biệt A, B, c, D sao cho AB song song với trục hoảnh và AB = 2BC. 

© Hướng dẫn giải. 

2 2 

Gọi phưong trình elip cần tìm có dạng ( E ) : —J + T- = 1 (a > 0, b > 0) 

a b 


Ta có e = — = — <£=> a 2 = 4c 2 <=> a 2 = 4(a 2 — b 2 ) <£=> b 2 = —— (1) 
2 a 4 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Vì (E) và (C) đều nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng và AB = 2BC nên giả sử 
B(2t; t) (t > 0) 

Thay tọa độ B vào phương trình (C) ta được: t 2 = — 


4 1 

Thay vào phương trình (E) ta được: — + ~ry - 5 (2) 

a b 


Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 


4 1. 

~2 + u ~ 5 

a b 




2 3a 


b Ả = 


a = 


b 2 = 


256 

HT 

64 


2 

Vậy phương trình elip cân tìm là 



2 , .2 

, X y x , 

Câu 15:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho elip (E ): — + = 1 và đường thăng d: 

16 9 

3x + 4y - 12 = 0. Gọi các giao điểm của đường thẳng d và elip (E) là A, B. Tìm 
trên (E) điểm c sao cho tam giác ABC có diện tích bằng 6. 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có A, B là giao điểm giữa d và (E) nên thỏa hệ: 


2 2 

XV 1 

— + — = 1 

16 9 


<=> 


X = 4, y = 0 
X = 0, y = 3 


3x + 4_y-12 = 0 
Do đó A(4; 0), B(0; 3) hay A(0; 3), B(4; 0). Suy ra AB = 5. 

GọiC(a;*)e(£)=>^ + ^- = l(l). 


1 


1 


Mặt khác S ABC = — AB.d (C; AB ) = AB.d(C;d) = 


3a+4b-12 


= 6 


Suy ra I 4a + 3b — 12 1= 12 <=> 


4a + 30 = 24 

4a + 3Ố = 0 


(I) 


Từ (1) và (2) ta tìm được: 
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Câu 16: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E) thỏa mãn khoảng cách giữa hai 

8 

đường chuẩn của (E) bằng —j= , điểm M có hoành độ dưong thuộc (E) sao cho 

V3 

5 3 Ị . 

độ lớn 2 bán kinh qua tiêu là — và — . Tìm tọa độ điêm M và viêt phương trình 

2r 2r 


chính tắc của (E). 


© Hướng dẫn giải. 


2 . .2 
XV 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng ( E ) : — + 2-r- = 1 (a > 0, b > 0) 

a b 

, —a a 

Khi đó phương trình của hai đường chuân là Aj : X = —; À 2 : X = — 

e e 


8 r.a 8 
Suy ra d (Ap A 2 ) — r— 2 



Bán kinh qua tiêu của M thuộc (E) là: 


c 

a 

c 

a 


a + ~ x M=~ 


a — x m = 2 




a = 2 
cx M =l 


( 2 ) 


[- 1 +V33 

Từ (1) và (2) ta tìm được: a = 2,c = V3 => b = 1, X M = —f 


73 


y M 


Vậy phương trình elip cân tìm là 



Câu 17:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đường thăng d: 2x + y + 3 = 0 và elip 

2 2 

X y J ^ , 

(E): — + = 1. Viêt phương trình đường thăng d’ vuông góc d và căt (E) tại 

4 1 

hai điểm A, B sao cho diện tích tam giác OAB bằng 1. 

© Hướng dẫn giải. 

Vì d’ vuông góc nên d’ có dạng: d’: X + 2y - m = 0. Khi đó tọa độ A, B là 
nghiệm của hệ: 

X + 2 y - m = 0 ( 

X = m - 2y 

< X 2 0 “1 , , , 

— + y -1 [8y —4my + m 2 -4 = 0 (1) 

V 4 

d’ cắt (E) tại hai điểm phân biệt A, B suy ra phương trình (1) có 2 nghiệm 
phân biệt 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



Khi đó gọi a, b lần lượt 2 nghiệm của phương trình (1). 


Theo hệ thức Vi-et ta có: 



Tađươctọađộ A(2a — m;a), B(2b — m;b) và 


AB 2 = 5 (b -af= 5 [(fl + bý - 4ab~\ = 

Mặt khác, 

_ _ Jfi 1 _ 

d(O; AB) — d ( o ; d ') = —ỹ=r o S OAB — -~d(0; AB).AB —1 => /77 = ±2 (ím) 

v5 2 


có hai đường thăng thỏa yêu câu bài toán là : 



Câu 18:Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) có phương trình 

X 2 + y 2 —9 . Lập phương trình chính tắc của elip có tam sai e = ^ . Biết (E) 

cắt (C) tại 4 điểm phân biệt A, B, c, D sao cho AB song song trục hoành và 
AB = 3BC. 

© Hướng dẫn giải. 

2 2 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng ( E ) : —- + T- — 1 (a > 0 , b > 0 ) 

a b 

Ta có e = — — — ■Oa 2 — 9 c 2 oa 2 — 9(a 2 —b 2 ) o 
3 a 

Vì (E) và (C) đều nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng nên ABCD là hì nh chữ nhật. 
Giả sử A(x; y( vì AB song song với Ox nên B(-x; y), C(-x;-y), D(x; -y). 

Ta có AB = 3BC <=>| X1= 3 I y \o X 2 = 9 y 2 o X 2 — 9y 2 = 0 (2) . 

Lại có A, B, c, D thuộc đường tròn (C) nên ta có X 2 +y 2 =9 (3) . 

Từ (2) và (3) suy ra X 2 = ; y =T~ 

10 10 

Và tọa độ các điểm này thuộc (E) nên ta lại có: 
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81 9 f 2 _ 729 

—2~~*~T2~ — iu a — 

Từ (1) và (4) ta cỏ hệ phương trinh ' } ^ 

ỉ = ư è 2 =— 


2 „ 2 

. A X V 

phương trình elip cân tìm là (E) : + 7 — = 1 

729 81 

~8Õ~ ĩõ 
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CHỦ ĐỀ 2.5: 

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN MAX - MIN 
CỰC TRỊ HÌNH HọC TRONG MẶT PHẲNGOXY 

Không chỉ riêng các bài toán bất đẳng thức hóc bủa bên đại số, các bài 
toán tìm cực trị bên giải tích mà ở hình học cũng bắt gặp vô số các bài toán 
max — min cực trị liên quan giữa các đối tượng như điếm, đường thắng, đường 
tròn và các đường conic trong quá trình xét vị trí tương đối giữa chúng. 

Trong quá trình tìm hiểu, tiếp cận và giải các bài toán liên quan đến max — 
min cực trị hình học trong mặt phang Oxy, ta bắt gặp một số câu hỏi sau : 

Các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất có tồn tại không ? Vì sao ? 

Ta có thể tiếp cận bài toán trên dựa trên các hướng nào ? 

Liệu rằng có một nguyên tắc chung, một thuật toán chung nào đó cho 
việc giải các bài toán trên không ? 

Giả sử các bài toán hình học được giải dựa trên hai con đường chính là 
sử dụng công cụ của Đại số và Giải Tích thì ngược lại ta có thể ứng dụng các 
tính chất cực trị trong hình học đế giải các bài toán tìm giá trị lởn nhất - nhỏ 
nhất không ? Và làm như thế nào ? 

Trong chủ đề cuối của chương 2 này, chúng ta sẽ tìm ra các câu trả lời cho 
những câu hỏi trên và cũng là đế giải quyết một phần nào đó những khó khăn 
trong việc giải các bài toán trên của bạn đọc. 

PHẦN 2.5.1; 

CỞ SỞ CỦA PHƯƠNG PHÁP TIẾP CẬN VÀ CÁC KIÉN THỨC CÀN 

ÁP DỤNG. 

• 

Trong phần này, tác giả tập trung trình bày và giới thiệu một số kiến thức 
và tính chất đặc biệt quan trọng làm cơ sở cho phương pháp đế giới thiệu ở các 
phần sau. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

1. Định nghĩa giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất. 

Cho hàm số f (x) xác định trên tập D 


► Giá trị M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số f (x) trên D nếu 



ị f( x ) - M, Vx E D 

1 M — max f (x) 

[3x 0 eD:f(x 0 ) = M xeD 


► Giá trị m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) trên D nếu 


Ịf(x)>m,VxeD . 

r m = min f(x) 

[3x o ED:f(x o ) = m xeD 
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Lưu ỷ: Đối với hàm hai biến, ba biến.. .ta cũng có định nghĩa tương tự. 

► Nếu hàm số y = f (x) liên tục trên đoạn \ci\b\ thì hàm số tồn tại giá trị lớn 

nhất, giá trị nhỏ nhất trên đoạn ịa;b \. 

2. Các bất đẳng thức cơ bản thường dùng. 

► Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân (AM-GM). 

• Cho n số không âm: ữ ỉ , ữ 2 ,...,ữ n . Khi đó ta có: 



• Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi =ữ 2 =... —ữ n . 

► Bất đẳng thức Bunyakovsky. 

• Cho hai bộ n số: ữ Ị ,ữ 2 ,...,a n ‘,b ỉ ,b 2 ,...,b n khi đó ta có bất đẳng thức: 



• Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi —k = —— = ... = —^ với quy ước nếu một số 

b i b 2 K 

bị (i = 1, n) nào đó bằng 0 thì tương ứng dị bằng 0. 

• Hệ quả của bất đẳng trên, ta có: {a 2 + b 2 )(c 2 +d 2 )> ( 4abcd ) . 

► Bất đẳng thức Véctơ. 

• Cho hai vecto a, b nằm trong mặt phẳng Oxy. 

Khi đó ta có: a — b < a + b < a + b . 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a cùng phương b <E R :a = kb hay một 

trong hai vecto bằng 0 

n _^ n _^ _ 

Tổng quát ^ a < -Zk (n = 1,«) 

i=ì ỉ —1 

• Cho hai vecto u, V nằm trong mặt phẳng Oxy. 

Khi đó ta có: — u . V < u.v < u . V . 

Dấu bằng bên trái xảy ra khi u, V ngược hướng hoặc LI — 0 hoặc V = 0 . 

Dấu bằng bên phải xảy ra khi u, V cùng hướng hoặc u — 0 hoặc V = 0 . 

► Bất đẳng thức tam giác. 
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Với ba điểm bất kì A, B, c ta luôn có: 

AB + AC > BC . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A nằm trong đoạn BC.( Tong 
độ dài hai cạnh bất kì trong một tam giác luôn lớn hơn hoặc bằng cạnh thứ ba). 

AB — AC < BC . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A nằm trên đường thẳng BC 

và nằm ngoài đoạn BC. (Hiệu độ dài hai cạnh bất kì trong một tam giác luôn 
nhỏ hơn hoặc bằng cạnh thứ ba). 

Tổng quát: trong tất cả các đường gấp khúc nối 2 điểm A, B cho trước thì đoạn 
thắng AB có độ dài nhỏ nhất. 

► Bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai. 

Các bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai được sử dụng dưới dạng : 


A 2 >0 hay — A 2 <0 


,. i , ' ị f = A 2 + m > m =>min f = m <=> A = 0 

Do đó với m là hăng sô, ta có: < 

(f = -A 2 +M <M => max/ = M A = 0 

► Bất đẳng thức về lượng giác. 

Các bất đẳng thức quen thuộc trong lượng giác thường sử dụng là: 
sinx <1, cosx <1 

Cho trước n góc 0 < a; 0 < a Ị , a 2 , a n < 7t ta có các bất đẳng thức sau: 


n Y" a. n ( V” Y 

_ 2~ii=i ư i At . . / , ct, '\ 

sin dị < n sin TT s ị n a < s ị n — Lả — 1 

n 1 L ĩ 


^ r 7 T r r 1 Ẩ 4-w \ r 

Cho trước n góc 0 < a ỉ ; a 2 ;...; a n < — ta có các bât đăng thức sau: 


n 

Y cos otị < n cos 

• -I 




]^[cosci' ; . < cos 

• -I 


Z n 

i=ì 


Cho tam giác ABC ta có: 

3 

cos A + cos B + cos c < — 

2 

3 

cos 2 A + cos 2 B + cos 2 c > — 


cos A cos B cos c <-- 

8 


A B c 2^2 

cos — + cos — + cos — < —-— 

2 2 2 2 

_ 2 A _ 2 B _ 2 c 9 

cos — + cos — + cos — < — 

2 2 2 4 

--ÁBC2S 

cos — cos — cos — < —— 

2 2 2 8 
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3 111 

cos2^4 + cos25 + cos2C >-4 ———H-—— H- —— > 2a/3 

2 ^4 5 c 

cosV cos— cos — 

2 2 2 


3. Các tính chất cực trị hình học thường dùng. 

► Quan hệ giữa đường vuông góc, đường xiên và hình chiếu . 

• Trong các đoạn thẳng nối một điểm đến một đường thẳng, đoạn vuông góc với 
đoạn thẳng có độ dài ngan nhất. 

Ví dụ:AABC vuông tại A (có thể suy biến thành đoạn thẳng) thì cạnh huyền lớn 
hơn hoặc bằng cạnh góc vuông ) . AB < BC và dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
A = C( Hình 1) 

• Trong hai đường xiên kẻ từ một điếm đến một đường thắng, đường xiên nào có 
hình chiếu lớn hom thì lớn hơn và ngược lại. 

Ví dụ:AABC vuông tại A có đường cao AH thì AH < AB dấu bằng xảy ra khi 
B = H. c Hình 2) 

Đặc biệt, nếu AB < AC -o HB < HC 

• Cho Ả, K thuộc đường thẳng avà B, H thuộc đường thẳng b. Khỉ đó: 

HK _L a => HK < AB, dấu bằng xảy ra khỉ và chỉ A — K và B — H. (Hình 3) 



► Sử dụng các bất đẳng thức trong đường tròn. 

• Trong một đường tròn đường kỉnh có độ dài lớn nhất: trong hình 4, AB là 
đường kính, CD là dây cung bất kỳ nên ta luôn có CD < AB 

• Trong một đường tròn, nếu dây cung này lớn hơn dây cung kia thì khoảng cách 
từ tâm đến hai cung tương ứng lớn hơn và ngược lại: trong hình 5, OH, OK lần 
lượt là khoảng cách từ tâm đến dây cung AB và CD do đó ta luôn có: 
AB > CD <=> OH > OK 

• Trong một đường tròn, nếu cung AB lớn hơn cung CD thì góc ở tâm chắn cung 
AB cũng nhỏ hơn góc ở tâm chan cung CD và ngược lại. (tương tự với góc nội 
tiếp và độ dài cung), (xem hình 6). 
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Hình 4 


Hỉnh 5 



Khi đó, < 


4. Vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học trong mặt phẳng tọa độ (điểm, 
đường thẳng, đường tròn, các đường conic,...). 

► Điểm đối vói đường thẳng, đường tròn và đường Conic. 

• Điểm và đường thẳng 

Giả sử điểm Ẩ(x A ; y A ), B(x b ; y B ) và đường thẳng d :ax + by + c = 0. 

A<Ed <£> ax A + by A + c = 0 
B Ể d <=> ax B + by B + c ^ 0 
Đặc biệt, AvàB cùng phía so với đường thẳng d 
<=> ( ax A -\-by A +c)(ax B +by B +c) > 0 
Đồng thời, Avà B trái phía so với đường thẳng d 
<^ị y ax A +by A +c^(ax B +by B +c) < 0 

Điểm và đường tròn 

Giả sử đường tròn (C) tâm I(a; b), bán kính R và có phương trình 
(C): (x - a) 2 + (y - b) 2 =R 2 . 

A nằm ngoài (C) khi IA> R (x A — à) 2 + (y A — b) 2 > R 2 

A nằm trong (C) khi IA <R <=> (x A — a) 2 + (y A — b) 2 < R 2 

A thuộc (C)khi IA=R<o(x a - aỷ + (y A - bý = R 2 
Điểm và đường conỉc. 

2 2 

Giả sử elip (E) có phương trình ( E ) : — + Ar = 1 


a 


b 


A nằm ngoài (E) 

A năm trong (E) 

A thuộc đường (E) 

2 2 

<^> Xa +^ a >1 

2 l 2 

a b 

2 2 

X A y A 

o-4r + ^4r<l 

a b 

2 2 

^ X A , y A 1 

<=> 2 + /2 =1 

a b 


► Đường thẳng vói đường thẳng, đường tròn. 
Đường thẳng và đường thẳng 
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Giả sử dị , c/ 2 là hai đường thẳng lần lượt có phương trình 


c/, : aj xr + ồỊ.y+ Cj = 0 

< í/ 2 : a 2 X + b 2 y + c 2 = 0 

aj + ồị ^ 0, ữ 2 -\- b 2 0) 


Khi đó, giải hệ phương trình 


d, :a, x + hy + c, =0 

ị ' 1 ' 1 (/) 

d 2 \ â 2 x + b 2 y + c 2 = 0 


Hệ (I) có duy nhất 1 
nghiệm 

Hệ (I) vô nghiệm 

Hệ (I) có vô số nghiệm 

0 ap 2 - a 2 bị ^ 0 



0< 

a { b 2 - a 2 by =ỉ\c 2 -b 2 c x 

p\ c 2 ~t> 2 Cị — Cịữ 2 —c 2 ũị 

di VÙ ch cắt nhau. 

di và d 2 song song. 

di và d 2 trùng nhau 


• Đường thăng và đường tròn. 

Giả sử đường tròn (C) tâm I(a; b), bán kính R và có phương trình 

(C):(x-a) 2 +(y-b) 2 =R 2 . 

Vả đường thẳng Á:ax + by + c = 0 


(A) cắt (C) tại hai điểm 
phân biệt. 

(À) tiếp xúc vói (C) tại 

A 

(A) không cắt (C). 

0 dự; A) < R 

<»í/(/;A) = R = IA 

<=> dự; A) > R 


► Đường tròn và đường tròn. 

Cho hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) có tâm và bán kính lần lượt là li, Ri, I 2 , R 2 . 
Ta có: 

• Iil 2 < Ri + (Ci) và (C 2 ) ở ngoài nhau —» Có 4 tiếp tuyến chung. 

• I 1 I 2 = Ri + R 2 «> (Ci) và (C 2 ) tiếp xúc ngoài^ Có 3 tiếp tuyến chung. 

• |Ri - R 2 I < Iil 2 < Ri + R 2 <^ (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại hai điểm —» Có 2 tiếp 
tuyến chung. 

• I 1 I 2 = |Ri- R 2 |<=>(Ci) và (C 2 )tiếp xúc trong — > cỏ 1 tiếp tuyến chung. 

• IiI 2 <|Ri- R 2 I <=>(Ci) và (C 2 ) ở trong nhau —> không có tiếp tuyến chung. 


PHẦN 2.5.2: 

MỘT SỐ BÀI TOÁN MINH HỌA CHO VIỆC sử DỤNG TÍNH CHẤT 
HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 

Việc sử dụng bất đẳng thức, phương pháp hàm số để giải các bài toán max — 
min hình học từ lâu đã không còn xa lạ với bạn đọc. Tuy nhiên, ở một góc độ 
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khác, hình học được giải bằng chính công cụ của hình học bao giờ cũng mang 
đến cho những lời giải đẹp. Đe hình thành cho bạn đọc một số ỷ tưởng, các 
dạng toán thường gặp, tác giả trình bày một số bài toán minh họa cho việc sự 
dụng tính chất hình học thuần túy nhằm mục đích giới thiệu ở phần tiếp theo 
đây. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 


BÀI TOÁN 1.Trong các hình bình hành có hai đường chéo bằng 6 cm và 8 cm 
,hình nào có diện tích lớn nhất ? Tỉnh diện tích lớn nhất đó. 


B 


© Hướng dẫn giải, 

c 


B 






* Xét hình bình hành ABCD có AC = 8 cm; BD = 6 cm ( hình 1) 

* Gọi o là giao điểm hai đường chéo. Kẻ BH T AC. 

Ta có : Sabcd— 2Sabc — AC.BH 


* Ta có AC = 8cm, BH < BO = 3cm. Do đó :Sabcd < 8.3 = 24 (cm 2 ) 

* Sabcd = 24 cm 2 <=> BH EE BO H EE o <=> BD 1AC. 

Vậy max Sabcd = 24 cm 2 . Khi đó hình bình hành ABCD là hình thoi (hình 2) có 
diện tích 24cm 2 . 


BÀI TOÁN 2 .Cho hình vuông ABCD . Trên các cạnh AB,BC ,CD,DA ta lấy theo 
thứ tự các điếm E,F, G,H sao cho AE = BE = CG = DH. Xác định vị trí của các 
điểm E, F,G,H sao cho tứ giác EFGH có chu vỉ nhỏ nhất. 

© Hướng dẫn giải. 
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* Ta có: AHAE = AEBF = AFCG = AGHD=> HE = EF = FG = GH => EFGH là 
hình thoi. 

* Mặt khác: AHE = BEF^ AHE + AEH = 90° => BEF + AEH = 90° 

Suy ra HEF = 90° => EFGH là hì nh vuông 

* Gọi o là giao điểm của AC và EG . Tứ giác AECG có AE = CG, AE //CG nên 
là hình bình hành suy ra o là trung điểm của AC và EG , do đó o là tâm của cả 
hai hình vuông ABCD và EFGH. 

* AHOE vuông cân : HE 2 = 20E 2 ^ HE = OE yỊĨ. 

Chu vi EFGH = 4HE = 4 v2 OE . Do đó chu vi EFGH nhỏ nhất <=> OE nhỏ nhất 

Kẻ OK1AB => OE >OK ( OK không đổi). OE = OK <z> E = K 
Do đó minOE = OK. 

Vậy chu vi tứ giác EFGH nhỏ nhất khi và chỉ khi E, F, G, H là trung điếm 
của AB, BC, CD, DA. 


BÀI TOÁN 3. Cho hai đường tròn (O) và (O’) cắt nhau ở A và B . một cát tuyến 
chung bất kỳ CBD (B nằm giữa c và D) cắt các đường tròn (O) và (O’) tại c và 
D . Xác định vị trí của cát tuyến CBD để AACD có chu vi lớn nhất. 

© Hướng dẫn giải. 

1 

* sđ c = "7 sđ AmB ; 

2 

1 

sđ D = "7 sđ AnB 
2 

=> số đo các góc AACD 
không đổi 

=>AACD có chu vi lớn 
nhất khi một cạnh của 
nó lớn nhất , chẳng hạn 
AC là lớn nhất. c 

AC là dây của đuờng 
tròn (O) , do đó AC lớn 

nhất khi AC là đường kính của đường tròn (O), khi đó AD là đường kính của 
đường tròn (O’). Cát tuyến CBD ở vị trí C’BD’ vuông góc với dây chung AB. 



BÀI TOÁN 4 .Cho đường tròn (O) và một điểm p nằm trong đường tròn . Xác định 

dây AB đi qua p sao cho góc OAB cỏ giá trị lớn nhất . 

© Hướng dẫn giải. 
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* Xét tam giác cân OAB , góc ở đáy 

OAB lớn nhất nếu góc ở đỉnh OAB 

__ 1 

nhỏ nhất. AOB = -7 sđ AB 

2 

* Góc OAB nhỏ nhất <» CungAB 
nhỏ nhất <í> dây AB nhỏ nhất 

Khoảng cách đến tâm OH lớn nhất. 

* Ta có OH < OP . OH =OP 

H - p nên max OH = OP AB _L OP 

* Suy ra dây AB phải xác định là dây A’B’ vuông góc với OP tại p 



B’ 


B 


BÀI TOÁN 5.Chứng minh rằng trong các tam giác cân có cùng diện tích tam giác 
có cạnh đáy nhỏ hơnlà tam giác có góc ở đỉnh nhỏ hơn. 


© Hướng dẫn giải. 

* Xét các tam giác ABC cân tại 
A có cùng diện tích s. Kẻ 

đường cao AH . Đặt BAC = a 

* ÀAHC vuông tại H, ta có: 

(X 

HAC = 77 . 

2 

Và AH = HC.cotg^ 

1 ^ a 
= 7 - BC.cotg — 

2 2 


A 



h.5 


* 


1 11 oc 1 cx 

Do đó : s = 7- BC.AH = ị BC. ị BC.cotg^ =- BC 2 cotg^ 

2 2 2 24 2 


* 


Suy ra BC 


4S 


cotg 


a 


2 2 
= 2 fTj 


_ „ , , „ , __„ „ r a , , 

Do s không đôi nên :BC nhỏ nhât <» tg— nhỏ nhât 

nhất <^> BAC nhỏ nhất 

BÀI TOÁN 6 .Cho hai đường tròn (O) 
và (O’) tiếp xúc ngoài tại A .Qua 


a 


VA/ f 

7 - nhỏ nhât oa nhỏ 
2 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

A vẽ hai tia vuông góc với nhau , 
chúng cắt các đường tròn (O) , 

(O") lần lượt tại B và c. Xác định 
vị trí của các tia đó để À ABC có 
diện tích lớn nhất. 

© Hướng dẫn giải. 

* KẻOD 1AB ; 0’E lACtacó: 

1 1 _ _ 

Sabc = ^-AB.AC = -7 ,2AD.2AE= 2.AD.AE 

2 2 

* Đặt OA =R ; OA = r ; AOD = O'AE = a 

Ta CÓ:AD = R sỉna ; AE = r cosao Sabc = Rr. 2sina .cosa 
Mặt khác, 2sina ,cosa< sin 2 a + cos 2 a =ỉ=>Sabc^ Rr 

* Do đó : max Sabc — Rĩ o sina — cosao sỉna — sin( 90°—a) oa — 
90°-aoa — 45°. 

* Vậy nếu ta vẽ các tỉa AB,AC lần lượt tạo với các tia AO, ẢO’ thành các góc 

OAB = 0'ẨC = 45° thì A ABC có diện tích lớn nhất. 


BÀI TOÁN 7.Cho đường tròn (O; R), dây BC cố định. Tìm vị trí của A trên cung 
lớn BC để tam giác ABC có chu vi lớn nhất. 

© Hướng dẫn giải. 


* BC cố định nên góc CAB không đổi, độ 
dài BC không đổi. Chu vi tam giác ABC chỉ 
còn phụ thuộc vào AB + AC. 

* Trên tia đối của tia AB lấy D sao cho AC 
= AD vậy chu vi của tam giác ABC phụ 
thuộc vào độ dài của BD. 

* Hơn nữa góc CDB cũng không đổi hay 

BD là dây của cung chứa góc z A dựng 
trên BC 

*Vậy BD lớn nhất bằng đường kính của 



X 9 

cung chứa góc --AA dựng trên BC khi và chỉ khi A là diêm chính giữa của 


cung lớn BC 


3<D6 
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BÀI TOÁN 8.Cho đường tròn (O; R) với dây AB cố định sao cho khoảng cách từ 

^ ^ ^ R 9 9 . £ A 

o tới AB băng — . Gọi H là trung điêm của AB, tia HO căt đường tròn (O; R) 

tại c. Trên cung nhỏ AB lấy M tùy ý ( khác A, B). Đường thẳng qua A và song 
song với MB cắt CM tại I. Dậy CM cắt dây Ab tại K 

a. So sánh góc AIM với góc ACB. 

b. Chứng minh: + _ Ị_ = _ . 

MA MB MK 

c. Gọi Ri, R 2 lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác MAK và tam 
giác MBK, hãy xác định vị trí của điểm M trên cung nhỏ AB để tích R 1 .R 2 đạt 
giá trị lớn nhất. 


A 


► Phân tích và gọi ý: 

a) OH= -!■ R => Nhận xét quan hệ giữa dây và 

và sđ cung căng dây ( Sđ cung AB = 120°) 

Từ đó tìm được quan hệ giữa hai góc AIM 
và ACB. 

b) Thường chuyến về tỉ số các đoạn thắng 

( Cần chứng minh - + __ = 1) 

MA MB 

Tìm cách quy đồng mẫu vế trái bằng cách 
chỉ ra các tam giác đồng dạng? 

Tam giác chứa hai cạnh MK, MA đồng 
dạng với tam giác nào? tam giác chứa hai cạnh MK, MB đồng dạng với tam 
giác nào? 

' .. . . , MK MB .. 

(Tam giác MKA và tam giác MBC đông dạng => ' ' = ' ' , tam giác MKB 



MA MC 


\ 

và tam giác MAC đông dạng 


MK MA 


MB MC 


MK MK MA + MB , ... 

Vậy _ + _ _ =-——^- do đó ta phải chứng minh MA+MB = MC 

MA MB MC 

c) Đe tìm giá trị lớn nhát của tích R 1 .R 2 , ta tìm mối liên hệ của tổng R 1 +R 2 với các 
yếu tố không đối của bài toán 

Đe ý hai tam giác AMK, BMK có hai góc AMK, BMK không đổi (= 60°), tổng 

a 


hai cạnh đối diện không đổi. ( dùng công thức R = 

© Hướng dẫn giải. 


2 sin A 


) 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


OM 1 

• Xét tam giác AOH có CosO = —- = ị^ZẢOH = 60° 

OA 2 


=> ZAOB 120° => sđ cung AB 120° => ZACB 60° 

Tam giác ABC có đường cao CH đồng thời là trung tuyến. Vậy tam giác ABC 
đều =>ZACB = 60° 

AI // MB => góc AIM = góc CMB = góc CAB = 60° 

Vậy góc AIM = góc ACB. 

Tam giác AIM đều ( có hai góc bằng 60°) => AM = MI. 

AAIC = AAMB (c - g - c) => CI = MB 


A MKA và A MBC đồng dạng nên 
A MKB và ầMAC đồng dạng nên 


MK _ MB 
MA ~~ MC 
MK _ MA 
MB~ MC 


MK MK MB MA MB + MA ,, 11 1 

Vậy: + — 7-7— + 7-7-7 —-7—77-— = 1 hay 7 - + 7 7— — 7 7— 

MA MB MC MC MC MA MB MK 

Áp dụng định lý hàm sin ta có: 

„ AK AK AK 

Trong tam giác AKM: R, = —7—— = —7—777- = —7^ 

1 2 sinM 2 sin 60 ° s 

., _, „ BK BK BK 

Trong tam giác BKM: R ? = —7—77 = —7—777- = — J=r 

2 2 sinM 2 sin 60 ° s 

Áp dụng bất đẳng thức Cosi cho 2 số không âm Ri, R2 có: 

JR,R 2 <-7— =- - ị = — = = 77- = hs dấu bằng khi Ri=R2 


J Ri Ro < --—— =--7= —= = — = hs dâu bă 

v 2 2V3 2V3 2 

o AK = BK o M là điểm chính giữa của cung AB. 

Vậy R 1 R 2 max = khi M là diêm chính giữa của cung AB. 


BÀI TOÁN 9.Cho tam giác đều ABC, E là một điểm trên cạnh AC ( E khác A), K 
là trung điểm của đoạn AE. Đường thẳng EF đi qua E và vuông góc với đường 
thẳng AB ( F thuộc AB) cắt đường thẳng đi qua c và vuông góc với đường 
thẳng BC tại D. Xác định vị trí của E sao cho đoạn KD có độ dài nhỏ nhất. 


► Phân tích và gọi ý: 

• Khai thác Tam giác ABC đều, tam giác AEF vuông, K là trung điểm AE, góc 
DCB vuông. 


3®8 
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2 _ _ __ _ 

• Do đó,5 điêm B, c, D, K, F cùng thuộc một đường tròn => KD là một dây cung 


• Vìsđ cung DK không đổi. Do đó: KD nhỏ nhất o bán kính nhỏ nhất. 

© Hướng dẫn giải. 


* Tam giác AEF vuông tại F, góc A = 60°, 

FK là trung tuyến ứng với cạnh huyền 
=> Tam giác AKF đều => góc FKC = 
120°. Vậy Tứ giác BCKF nội tiếp. 

* Tứ giác BCDF có góc F = góc c = 90°. 
Vậy Tứ giác BCDF nội tiếp hay 5 
điểm B, c, D, K, F cùng thuộc một 
đường tròn đường kính BD. 

* sđ cung DK = 2 góc DFK = 60° 

1 1 _ , , 

=^> KD = -- DB < 4 CB dấu bằng 
2 2 

khi E trùng với c 

* Vậy KD min = ịcB khi E =c. 

2 


c 



BÀI TOÁN 10. Cho tam giác ABC cân ở B có góc ABC bằng [3, o là trung điểm 
của cạnh AC, K là chân đường vuông góc hạ từ o xuống cạnh AB, (co) là đường 
tròn tâm o bán kính OK. E là một điểm thay đổi trên cạnh BA sao cho góc 
AOE bằng a (20° <a< 90°). F là điểm trên cạnh BC sao cho EF tiếp xúc với (co). 
Tìm a để AE + CF nhỏ nhất. 


► Phân tích và gợi ý: Để Tìm giá trị nhỏ nhất của tổng, ta đi chứng minh tích 
không đổi.Nhận xét quan hệ của hai tam giác AEO và OEF ?(Sử dụng tính chất 
tiếp tuyến, tổng các góc của tứ giác, tam 
giác) 

© Hướng dẫn giải. 

* Trong tam giác OEF: 

ZEOF = 180°- ZOEF - ZOFE 

= 180° - ị ZAEF - ị ZCFE 
2 2 

* Trong tứ giác AEFC: 

ZAEF + ZAFE 

= 360° - (ZA + ZC) = 180° + p 
ZEOF = 90° - T- 


308 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

* Tam giác ABC cân tại B: 

zz = zc = Ậ (180° - /?) = 90° - T- 

2 2 

Vậy z EOF = z A = z c. 

Suy ra: 

Tam giác AEO và tam giác OEF đồng dạng, 

Tam giác OEF và tam giác COF đồng dạng 
Vậy tam giác AEO và tam giác COF đồng dạng. 

* =>—- = AE.CF = AO.CO = hs 

AO CF 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

AE + CF > 2a/AE.AF — 2 4. AO.CO — hs dấu bằng khi và chỉ khi AE = CF 
Suy ra tam giác OEF cân tại o o tam giác AEO cân tại A o 

Suy ra z AOE = 90° - ị ZA = 90° - ị (90° - ị B) = 45° + - B 

2 2 2 4 

Vậy khi z AOE = 45° + ^-(3 thì AE + CF nhỏ nhất 


PHẦN 2.5.3: 

NGUYÊN TẮC CHƯNG VÀ CÁC CÁCH TIÉP CẬN KHI GIẢI BÀI 
TOÁN MAX - MIN TRONG TỌA Độ OXY. 

Sau khỉ đã giới thiệu các cơ sở, các kiến thức nền cần có, thì giờ là lúc ta 
xây dựng một nguyên tắc chung trong tiếp cận khi giải bài toán liên quan đến 
max — min cực trị trong hình học mặt phang tọa độ Oxy. Cụ thế có thế thực hiện 
như sau: 

Lưu ý: ở bước 2, có những bài toán mà ta có thể thực hiện bằng cả hai cách nên 
đó cũng là một cách giúp ta kiếm tra và khắng định kết quả tìm được của cách 
này bằng cách khác. 


Nguyên tắc chung: 

♦ Bước 1: Xét vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học. (xem phần 2.5.1 ) : 
đây là một bước chuấn bị cực kỳ quan trọng không thế bỏ qua dù ta có giải bài 
toán theo cách này hay cách khác. 

♦ Bước 2: Chọn hướng đi cho bài toán:Ssai quá trình phân tích các kiến thức 
cơ sở trên thì ta có thể chọn hướng giải quyết bài toán theo các cách sau: 

- Cách 1: Tìm được biểu thức chứa biến cần đặt Max - min. 

- Cách 2: Không tìm được biểu thức chứa biến cần đạt Max - min. 

♦ Bước 3: Ủng với các cách đã chọn, vận dụng các kiến thức liên quan để 
giải bài toán. 

300 
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- ứng vói cách 1: ta vận dụng phương pháp hàm số (đối với 1 biến) hoặc các 
Bất đắng thức quen thuộc (đoi với nhiều biến) đế tìm giả trị cần đạt max — 
min. 

-ứng vóicách 2: ta vận dụng các tính chất hình học thuần túy để tìm giá trị 

cần đặt max — min. 

♦ Bước 4: Kiểm tra lại các kết quả đã tìm được (nếu có) và đưa ra kết luận. 

Sau đây tác giả sẽ lay các bài toán minh họa cho các nguyên tắc chung trên, 
cũng như tong quát hóa một so bài toán, Mời bạn đọc cùng theo dôi. 


BÀI TOÁN 1. Trong mặt phảng với hệ toa độ Oxy, chođường thẳng 
A :x — 2 y + 2 = 0 và tọa độ các điểm A( 0; 6), B( 2; 5). Tìm tọa độ điểm M 

thuộc đường A sao cho : 

a. MA + MB nhỏ nhất. 

b. I MA — MB lớn nhất. 


© Hướng dẫn giải. 

Thay tọa độ A và B vào phương trình đường thẳng À ta có: 

(x A —2 y A + 2)(x 5 —2 y B +2) = (0 —12 + 2)(2 —10 + 2) = 60 > 0 suy ra A và B 


cùng phía so với đường thẳng A. 
a. MA + MB nhỏ nhất 

Cách 1: sử dụng tinh chất hình học thuần túy (các bất đẳng thức trong tam 
giác). 


B 



M 


B 



* 


Gọi A' là điểm đối xứng với Ả qua À . Ta có MA + MB — MA '+ MB > A'B 
(bất đẳng thức tam giác ) 

Do đó 


(MA + MB) . yp(MA'+MB) . MA'+MB = A'B M = A'B nA 

V /min V /min - 


Khi đó: AA ; : 2(x - 0) + l(jp - 6) = 0 <=> 2x + y - 6 = 0 
* Gọi H — AA/ nA. Tọa độ của H là nghiệm của hệ phương trìn h : 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


2 x + y - 6 = 0 fx = 2 —7 _ 71 

1 / r ”<+ z=> H( 2;2) 

x- 2 j+ 2=0 Ly = 2 v 

Do H là trung điểm của AA 7 nên ta có: Á (4; —2). Từ đó ẨB = (—2; 7 ). 

* Đường thẳng /4 5:7(x — 2) + 2(jy — 5) = 0 <=> 7x + 2y — 24 = 0 
Tọa độ điểm M cần tìm là nghiệm của hệ: 

_11 

X - 2 V + 2 = 0 x 4 ’ 

<=> < => 

7x + 2v-24 = 0 19 

y = . 

I 8 


Kậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 


Cách 2: sử dụng phương pháp hàm số 

* Gọi M eA:x-2_y + 2 = 0=> M(2m — 2;m). 

AM = (2/77 — 2; /72 - 6) =^> ylM = \l5m 2 — 20/72 + 40 
Ta có: <_ I __ 

BM = (2/77 - 4; 777 - 5) => BM = +/72 2 - 26/77 + 41 

* Khi đó ta có: /4M + BM = V5777 2 — 20/72 + 40 + -s/5m 2 — 26/72 + 41 
Đặt f ( 772 ) — \j~5m 2 — 20/72 + 40 + \f 5 rn 2 — 26/72 + 41 . 




^ . 5/7Z —10 5/72 — 13 

Ta có: f\m) = - 7 —== = + , ; * =• 

Sl5m 2 - 20/77 + 40 V 5/72 2 — 26/77 + 41 

Cho f '(/ 72 ) = 0 <+> (5/72 — 1 0)a/5/72 2 — 26/77 + 41 = (5/72 — 13) V5/77 2 — 20/77 + 40 



* Bảng biến thiên: 


m 

19 

00 +00 

8 

f'(m) 

- 0 + 

f(m) 

+oọ_^_ 


* Dựa vào bảng biên thiên, ta suy ra 


30B 
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- 10 (\ 1 1 9 4 

min(MA+ MB) = min f(m) = V53 = — 

meR g ^ 4 8 ) 

w „ . _ , , ,, ,, [ 77 11 19^1 

Vậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: M —; — 

u _8j 

Cách 3: sổ* dụng bất đẳng thức véctơ 

* Gọi M e A: I - 2 V + 2 = 0 M(2m — 2;m). 

AM = (2 m — 2; m — 6) => AM = a/ 5/7Ĩ 2 -20m + 40 
Ta có: <_ / __ 

BM = (2m — 4; m — 5) => BM = \f7n7 — 26m + 41 

* Khi đó ta có: AM + BM — \Ị 5777 2 — 20m + 40 + \Ỉ5n7 — 26m + 41. 


Suy ra ẢM+ BM= J(mV5 - 2^) 2 + 20 


ỈTTTÃÃ 

l V5j 


Đặt M = Ị mVb J, V - -ị=-mA5',—ị= suyra M + v = —=•,—= 
v ; W5 V5J W5 v5y 

* Sử dụng bất đẳng thức w+v>ĩỉ + v<=> M4 + MB > V 53 . Dấu bằng xảy ra 


(mV ĩ-lS-aS), Ị = A=-mV5;3= 


3 16 


khi và chỉ khi 


- kv o 


4ĩ-2S = k{^k-mS 

\S J 


2^ = i4 
->/5 


, , , ,, ,, 611 19^1 

Kậv độ diêm cân tìm thỏa là: M —; — 

u 8 J 

b. I MA — MB I lớn nhất. 

* Sử dụng kết quả câu a) ta có hai điểm A; B nằm về cùng phía so với A nên ta 
có đánh giá: MA—MB < AB =hằng số. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi M;A;B thẳng hàng. 

* Ta có A2? = (2;-l) nên Ai?: l(x —0) + 2(y — 6 ) = 0 <=> x + 2y —12 = 0 

* Tọa độ của M là nghiệm của hệ phương trình: 

c A A í\ 1 r 5. I / _XI 


x + 2y-12 = 0 

7 I „ <=> 1 7 

X - 2y + 2 = 0 y = — 

2 


[ 7 

M 5-7 
2 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Fậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 



( 7 ì 

M 

5;- 

l 2 J 


■ /./)’/ hình:Qua việc giải bài toán 1, ta rút ra được một số nhận xét sau: 

Với cách 1 vận dụng để giải cho câu a và b thì ta thấy có thể tổng quát 
thành thuật toán như sau: 

►Bài toán tìm điểm M thuộc A thỏa MA + MB nhỏ nhất. 

+ THl:Neu hai điểm A, B khác phía so với đường thẳng À thì điểm M cần tìm 
chính là giao điểm của đường thẳng A với đường thẳng AB. 

+ TH2:Neu hai điểm A, B cùng phía so với đường thẳng A, khi đó ta thực hiện 
theo các bước sau: 


• Bước 1: Xác định điểm A là điểm đối xứng với A qua A . 

• Bước 2: Từ đánh giá: MA + MB = MÃ + MB > Ả B = hằng số. Dấu bằng 
xảy ra khi và chỉ khi A \M\B thẳng hàng. Nên ta đi viết phương trình đường 
thẳng A B. 

• Bước 3: Điểm M = An A B. 

► Bài toán tìm điểm M thuộc A thỏa I MA -MB\ lớn nhất. 

+ THI: Neu hai điểm A; B mà nằm về hai phía so với A thì ta lại phải đi tìm 
điểm à! đối xứng với A qua A. Sau đó ta sử dụng đánh giá: 


I MA-MB 


MA ' -MB 


_ .Ị \ r J\ 1 y ? 

< A B = hăng sô. Dâu băng xảy ra khi và chỉ khi 


M,Ả ,B thẳng hàng. Từ đó tìm ra tọa độ của M. (M = A'B n à) 

+ TH2: Nếu hai điểm A,B nằm về cùng một phía so với A thì ta có ngay 


đánh giá: MA — MB < AB = hằng số. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 


M;A;B thẳng hàng. Do đó điểm M cần tìm là giao của AB với 

Với cách 2 và 3 đã vận dụng đung tinh thần của nguyên tắc chung là cố 
gắng tìm kiếm biểu thức chứa biến cần đạt max - min nhưng so với cách 1 
thì lời giải ở cách 2 có phần nặng nề và gây khó khăn khi giải quyết phương 
trình f \m) = 0 hay phải vận dụng biến đối vài kỹ thuật đại số ở cách 3. 


BÀI TOÁN 2. Trong mặt phảng với hệ toa độ Oxy, cho đường thẳng 
A:x — 2y — 2 = 0 và tọa độ các điểm A( 3; 4), B(— 1;2). Tìm tọa độ điểm M 

thuộc đường A sao cho : 

a. MA 2 + 2MB 2 nhỏ nhất. 

b. MÁ 2 — 2MB 2 lớn nhất. 


3Qề 
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© Hướng dẫn giải. 

a. MA 2 + 2MB 2 nhỏ nhất. 

Cách 1: sử dụng phương pháp hàm số. 

* Ta có M <G A: X — 2 V - 2 = 0 => M(2m + 2; nì) 

AM = (2m —1; m — 4) => AM 2 = 5m 2 —\2m + 17 
Ta có: < _, 

BM = (2m + 3; m — 2) => BM 2 = 5 m 2 + 8/77 + 13 

* Ta có: MA 2 +2MB 2 = \5m 2 + 4/77 + 43 

* Đặt f(m) - Ì5m 2 + 4/72 + 43,(777 e R ). 

.. . -2 

Ta có: f\m) = 30/77 + 4 = 0 m = —— 

15 

* Bảng biến thiên: 



* Dựa vào bảng biên thiên, ta suy ra 


- _ 641 -2 .,126-2 

2 ) = min fịm) = -—++ m = — ++ M 


min(M4 + 2MB ) = min /(/ 77 ) = -— 7 - ++ m = — 

' meR 15 15 


15’15 


Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: M 


26-2 
15’15 


Cách 2: sử dụng bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai. 

* Tương tự cách 1, ta có: MA 2 + 2MB 2 — 15/77 2 + 4/77 + 43 

( r— 2 \ 

* Do đó MA 2 + 2MB 2 — (15/ 77 2 + 4/77) + 43 = mv 15 + 2— 

V Vl5y 

* Vậy 

_t\ 641 n~z 2 „ —2 


641^ 641 

H-— ^ —— 

15 15 


(ma 2 y 2MB 2 ) . = 

V / min 


f— 2 „ -2 

/77 V 1 5 + — J= = 0 => /77 = 

JĨ5 15 


26-2 

ĩĩ ; Ĩ5 
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Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: M 


26 _ -2 1 

Ĩ5 ; Ĩ5 J ' 


Cách 3: sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc 2. 

* Tương tự cách 1, ta có: MA 2 + 2MB 2 — 15/77 2 + 4/77 + 43 

* Đặt y = \5m 2 + 4/77 + 43 => 15/77 2 + 4/77 + 43 — y = 0 (*). Xem phương trình 
(*) có m là ẩn số và y là tham số. Ta có phương trình có nghiệm khi và chỉ khi 

A' = 4-15(43-y) > 0 y > <=> ÍMA 2 +2MB 2 ) . =^Ị 

15 v /min 15 

, 641. 

* thay y = —— vào phương trình (*) 

15 


<^> 1 5m 2 + Am H = 0 m — 


26-2 

Ĩ5 ; Ĩ5 


Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: M 


26 -2 ì 
15’15 * 


b. MA 2 — 2MB 2 lớn nhất. 

* Tương tự câu a ta có: MA 2 — 2MB 2 = —5/ 77 2 


— 28/77 — 9 


* Đặt / 7 ( 777 ) = —5 777 2 -28/77 -9,(meR). 
Ta có: h \m) = -10/77 - 28 = 0 <=> /77 = 


-14 


* Tương tự ta lập bảng biến thiên và nhận xét: 

max(M4 2 - 2MB 2 ) = max /( 777 ) = -4-<^>777 = ^-<^M 

mtR 5 5 



Kậv độ điểm cần tìm thỏa là: M 


-18 -14 


Lòi ốìti/i: bài toán trên có thể tổng quát lên là: “C /777 /7 điếm Aị (ì — 1,2,..., 77 ) 
và /7 .SY 7 thực ữị . Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng A : ax — by — c = 0 .SY/O 

n 

cho s = 2 _. ữịMA 2 đạt giá trị nhỏ nhất (hoặc lớn nhất). 

i=ì 
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Với cách giải 1 (Lớp 12), có thể giải cho bài toán tổng quát, cách giải 2 và 3 thì 
với học sinh THCS (lớp 9) là bắt đầu có thể sử dụng không đòi hỏi quá nhiều 
kiến thức, chỉ là vận dụng một số phép biến đối hằng đắng thức liên quan. 

BÀI TOÁN 3. Trong mặt phang với hệ toa độ Oxy, cho đường thẳng 
Á: x — 2y — 2 = 0 và tọa độ các điểm A( 3; 4), B(—l;2),C(0;l). Tìm tọa độ 

2 —“ ’ “ ’ 1 r 

đỉêm M thuộc đường A sao cho : p — MA — 2MB + 3 MC đạt giá trị nhỏ nhât. 

© Hướng dẫn giải. 

Cách 1: Tìm biểu thức chứa biến cần đạt max - min 

* TacóMeÀ:i-2y-2 = 0=> M(2m + 2;m). 

Do đó, ta có: 

MA — (1 — 2 m; 4 — ni) 

MB = (~2m - 3; -m + 2) => MA - 2MB + 3MC = (1 - 4m; 3 - 2m) 

MC = (—2 m — 2; —m + 1) 

( 1 \ 2 

* Mặt khác, p 2 = 20/77 2 — 20m + 10 = 20 m — -- +5 >5 

V 2) 

* Do đó, p min <^> p min 2 = 5<^>m-ỉ = 0<^>m = ỉ=> 

, ( T) 

Vậy tọa độ điếm cần tìm thỏa là: M 3;4" 

V 

Cách 2: Vận dụng phương pháp véctơ. 

* Ta có M <G A: X — 2 V-2 = 0 => M(2m + 2;m). 

* Gọi G là điểm thỏa mãn 

_5 

—► - Í(3-x (7 )-2(-1-x (7 ) + 3(0-x (7 ) = 0 x °~2 

GA-2GB+3GC=0<3>\\ : 

1 4-j ơ -2(2-j g ) + 3(1 -j g ) = 0 3 

[• G ■ 2 

* Xét ÃŨ-2MB + ?MC = {MG + GA)-2{MG + GB) + 3{MG + GC) = 2MG 
(do GÃ-2GB + 3GC = Õ) 

Do đó ta có: P mịn = MA - 2MB + 3MC <^MG = MG tmũ 

min min 

* Gọi K là hì nh chiếu vuông góc của G lên À: X — 2 y — 2 = 0. Ta có: MG > GK. 
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Vì vậy MG. ^MG = GK^M = K 

• J min 

M chính là của G lên A : X — 2 y — 2 = 0. 


Ta có GK _L A => GK : 2x + y + c = 0 , GK qua G 
Suy ra GK: 4x + 2y - 13 = 0. 


Khi đó M thỏa hệ < 


í 


\ 


5 3 
2 ’ 2 


\ 


J 


-13 


suy ra c 


Í4x + 2y-13 = 0 

CO 

II 

X 

< _ 


r n 


1 => 

M 

3; — 

X - 2y -2 = 0 

rì 


l 2 ) 



? 2 

Vậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 


Lời hình:Bài toán trên ta có thể tổng quát lên là: “ Cho n điểm 
4 (ỉ = 1,2,...,«) và n số thực ữị . Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng 


A : ax — hy — c — 0 sao cho s — 


n _ ) 

Ỵa.MA. 

l l 

i=\ 


đạt giả trị nhỏ nhất. 


Với cách giải 1, chỉ cần bình phương “thoát căn bậc 2 ” là ta đã có thể vận 
dụng các kỹ thuật như dùng phương pháp hàm so, bất đẳng thức đổi với lũy 
thừa bậc 2 để xử lý. 

Với cách giải 2, là một sự kết hợp thú vị giữa véctơ và các tính chất hình 
học. Trong đó tính chất đường xiên luôn lớn hơn đường vuông góc đã được vận 
dụng một cách tốt. ứng với bài toán đã được tổng quát ở trênvà vận dụng cách 
giải 2, ta có cách giải tổng quát là: 

Gọi I(X [; Vị ) là điểm thỏa mãn 


_ _ _ n _ 

1 1Ả } + CLn, IẢn, +... + CL IẢ — 0 CLIẢ — 0 . Khi đó.' 

11 2 2 n n I ỉ 

i=\ 
n 

Ỵa.MA 

l l 

i=ì 


CLị (MI + IẦị ) + $2 (MI + IẤ 2 ) + ... + CL n (MI + IA n ) 


Ỳa,MI 

ỉ = \ 


Do đó s nhỏ nhất khỉ và chỉ khỉ MI nhỏ nhất, để giải tiếp ta có thể sử dụng cách 
1 hoặc làm như cách 2 trình bày. 


BÀI TOÁN 4. Trong mặt phảng với hệ toa độ Oxy, cho đường tròn 
(C) : (x + 2) 2 + (y — l) 2 =5 và đường thẳng A: X + 2 y + 10 = 0 và điểm A(2; ỉ). 
Tìm tọa độ điểm M thuộc (C) sao cho: 

a. Độ dài AM nhỏ nhất và lớn nhất. 

b. Khoảng cách từ M đến A nhỏ nhất và lớn nhất 


© Hướng dẫn giải. 
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• Đường tròn (C) có tâm I(-2; 1) và bán kí nh R — \Ị~5 . Ta có: 

IA — 44* — 4 > \ịỉ> — R . Do đó A nằm ngoài đường tròn (C). 

a. Độ dài AM nhỏ nhất và lớn nhất. 


Cách 1: sít’ dụng các tính chât hình học trong đường tròn. 



* Kẻ đường kính CD qua A (D là điểm nằm giữa c và A). 

* Ta có: AM >1 IA - IM 1=1 IA - ID 1= DA => AM mm =AD^M = D 

* Lại có: AM <IA + IM = IA + IC = AC => AM m ^ =AC^M = C 

• ĩĩlaX 

* Khi đó M là giao điểm giữa đường thẳng IA và đường tròn (C) nên tọa độ M 


thỏa hệ: 


IM: y-l = 0 
(C): (X + 2) 2 +(y — l) 2 =5 


Tính độ dài AM ta suy ra tọa độ 


<^> 






= -2->Ỉ5;y = l 


— — 2 + V5; y — 1 




Cách 2:\ sử dụng phương pháp đại số 

* Già sử M(a; b) s (C) => (a + 2) 2 + (b - 1) 2 = 5 (*) 

* Ta có: AM 2 = (a-2) 2 +(è-l) 2 =ịa + 2ý +(è-l) 2 -8ữ = 5-8« 

* Mặt khác: 

(*) => (b - 1) 2 = 5 - (a + 2) 2 = a 2 + 4a - 1 > 0 -2 - 4~5 <a<- 2 + 

» Do đó AM » D(-2 -75; 1), AM^ o C(-2 + 75;1> 
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Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: C(—2 - V 5 ; 1), D (—2 + V 5 ; 1) 

b. ứ?(M; À) nhỏ nhất và lớn nhất. 

* Ta có: dự; A) = 5 V 2 > V 5 = . Do đó A không cắt đường tròn (C). 

Cách 1 ỵp ử dụng bất đẳng thức Bunyakovsky 

* Gọi M(a; 6) e (C) => (fl ■+ 2) 2 + (6 -1) 2 = 5 (*) 

AN |tf + 26 + 10| |(ữ + 2) + 2(6-l) + 10| 

* Xét khoảng cách d{M; À) =- 7= -=- 7=-- 

v5 v5 

Theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có: 

[0 a + 2) + 2(6 -1)] 2 < (1 + 4).[(ứ + 2) 2 + (6 -1) 2 ] = 5.5 = 25 
Suy ra: — 5 < (a + 2) + 2(6 — 1) < 5 => 5 < (a + 2) + 2(6 —1) + 10<15 

Do đó: 75 < ^ a + 2 ^ + 2 ^’~ 1) + 10 <3^ <^17? <rf(M;A)<3^ 

V5 1 -—- 1 

* Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 


a+2 6—1 


{a + 2) 2 + (6 -1) 2 =5 


fa = —3 

<=> 1 hay 


b = -1 


ữ = —1 

6 = 3 


* Tính khoảng cách từ M đến A, ta kết luận 


rf(M;A) mlx =ĩ4ĩ <=>M(-1;3) 
d (M ; A) : = 75 <=> M (-3; -1) 


? ^ 

Vậy tọa độ diêm cân tìm thỏa là: 


d(M;A) =’ì\Ỉ5 <=>M(-1;3) 


^(M;A) miB =75^M(-3;-l) 

ách 2: sír lượng giác hóa tọa độ kết hợp Bẩt đẳng Bunyakovsky. 


Đặt 


X + 2 

75 

v-1 

75 


= cos/ 


= sin t 


Phưong trình đường tròn tham số của đường tròn là 

X--2 + \Ỉ5 cos t _ -! 

. 7 (íe[0;2/r]) 

y = 1 +v5 sin 7 

* Me (C) => M{—2 + V? cost; 1 + \Ỉ5 sint). 
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Ta có: d(M;A) = 


75 C0S7 + 275 sin 7 + 10 


75 


COS7 + 2 sin 7 + 275 


Theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có: 

(cos 7 + 2 sin 7) 2 < (1 + 4)(cos 2 7 + sin 2 7) = 5 

Do đó: < cos 7 + 2 sin 7 + 2 V 5 < 3 V 5 

* Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 

1 

, i C0St= J7 

cos 7 sin 7 I v5 


—v5 < cos 7 + 2 sin t < V5 . 



1 


tan 7 = 2 


sin 7 = 


cos 7 = - 


1 


sin 7 = 


75 

-2 


* Tính khoảng cách từ M đến A, ta kết luận \ 


I - - T ưlll V -- 

75 75 

rf(M;A) lmx =375«M(-l;3) 
í/(M;A). =75 <=>M(-3;-l) 


Kậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 


rf(M;A) ml =375 »M(-l;3) 
d(M;A) , =75 <=>M(-3;-l) 


Cách 3: yif í/ụ/ 1 ^ tính chất hình học thuần túy. 

* Gọi PQ là đường kính vuông góc với đường thẳng A tại H. (P nằm giữa Q và H) 

* Gọi K là hình chiếu của M trên (C) ta có: PH < MK < QH 

* Suy ra d{M; A) max «> M = Q , d(M; A) min <^M = P 

* Khi đó p, Q là giao điểm giữa đường PQ qua I vuông góc A và đường tròn (C) 
nên tọa độ p và Q thỏa 


PQ :2x-y + 5 = 0 
(C): (x + 2) 2 + (y - 1) 2 =5 

* Tính khoảng cách từ M đến A, ta kết luận < 


<=> 


X = -3 ;y = -1 
X = —l;y — 3 

á(M;A) mlx =375»M(-l;3) 

d(M;A) . =75 <=>AÍ(—3;—1) 


Vậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 


rf(M;A) m „=375oM(-l;3) 
d(M- A).=75<»M(-3;-l) 


Lòi bình:Cả 2 câu a và b chúng ta 
đều có thế sử dụng tinh chất thuần 
túy hình học để giải và bao giờ cũng 
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cho lời giải ngắn gọn, quá trình tính 
toán nhẹ nhàng. 

Đối với câu b, ứng với cả 3 cách giải 
ta đều có thể tìm được cách giải tổng 
quát, tuy nhiên xét về mặt nào đó thì 
cách 3 vẫn là tốt nhất. 

“Trong mặt phang với hệ tọa độ Oxy, 
cho đường tròn 

(C): (x - aỷ +(y — b) 2 = R 2 và 

đường thẳng A có phương trình 
Ax + By + c = 0 . 

Tìm điểm M thuộc (C) sao cho 
khoảng cách từ M đến A đạt giá trị 
lớn nhất, nhỏ nhất. 

Sử dụng tính chất thuần túy hình học. (trường họp A và (C) không căt nhau) 
Bước 1: Viết phương trình đường kính PQ qua I và vuông góc A. 

Bước 2: Tìm giao điểm p và Q bằng cách giải hệ phương trình bao gồm PQ 
và (C). 

Bước 3: Tính d[P; A ] vàd[Q;A] và kết luận max - min. 

Lưu ý: Vói trường hợp “A tiếp xúc (C) tại p ” thì p chính là điểm mà khoảng 
cách đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó điểm Q là điểm đổi xứng của p qua tâm I 
chính là điểm mà khoảng cách đạt giá trị lớn nhất 

Với trường hợp “ầ cắt (C) tại M và N ” thì M và N chỉnh là hai điểm mà 
khoảng cách đạt giá trị nhỏ nhất. Khỉ đó để tìm giá trị lớn nhất của khoảng 
cách ta viết phương trình trung trực của MN cắt (C) tại hai điểm p và Q và giải 
tương tự như các bước đã làm ở cách 3. 

BÀI TOÁN 5. Trong mặt phang với hệ toa độ Oxy, cho điểm M(2; 1). Đường 
thẳng A qua M cắt Ox, Oy lần lượt tại Aị^a^OỴ^BÍtybỴ, ịa > 0;Z? > oì. Tìm a, 
b sao cho 

a. Diện tích tam giác OAB đạt giá trị nhỏ nhất. 

1 1 

b. p = - + ——— đạt giả trị nhỏ nhât. 

OA 2 OB 2 

c. OA + OB đạt giá trị nhỏ nhất. 

© Hướng dẫn giải. 

a. Diện tích tam giác OAB đạt giá trị nhỏ nhất 

Cáchl: Vận dụng bất đẳng thức AM - GM. 
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* Ta CÓ AB là phương trình đoạn chắn 2 trục tọa độ nên có dạng: A : — + y- = 1 . 

a b 

2 1 /X ~ 1 _ _ _ 1 

* Lại có MeÀ=>- + -J- = l; (l). Mặt khác S A0AB = 7- OA.OB = 7- a.b 

ab 2 2 

* Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: 

- + 7>2J^-<=>l>2J^-<=>ữồ>8; (2) 
a b \ ab \ ab 

* Từ đó suy ra: /S Aa4ổ = 7-í/ồ > 4 . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi (2) xảy ra 
dấu bằng. 

2_y 

« ũ b ũ — A\ 

ta có hệ phuơng trình: < 

2 1 . ố 2. 

I 1 


— + 7 = 1 

a b 


r 

Cách 2: Lậ/I dụng phương pháp hàm sô. 


2 1 


* Từ kết quả í lì ta rút ra: —t- 7 = 1 => b =-7 . 

v 7 a b a -2 

Theo đề bài ra, do b > 0; a > 0 => a > 2 

*Từđó: S AOAB =ịab = ^—^ = f(a); (a> 2 ) có 

w X _2íz.(2íz-4)-2íz 2 _ 2ứ 2 -8rz 
(2a-4) 2 “(2a-4) 2 

w X ứ = 0 ( ktm ) 

* Cho r (a) = 0<^> , x {doa >2) 

a = 4 (íra) 


* Lại có: lim f ịa)= lim —-- 

â-2 2+ v 7 T2? 2ỡ - 4 

Lập bảng biến thiên ta có: 


= +00 và lim f(a) — lim 

a— »+co a—»+oc 


= +00 


«->+“ 2ữ — 4 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Suy ra: min(S , ỡ ^ s ) = min /(a) = 4 <=> a = 4 => ồ = 2 

a> 2 


b. p = 


1 


+ 




1 „ , 

— đạt giá trị nhỏ nhât. 


Cách 1: Đổi biểu thức cần đạt Max - min và vận dụng tính chất hình học. 
* Gọi H là chân đường cao hạ từ o xuống cạnh AB. 


Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông OAB ta có: 

ọ . ^ ,,-=hằngsố. 

OA 2 OB 2 OH 2 OM 2 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi M = H . Tức là OM _L 


1 . 1 

+ — 


1 ^ 1 

2 — > —- 


* 


Vậy ta có hệ phương trình: 


r _ t _ t 

—2 a + b = 0 

AB.OM = 0 


< <=> 

2 1 , <=>^ 

MeA 

— +V=1 

V 

b 


5 

a = — 
2 

b = 5. 


Cách 2: Cậ/I dụng bât đăng thức Bunyakovsky. 


* 


2 1 

Ta có: MeA=>- + ^- = l 

a b 


r 9 _ 

* Theo bât đăng thức Bunyakovsky, ta có: 


M , lì 
2.- + l.f- 


<(4 + 1) 


í 1 + 1 ì 

V 7 + A 


= 5 


111 ,, 

•Cí> — + — > — . Dâu băng xảy ra khi và chỉ khi 2a = b. 
a b 5 

b = 2a 


* Kết hợp với giả thiết ta có hệ phương trình: ị 2 1 <=> < 

— + — = 1 


a 


5 

a = — 
2 

ố = 5. 


c. Ơ4 + OB đạt giá trị nhỏ nhất. 

Tình huốngl: Vận dụng sai bất đẳng thức AM - GM. 

* Ta có OA + OB = a + b > 2 sfãb', (3) (Theo bất đẳng thức AM-GM) 

2 1 [Y 

* Mặt khác 1 = —t- -- > 2 1— ab > 8; Í4Ì (Theo bất đẳng thức AM-GM) 

a b V ab 

* Từ đó suy ra: OA + OB > 2VẼ = 4 V 2 . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi cả hai 
đánh giá (3);(4) cùng xảy ra dấu bằng. 

a = b 

* Điều đó tương đương với < 2 1 1 Dễ nhận thấy hệ trên vô nghiệm. 

a b 2 


Như vậy IM giải là sai! 
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Tình huống 2: Vận dụng phương pháp hàm số. 

* Ta có OA + OB = a + b. Mặt khác —h -^ = 1 => b = ——— 

a b a — 2 

Do a > 0;b > 0 => a > 2 

2 _ 

* Ta được ỡ/4 + OB = a-ị -— =-— = f(a) và 


— 2 a — 2 


= /(«) và 


ị, s_(2a-\)(a-2)-a ĩ +a_a 2 -4a + 2 

{a) ~ ( fl - 2) 2 ( tf - 2) 2 

a = 2 — 42 ( ktm ) 

Ta có: /' (a) = 0 <=> a 2 — 4a + 2 = 0 <=> y 

a = 2 +v2 (ím) 


lim f(a)= lim 

a^2 + v y a^2 + 


ữ -a 


— +00 


^ 2 + a — 2 


z 

• í' { \ "I • ^ ứí 

lim / ( a ) = lim ———- 

a^+o o a^+oo a-2 


— +00 


_ f 

Ta có bảng biên thiên 



Từ đó ta có kết luận: min (OA + 02?) = 3 + 2 V 2 


— 2 + 42 ; 
b = 4 2+1. 


■ Lòi hình: Đen bài toán 5 này thì bạn đọc có vẻ đã tiếp nhận hầu hết các hướng 
giải quyết bài toán max — min. Mỗi cách giải đều có mặt ưu nhược điểm của nó. 
Đặc biệt trong lời giải câu c ở tỉnh huống thứ 1 đã chỉ ra 1 số sai lầm mà học 
sinh hay mắc phải trong quá trình vận dụng các kỹ thuật trên. Theo bạn đọc do 
đâu có những sai lầm đó ? 


BÀI TOÁN 6. Trong mặt phang với hệ toa độ Oxy, cho điểm Ả(3; 1), đường tròn 
(C) : (x — 2) + ty + 3) 2 = 25. Viết phương trình đường thẳng A đi qua Ả, cắt 

(C) tại hai điểm phân biệt M, N sao cho 

a. Độ dài MN lớn nhất. 

b. Độ dài MN nhỏ nhất. 


© Hướng dẫn giải. 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

a. Độ dài MN lớn nhất 

* Đường tròn (C) có tâm 1(2; -3) và bán kính R = 5. 

Ta có: Z4 = 7l 2 +4 2 = 7Ĩ7 < 725 = R suy ra điểm A nằm bên trong đường tròn. 

* Ta có MN là dây cung của đường tròn (C) mà MN < 2 R do đó MN có độ dài 
lớn nhất khi MN là đường kính. Do đó M, N chính là giao điểm giữa IA và 
đường tròn (C) 

* Đường thẳng IA qua 1(2; -3) nhận IA = (1; 4) làm vecto chỉ phương có dạng là: 

x — 2 V+ 3 , . . - 

—— = 4x - y -11 = 0 

1 4 

* Kh i đó tọa độ M và N là nghiệm của hệ: 

34 + 5VĨ7 -51 + 2(K/Ĩ7 


(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 25 
4x - y -11 = 0 


<=> 


X = 


17 


y = 


17 


34-5VĨ7 -51-20VĨ7 

x= —,y = ———-— 


17 


17 


Vậy tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 


M 


í 


\ 


34 + 5VĨ7 -51 + 207171 ,/ 34-5717 -51-20^7^ 

---:--- N ---:--- 

17 17 J [ 17 17 J 



* Gọi H là trung điểm MN. Ta có IH < IA 

* Mặt khác MN = 2MN = l4ĩM 2 -IH 1 > 2sJr 2 -IA 2 = 477 

* Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 

H = A hay A_LZ4:4x-j’ —11 = 0 

* Kh i đó tọa độ M và N là nghiệm của hệ: 


A:x + 4^y-7 = 0 
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(x-2) 2 +0 + 3) 2 =25 
X + 4y - 7 = 0 




y = 


_ 17 + 2^34 51-8^34 


y = 


17 

17-2^34 

17 


X = 


X = 


17 

-51-8^34 

17 


Kậv tọa độ điêm cân tìm thỏa là: 

m m/ • • 


M 


í 


\ 


I 7 + 2 V 34 -51 + 8V3Ĩ1 ( I 7 - 2 V 34 -51-8V34 

—--—:--— . 7V — --—:--— 

17 17 J [ 17 17 


\ 


) 


■ Lòi 

VÓI câu a, ta thấy MN có độ dài lớn nhất là đường kính luôn đung với mọi 
trường hợp của điểm Ả nằm trong hay ngoài đường tròn. 

Với câu b, kết quả chỉ đung cho trường hợp Ả nằm trong đường tròn. Với 

tinh huống này thì ta luôn có 4\fĩ < MN <10 


BÀI TOÁN 7. Trong mặt phảng với hệ toa độ Oxy, cho hai đường tròn 
(Cj) : (x — l) 2 + y 2 = 1 và đường tròn(C 2 ) : (x — l) 2 + (y — 4) 2 = 4. Tìm tọa độ 

điểm M e (Cj), N e (C 2 ) sao cho: 

a. Độ dài MN lớn nhất. 

b. Độ dài MN nhỏ nhất. 

© Hướng dẫn giải. 



* Đường tròn (Cl) có bán kính R = 1 và tâm 1(1; 0), Đường tròn (C2) có bán kính 
r = 2 và tâm J(l; 4) 

* Tacó:R + r = 3<4 = IJ suy ra 2 đường tròn nằm ngoài nhau. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Giả sử IJ cắt (Cl) và (C2) lần lượt tại A, B, c, D. Kẻ các đường vuông góc với 
MN tại M và N cắt IJ tại E và F. 

Ta luôn có: MN < EF < AD => MN max = AD <=> ịM; N} e IJ 


* 


* 


Ta có phương trình IJ qua 1(1; 0) nhận IJ = (0;—4) làm VTCP nên có dạng là: 
IJ: X- 1 = 0. 

Tương tự hạ MH và NK vuông góc với CD, ta có: 


BC < HK < MN => MN mn = BC <=> MN = BC <^{M;N} 

Khi đó A, B là giao điểm giữa IJ và (C) nên thỏa hệ: 


GỈJ 



<^> 


0 - 1 ) =1 


x = ì;y = ì 
x = l;y = -l 


Khi đó c, D là giao điểm giữa IJ và (C) nên thỏa hệ: 



<=> 


(x-lỴ+(y-4Ỵ=4 


x = l;y = 2 
X = 1; y = 6 





í M( 1;1), N (1; 2) <=> MN mln 
Af(l;6)<»MN n „ 


■ Lời bình: Có thê thây việc thỉêt lập các biêu thức cân đạt max — min không phải 
lúc nào cũng dễ dàng. Vì vậy sử dụng các tính chất thuần túy hình học giúp ta 
tiếp cận hướng giải rất nhiều. 


BÀI TOÁN 8. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(l; —3) và 
phương trình đường tròn (C): (x — 2) + (y + 6) 2 =50.Tìm tọa độ điểm M 
thuộc (C) sao cho góc AAM1 lớn nhất với I là tâm của đường tròn (C). 

© Hướng dẫn giải. 

Cách 1: Vận dụng bất đẳng thức AM - GM. 
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* Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 
cos ZAMI > —^=2^40 = -L. 

1072 75 

Do đó cos ZAMI đạt min hay A AMl đạt max khi và chỉ khi 
40 


AM = 


AM 


AM = 40 


* 


Khi đó AM 2 + AI 2 =50 = R 2 = MI 2 => AAMI ± A . 


Ta có tọa độ M thỏa hệ: 


V - 3y -10 — 0 
(x - 2) 2 + (y + 6) 2 = 50 




x = 7;y = -l 
X = -5 ;y = -5 


Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: M (7;—l) hay M (—5; —5) 


Cách 2: Vận dụng tỉnh chât hình học thuần túy. 

* Gọi N là giao điểm của AM với (C), H là trung điểm MN ta có IH vuông góc 
MN (định lý đường kính và dây cung). 


_ „ : , 1H IA 

* Suy ra sin ÁAMI — ——- < 




IM IM 5 
Đẳng thức xảy ra khi MN vuông góc IA. 

* AM qua A và nhận AI = (1; —3) làm vecto 
pháp tuyến có dạng là: X - 3y - 10 =0 
Ta có tọa độ M thỏa hệ: 

X - 3y -10 = 0 
(x - 2) 2 +(y + 6) 2 = 50 

x = 7;y = -\ 

X = —5;y = -5 





Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: M (7; —l) hay M (—5; —5) 


Lời bình: Tương tự như các cách làm đã đề cập ở các bài toán trước, với bài 
toán này ta cần lưu ỷ: 


(cosổt) oa max , 

\ /min max 


(sinct) 

-1 < sin <2 < 1. -1 < cosct < 1 


<=> a . 

min mm 
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BÀI TOÁN 9. Trong mặt phang với hệ toa độ Oxy, cho phương trình đường tròn 
(C): (x + 2) + (y — l) 2 = 5 và điểm Ả(3; 1). Viết phương trình đường thẳng 
A, cắt (C) tại M và N sao cho tam giác IMN có diện tích lớn nhất. 

© Hướng dẫn giải. 

Cáchl: Vận dụng bất đẳng thức lượng giác. 

* Đường tròn (C) có tâm 1(2; -3) và bán kính R = 5. Ta có: IA — Vfỹ < R suy 
ra điểm A nằm trong đường tròn (C). 

* Ta có 

1_ . _ IM 2 . _ 25 _ 25 

S Mm = 4 IM.IN .sinzMIN = ^^sinZMIN = Ạ^sinZMIN< . 

MIN 2 2 2 2 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
sinZMIN = 1 => ZMIN = 90° => AMIN _L ỉ 

* Gọi H là trung điểm MN, theo định lý đường kính và dây cung ta có: 

MN 5^2 
IH _L MN => IH = -Z— = -Z— 

2 2 

* Đường thẳngA đi qua A có vecto pháp tuyến n = (a;b),(a 2 +b 2 >0) có 
dạng: a(x — y) + b(y — 1) = 0 . 

Ta có: 

I — a— 4b I 5 0 - „ r a = b 

IH = dự; A) <=> 1 J= ' = -J= <=> 23 a 2 -\6ab-lb 2 =0«> 

s]a 2 +b 2 V2 \_23a = -Ib 

Với a = b suy ra phương trình cần tìm làx + y- 4 = 0 
Với 23a = - 7b suy ra phương trình cần tìm là 7x - 23y + 2 = 0 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là là: 



Cách 2: Vận dụng băt đăng thức AM - GM. 

* Gọi H là trung điểm MN suy ra IH vuông góc MN và ta có: 

S, m =2S IMK =2.ịlH.HM = 

* Áp dụng bất đẳng thức AM - GM ta có: 

o 

°IMN 


^ m= ĩl2 

* Đen đây ta thực hiện như cách 1 và tìm được phương trình đường thẳng. 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi IH — 
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Vậy phương trình đường thăng cân tìm là là: 


X + y -4 = 0 hay Ix — 23 y + 2 = 0 


Cách 3: Vận dụng phương pháp hàm sổ. 

* Tương tự cách 2, ta xây dựng được biểu thức chứa biến cần đạt max - min cho 


diện tích tam giác IMN là: S IMN = 2S IMN = 2A-IH .HM = IH425 — IH 2 


* Đặt IH = t >0 và IH <IẢ = Vfỹ 
Do đó S IMN = tsỈ25-t 2 = f(t) 


0<t<4ĩĩ 


* Ta có: f\t) = V25 -Ả — 


t 


V25-Í 2 V25-Í 2 


25-2 1 2 _ 5 

.Cho f(0 = 0<=>í = 


V2 


* Lập bảng biên thiên và ta chỉ ra s max khi và chỉ khi t — —ị= — IH . (đẻn đây 


42 


làm tương tự như cách 1) 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là là: 


X + y -4 = 0 hay Ix — 23 y + 2 = 0 


Lời bình: Neu điểm A nằm bên trong đường tròn (C) thì với 3 cách làm trên, có 
cách 1 và 2 phát huy thế mạnh von có của nó. Nhưng nếu giả sử điểm Ả lúc này 
có tọa độ A(3; —2) thì ta vẫn giải tốt. Ta thử kiểm chứng. 


* Đặt IH = t>0 và IH <IA = 42 
Do đó S IMN = /V 25 -Í 2 = f{t) 


0 <t<42 


* Ta có: f\t) = 425 —t 2 — 


t 


25-21 


SỈ25-Í 2 SỈ25-Í 2 


> 0 suy ra hàm số f(t) đạt max 


tại t — 42 . Khi đó H trùng A hay đường thẳng A_LZ4=>A:x — y — 5 = 0. 

Đe giải thích cho tỉnh huống này, ta xét bài toán sau: “cho đường tròn (T) có 

R 


tâm I bản kính 
trong (C) 
ỉ = y»«=, 
tuyến (T) 


, đồng tâm và nằm 
Ta 


42 

(ỉ; R). 

R 


co: 


_ r 

hay AB là tỉêp 
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Nếu IA > —Ị= hay M nằm ngoài (T) thì 2 có 2 đường thẳng À là tiếp tuyến với 

V 2 

(T) kẻ qua A. 

n 

Nếu IA < —J= hay M thuộc (T) hoặc M nằm trong (T) thì khi đó có đúng 1 

V 2 

đường thẳng A thỏa yêu cầu bài toán. Khỉ đó A _L LA. 


BÀI TOÁN 10. Trong mặt phang với hệ toa độ Oxy, cho đường elip 
. X 2 _ y 2 . , 6 -3^1 , , , . , , „ _ , 

í H 1 * —I— - 1 1 1/7 _ 1 • _ /í 1 í? 721 ỉ,/.; Aỉ /07/1/1 /7/77 l/ì/ì /77 ì V I #»T/I /T 


(E) : 7— + 7— = 1 và điểm M — 1; —- . A và B là hai điểm thuộc (E) đổi xứng 

1612 V 2 

nhau qua M. Tìm tọa độ c nằm trên (E) sao cho tam giác ABC có diện tích 
lớn nhất. 


© Hướng dẫn giải. 

Giả sử A(x; y) . Do A và B đối xứng qua M nên ta có 5(— 2 — x; — 3 — y) . 


T . , Ue(£) 

Lại có: < 

ÌBe(£) 


2 „ .2 
x y 

—- + — = 1 
16 12 

(x + 2) 2 + (y + 3) 2 _ 1 
16 12 


X = -4; y = 0 
X = 2; y = -3 


• Giả sử A(— 4; 0), 5(2; —3) =^> /45 = 3^/5, /45: X + 2y + 4 = 0 

• Mặt khác S ABC = ^ d[C; ABỴAB . Do đó (5^ c ) míw <^>(4^/45]^ 
Cách 1: Gậ/I dụng bất đẳng thức Bunyakovsky. 

• Giả sử tọa độ điểm C(a; b) là điểm cần tìm. Ta có d[C; /45] = a + z 


ữ + 2 b + 4 


s 


Nên (<7[C; AB]) m ^ <=>|ữ + 26+4| nl „<=>(a+2/>) liiis . ứ + 21) > 0 
* Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có: 

( „ _ L y (N- tA\ 

C + 4-Jĩ—ị= <(16 + 48) +- + L =64 

l 4 2+3 J 1 16 12) 


4+ + 4+3 -—3= <(16 + 48) +- + L =64 

l 4 2+3 J Ự6 12J 

a b 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi < 16 24 <£=> < 

ữ + 2b - 8 

V 

1 /^.. V. vtT. vt: ẵ 4 : /A. 


a = 2 

ố = 3 


; 3) e (E) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: C(2; 3) 

Cách 2: Lượng giác hóa tọa độ điểm c và vận dụng bẩt đẳng thức Bunyakovsky. 
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* 


* 


X 2 y 2 . rị x = 4cosí 

Ta có (E): — + 7— = 1 có dạng tham so là ị Ị— (t e R) . 

16 12 [y = 2v3 sint 

Do c G (E) => C(4cost;2>/3 sin t ) 

rr, , ,1- _ . _ n 14cost+ 4%/3 sin t + 41 4 . rr . 

Ta có í/[C; Nổ] = -- 7 =-- = —= I cos t + v3 sin t +1 

V5 V5 

Nên (4C;^5]) max <=>| cosí + ^ sin í + 1 | max 

(cos t + v3 sin t) max , cost + v3sữư > 0 
Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có: 

ícos t + -v/3sin t j < (1 + 3)(cos 2 1 + sin 2 = 4 

_ r y 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
sin t 

■Jĩ »•! 

cosí + sỉĩ sin t - 2 


/ w V/ ư I/ 

cos í = —f=r 9 ;-, 

< V3 ^1^> |C(2;3) 

cos t + v3 sin t = 2 sin t = —— 

L l 2 

tọa độ điểm cần tìm thỏa là: C(2; 3) 

Cách 3: Vận dụng ý nghĩa hình học - Nhận biết tọa độ c bằng phương pháp 
tiếp tuyến. 

* Ta có c là một tiếp điểm của tiếp tuyến d của (E) và d song song với AB: 

X + 2y + 4 = 0 

Do đó đuờng thẳng d có dạng: X + 2y - m = 0. 

* Điều kiện để đuờng thẳng d tiếp xúc với (E) là: 

1 2 .16 + 2 2 .12 = m 2 <^> m 2 = 64 in = +8 . 


* Với m = 8 => V + 2y — 8 = 0 => c = r/ o (E) => C(2;3) => d(C; AB) — —pr 

V5 

* Vớim = -8=>x + 2y + 8 = 0=>c = <in (E) =>C(—2;-3) =>d(C;AB) = —f= 

V5 


Vậy tọa độ diêm cân tìm thỏa là: 

Lời bình: Việc vận dụng bất đẳng thức của đại số, phương pháp hàm số của 
giải tích cùng với các tính chất hình học thuần túy đã giúp cho các bài toán 
Max — min trở nên hấp dân và gần gũi hơn với người làm. Sau bài toán này sẽ đến 
phần bài tập chọn lọc — tự luyện có lời giải đế bạn đọc củng cố và rèn luyện hơn. 


C( 2; 3) 
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BÀI TẬP CHỌN LọC - Tự LUYỆ N CHỦ ĐỀ 5 


Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho AABC có tọa độ trọng tâm G(0; 4) và 
C(-2; -4). Biết trung điểm M của cạnh BC nằm trên đường d: X + y - 2 = 0. 
Tìm M để độ dài AB ngắn nhất. 


Gọi y:| * Bài toán 5 này thuộc mặt phăng Oxy, ta sẽ tìm tọa độ M theo hướng lập 

9 


biêu thức của đường AB. 

+ Biểu diễn tọa độ M theo đường d => tọa độ M 

+ Áp dụng CT trung điểm BC và trọng tâm G, tính tọa độ Ả và B theo M 
+ Lập được biểu thức => dùng phương pháp Hàm so hoặc bất đẳng thức quen thuộc. 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có: M e d => M(m; 2 -m) 

_ _,, ,_[xb = 2xm-xc _ 

Do M là trung điểm BC =>| _ 2 =>B(2m+ 2; 8 - 2m) 

. „ __[xa = 3xg - xb - Xc 

Lại có G là trọng tâm ÀABC ~ ^>A(-2m; 8 + 2m) 

& lyA = 3y G - yB - yc v ’ 7 

Ta có AB 2 = (2m + 2 + 2m) 2 + (4m) 2 = 32m 2 + 16m + 4 

Xét f(m) = 32m 2 + 16m + 4 với m e R, f(m) = 64m + 16 

n ' -1 , t , - 1 „, „ , 

Cho f (m) = 0 => m = -Ị, dựa vào bảng biên thiên, ta có m = -7 thỏa yêu câu bài toán. 


Vậy tọa độ điêm cân tìm là 



Câu 2: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d\ : 3v + 7 + 5 = 0, 
d 2 : X — 3 y + 5 = 0 và điểm 1(1; -2). Gọi A là giao điểm giữa di, ẩ2. Lập 
phương trình đường A qua I và cắt di, ẩ2 lần lượt tại B và C sao 

đạt giá trị nhỏ nhất. 


cho 


1 1 
~ÃB^ + ~ÃC 


_ ? > > r 

Gơi ỷ: Ta thây biêu thức mà đê yêu câu có dáng dâp tương tự một công thức đã 


học trong chương trình đó là = + —Ịyẽ ■ 


1 


+ Ta hy vọng sẽ chuyển biểu thức lại thành —prp, để làm được như vậy ta 

AM 

cần c/m di-L d 2 

+ Do đường A qua I, mà AH lại là đường cao của AABC nên AH <AI 
AHmax AI 

+ Như vậy đường A lúc này qua I và nhận AI làm vectơpháp tuyến. 

© Hướng dẫn giải. 

Ta có A = din d 2 => A(-2; 1) và di, d 2 lần lượt có vectơ pháp tuyến là 
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ní = (3; 1) và Ĩi 2 = (1; -3). 

• Xét ĩn .112 = 0 di_L d 2 =>AABC _L A. Gọi H là hình chiếu của A lên BC 

1 11 
AH 2 AB 2 AC 2 ' 

( \ ( \ 

1 1 1 

• Vạy đe Pjpy m * n < ^ > ^J_J 2 rnin^-^ AHmax • 

Ta lại có AH < AI => AHmax «>AH = AI<Z>H = I. 

• Do đó đường A qua 1(1; -2) nhận ĂI = (3; -3) làm vectơ pháp tuyến có dạng là: 

A: 3(x- 1)- 3(y + 2) = 0<=>3x-3y-9 = 0 oA: X-y-3 = 0 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là X — y — 3 = 0 


Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng A : X 4Ĩ + my +1 —Tĩ =0 

và phưong trình đường tròn (C) là X 2 + y 2 — 2x + 4y — 4 = 0 . Gọi I là tâm 

đường tròn (C). Chứng minh rằng đường A luôn cắt (C) tại hai điểm phân biệt 
A,B với mọi giá trị m. Tìm m để diện tích tam giác IAB lớn nhất và tính giá 
trị đó ? 

Gợi ỷ: Trước tiên ta cần nhớ lại vị trí tương đổi giữa đường thẳng và đường tròn 
trong mặt phang Oxy 

+ Á không cắt (C) => d[I;(A )] >R. 

+ A tiếp xúc (C) (A cắt (C) tại một điểm ) => d[I;(A)] — R. 

+ A cắt (C) tại hai điểm phân biệt => d[I;(A)] < R. 

Sau khỉ tìm được điều kiện của m?, 

Ta sử dụng công thức Saiab = 2 IA.IBsinBIA 

Từ đây ta thấy rằng SmaxO sinBIA max => sinBIA — 1=>AIAB là tam giác vuông 
cân tại I 

© Hướng dẫn giải. 

1 — 2/72 I 

• (C) có tâm 1(1; -2) và bán kính R = 3. Xét dự; À] = ■ 

4m 2 + 2 

• Để A luôn cắt (C) tại hai điểm A,B 1 7 = =^ < R = 3 => 5m 2 + 4m + 17 > 0 ( 

sJ2 + m z 

luôn đúng với mọi m) 

• Ta có Saiba = ị IA.IB.sinAIB <^R 2 = I (vì sinAIB < 1) 
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Suy ra SAAiBmax<+>SAiAB = ^=>AAIB vuông cân 


Vậy khi đó d[I;(A)] = 


sỉĩ 


+ m 


=>m = - 4. 


Vậy giá trị m cần tìm là \m = —4 


Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm E(-1;0) và đường tròn 
(C):( X — 4) 2 + (y - 2) 2 = 36. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm E 
cắt (C) theo dây cung MN có độ dài ngắn nhất. 


© Hướng dẫn giải. 

. (c) : (x-4) 2 +(j-2) 2 = 36 => /(4;2),i? = 6 vàtacó 

/£ = V25 + 4 = V29<V36=tf suy ra điểm E nằm trong đường tròn (C). 

• Gọi d là đường thẳng qua E(-l ;0) có véc tơ chỉ phương 

- / X \x = —ì + at 

u=(a;b)=>d:< 7 (íei?) 

V 

9 r 


y = bt 


Đường thẳng d cắt (C) tại 2 điểm M,N có tọa độ là nghiệm của hệ : 

X = —1 + at 

<=> < y = bt => ịa 2 +b 2 ^jt 2 -2(5 a + 2b^t-l = 0. (1) 

(x-4f +(y-2) 2 =36 

[ M(-ì + at;bt) 

Gọi ị , _ , ' với t và t' là 2 nghiệm của (1). 

\N(-l + at , ;bt Ị ) 

KMdôdQdiiMN 


' [ Ố 1 [Ồ 

18 + 20 - +11 - 


„ 18 + 20Í + 1E 2 ,/ ố 

2. -—-2-với t = - 

V 1 + í V <2 


, x 18 + 2ƠÍ+ 1 lí 2 _ _ „ , _ 

Xét hàm số f(t)=- - — ' -. Tính đạo hàm f(t) = 0 , lập bảng biến thiên 

1 +1 

suy ra GTLN của t, từ đó suy ra t (tức là suy ra tỷ số a/b ) ). Tuy nhiên cách 
này dài. 
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• Ta sử dụng tính chất dây cung ở lớp 9 : Khoảng cách từ tâm đến dây cung càng 
nhỏ thì dây cung càng lớn. 

• Gọi H là hình chiếu vuông góc của I trên đuờng thẳng d bất kỳ qua E(-l ;0). 

• Xét tam giác vuông HIE (I là đỉnh) ta luôn có : 

IH 2 = IE 2 - HE 2 < IE 2 =^> IH < IE . 

Do đó IH lớn nhất khi HE=0 có nghĩa là H trùng với E . Khi đó d cắt (C) theo 
dây cung nhỏ nhất. 

Lúc này d là đuờng thẳng qua E và vuông góc với IE cho nên d có véc to pháp 
tuyến n= IE = (5; 2), do vậy d: 5(x+l)+2y=0 hay : 5x+2y+5=0 . 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 5x + 2y + 5 = 0 


Câu 5: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đuờng thẳng d: 3x - y + 5 = 0 và đuờng 
tròn X 2 + y 2 + 2x — 6y + 9 = 0. Tìm điểm M thuộc (C) và điểm N thuộc d sao 
cho MN có độ dài nhỏ nhất ? 


© Hướng dẫn giải. 

. (C) :(x + l) 2 +(^>-3) 2 = 1 => /(-1;3),Ẵ = 1 

• Gọi d' //d thì d': 3x-y+m=0 . d' tiếp xúc với (C) tại M (M là điểm cách d nhỏ 
nhất) , khi đó : 

, . . „ -3-3 + m _ , Ị— 

hự;d) - R <=> -ỹ==-= 1 <=> ịm — 6| = V10 

vio 

m = 6 + <JĨÕ d' :3x — y +6 + ^s/TÕ = 0 
m = 6 — JĨÕ —> <:/ ’: 3x — y + 6- Vĩõ = 0 

• Giả sử N' thuộc d ta luôn có : M 2 N ' > M 2 N . Dấu bằng chỉ xảy ra khi N' trùng 
với N . 

Vậy ta chỉ cần lập đường thẳng A qua I(-l ;3) và vuông góc với d suy ra đường 

Ịx = -ĩ + 3t .. , . . _ , w f 3 _ 1 ^ 

thắng A: < . Khi đó A cắt d' tại 2 điếm : M, Z— — 1; 3- 7 = , 

y = 3-t \4ĨÕ 4 ìo) 


và M 2 —ì — 


3 1 ) 

VIÕ’ y/ĩõ/ 


. , t , _ T . . . ( 7 29 1 

Tưong tự A căt d tại N có tọa độ là nghiệm : N — — : —— 

^ 10 10 J 

Ta chọn M bằng cách tính M X N,M 2 N , sau đó so sánh : Nếu M X N > M 2 N thì 
M là M 2 . Còn M X N < M 2 N thì M là M x . 
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• Đường tròn (C) có tâm I(-l; 2), bán kính R = Vĩ3 . 


3Ỡ8 
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Ta có: d 


Ơ,A) 


VĨ3 


< R: 


Vậy đường thẳng (A) cắt (C) tại hai điểm A, B phân biệt. 


Gọi M là điểm nằm trên (C), ta có s 


AABM 2 A) • 


Trong đó AB không đổi nên S MBM lớn nhất khi d (M A) lớn nhất. 

Gọi d đi qua tâm I và vuông góc với (A). Phương trình đường thẳng d là 3x + 
2 y - 1 = 0 

Gọi p, Q là giao điểm của đường thẳng d vời đường tròn (C). 

_ , X 2 + y 2 + 2x — 4y - 8 = 0 

'TP 4 /y ~r\ 1 > 1 • ^ ’ 1 Ạ 1 _ J > 1 / / 


Toạ độ p, Q là nghiệm của hệ phương trình: 


P(l;-1); Q(-3;5) 
4 


3x + 2v — 1 = 0 


lớn nhất khi và chỉ khi M 


• Ta có díp \\ — 7 — ; d (n A x — 7 — Ta thấy d (M .. lớn nhất khi và chỉ khi M 

‘ VĨ3 <e 7Ĩ3 

trùng với Q. 

• Vậy tọa độ điểm M (-3; 5) hay A là đường thẳng đi qua M và vuông góc với AM ; 
PT đường thẳng A:x + y- 2 = 0. 


Câu 8: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng A có phương trình X + 2y - 
3 = 0 và hai điểm A( 1 ; 0 ),B( 3 ;^ 1 ). Hãy tìm trên đường thẳng A một điểm M sao 

cho: MA + 3MB là nhỏ nhất 


© Hướng dẫn giải. 

• M eA=>M(3-2 í;í) có nên ta có: 

MA = (2t — 2;-ty 3MB = {6t\— 3t — 12). Suy ra tọa độ của 
MÀ + 3MB - (8í; -4t -14) 

=> MĂ + 3MB = Ặ%t) 2 + (4 1 +14) 2 = Jm 2 + 112/ +196 

• Xét g(t) = 80í 2 +112? +196, tính đạo hàm g'(t) = 160t +112. 


g'(t) = 0 khi t — — 


112 




15.169 


= 196. 


Lập bảng biến thiên và ta kết luận 

r— _ . 51 , ( 

min MA + 3MB = vl96 = 14, đạt được khi t =-77 và M 

80 ^ 


131 51 

40’ 80 
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Chương 3. ỨNG DụNG HÌNH HọC TọA ĐỘ OXY VÀO 

VIỆC GIẢI CÁC BÀI TOÁN 
HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 

Hình học trong mặt phang tọa độ Oxy hay còn gọi là hệ tọa độ Decartes 
(Nhà triết học kiêm vật lí và toán học nổi tiếng của Pháp đã phát mnh ra 
phương pháp tọa độ), đã đảnh dấu cho sự mở đầu của một cuộc cách 
mạng trong toán học nói chung và hình học nói riêng. Với phương pháp 
tọa độ, mỗi thứ hình học gắn với một cẩu trúc như trường so thực, 
trường sổ phức, trường Galois, ... và như vậy chủng ta sẽ cỏ nhiều thứ 
hình học khác nhau. Việc làm này đã giúp cho hình học thoát ra khỏi loi 
tư duy cụ thế, trực quan nhằm đạt tới những đỉnh cao của sự khái quát và 
trừu tượng của Toán học trong nhiều lĩnh vực. 

Ở hình học tọa độ Oxy, hình học thuần tủy luôn giữ một vai trò quan 
trọng vì ta không thể tách rời khỏi các khải niệm, định nghĩa, tính chất, 
định lý đã xây dựng được từ chủng khỉ giải các bài toán hình học tọa độ. 
Vậy ngược lại khi “soi sáng” lại các phép chứng minh của hình học 
thuần tủy, thì hình học tọa độ cũng giữ một vai trò vô cùng quan trọng. 

Cỏ những bài toán hình học phẳng khá là “kỉnh khủng khiếp”, gây 
không ít khỏ khăn, trăn trở cho người làm toán. Vì thế việc tìm hiểu một 
cách tường minh (ở một mức độ tương đổi) là một giải pháp khả dĩ cỏ thể 
kỳ vọng của tác giả. Sử dụng công cụ tọa độ là giải pháp được đề cập 
ngay trong chương này nhưng trước đó là những câu hỏi rất “tự nhiên ” 
được đặt ra là: 

Dựa vào dấu hiệu nào của bài toán mà ta nghi đến việc sử dụng công 

cụ tọa độ ? 

• • • 

Với mỗi một bài toán, việc xây dựng hệ trục tọa độ được hình thành 
qua những công đoạn nào ? (tất là chúng ta quan tâm đến cách thức 
xây dựng chúng). 

Liệu rằng cỏ một nguyên tắc chung trong việc vận dụng công cụ tọa độ 
khi giải các bài toán trên không ? 

Với kết cẩu và yêu cầu chung của chương trình ỉện nay, việc giải toán 
bằng công cụ tọa độ được đặc biệt nhẩn mạnh. 
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CHỦ ĐỀ 3.1: 


CÁC NGUYÊN TẮC CẦN Lưu Ý KHI GIẢI BÀI TOÁN HÌNH HọC 

PHẲNG BẰNG CÔNG Cụ TọA ĐỘ. 

3.1.1 Chọn hệ trục tọa độ: gốc tọa độ, trục tọa độ thường gắn liền với điểm và 
đường đặc biệt của bài toán như: “tâm đường tròn, đỉnh góc vuông, trung điếm 
đoạn thẳng, chân đường cao, V.V.. ” 

3.1.2 Chuyển đổi ngôn ngữ từ yếu tố hình học “thuần túy” sang ngôn ngữ 

hình học tọa độ: 

• • • 

__ Chuẩn hóa độ dài các đoạn thẳng và đơn vị trục. 

Từ đó xác định tọa độ các điểm và phương trình các đường, theo hướng hạn chế 
đến mức thấp nhất việc sử dụng các tham số, điều chỉnh giá trị của các tham số 
để nhận được những “tọa độ đẹp” giúp các phép toán trở nên đơn giản hơn. 

3.1.3 Khai thác các tính chất và phép toán liên quan đến vecto và tọa độ như: 
Điều kiện theo tọa độ để hai vecto vuông góc, cùng phương, v,v... 

Tính khoảng cách, tính số đo góc dựa theo tọa độ,. v,v... 

Lập phương trình các đường thắng, đường tròn, đường conic theo các điểm đã 
được tọa độ hóa. 

3.1.4 Hình thành hệ trục tọa độ trong mặt phẳng như thế nào ? 

Bài toán có đom giản hay không, phần lớn phụ thuộc vào việc hình thành hệ 
trục tọa độ và đom vị trục. Sau đây là cách hệ chọn hệ trục tọa độ tưomg ứng với 
những loại hình đom giản, thường gặp. 

3.1.4.1 Đoạn thẳng AB cố định: y 

Ta có thể dựng hệ trục tọa độ tại điểm A như AB = 1 

hình vẽ và đồng thời chuẩn hóa một số đại 
lượng: 

Đặt AB = 1. Dễ dàng suy ra tọa độ điểm A(0; 

0) và B(l; 0) (B thuộc tia Ax). 


B 


Hay ta cũng có thể chọn trung điểm của AB 
làm hệ trục tọa độ. Khi đó hệ tọa độ sẽ là Ixy 
như hình vẽ. 

Đặt AB = 2 thì IA = IB = 2. Dễ dàng suy ra 
tọa độ 1(0; 0),A(-1;0), B(1;0). 

Lưu ý: ta cũng có thế chọn dựng hệ trục ở B 
(Bxy) hoặc bất kì điểm nào nằm trên đường 
thẳng AB (điều này phụ thuộc và giả thiết của 
bài toán dẫn dắt đi theo hướng nào ?). Trên 


V A 


AB = 2 


B 


X 

> 
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đây chỉ là 2 cách khả dĩ thường gặp khi xử lý 
tinh huống trên. 


3.1.4.2 Tam giác cân. 

Gọi H, M, N lần lượt là trung điểm 
BC, AB, AC và G là trọng tâm tam 
giác ABC. 

Ta có thể dựng hệ trục tọa độ tại B 
(Bxy), chuẩn hóa bằng cách đặt BC = 2, 
AH = h> 0 

Khi đó tọa độ các điểm là: 
j?(0;0),A(l;/Q, C(2;0), H{ 1;0)~ . 

Đối với các bài toán có hình dạng là 
tam giác cân, ta cũng thường hạ 
đường cao từ các đỉnh cân đến cạnh 
đối diện. Ở đây ta cũng có thể dựng 
hệ trục Hxy như hình vẽ. 

Khi đó đặt BC = 2, AH = h > 0. 

Ta có tọa độ các điểm là: 

H(0;0),A(0;/Q, C(1;0), j?(-l;0Ỵ 

Lưu ý: ta vẫn có thể đặt hệ trục tọa độ 
tại các điểm khác trên đây chỉ là 2 
cách đặt thông thường mà ta hay gặp. 
Với trường hợp là tam giác đềuthì ta 
có thể dựng tại 3 vị trí là trung điểm 
của 3 cạnh của tam giác hoặc tại 3 
đỉnh của tam giác. Tương tự với 
trường hợp tam giác vuông cân. 

3.1.4.3 Tam giác vuông. 

Trong trường hợp này ta có thế dựng 
trực tiếp tại góc vuông của tamgỉác 
(dựng hệ trục Axy như hình vẽ). 

Khi đó nếu ta chuẩn hóa đặt AC = 1, 
AB = a > 0 thì tọa độ của các điểm 
sẽ là: 

Ẩ( 0;0), B( 0;a), C(1;0) 

Đặc biệt nếu trong giả thiết của đề 
có có thêm đường cao AH thì ta có 
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thể dựng tại chân đường cao của 
tam giác. Cụ thê ta dựng hệ trục 


Hxy như hình vẽ dưới đây J 

Khi đó, nếu ta chuấn hóa đặt 

AH = 1, BH = b, HC = c (b, c 4 

> 0) thì tọa độ các điểm là: 

A 

"í \ > 

H{ 0; 0), Ắ(0; 1), B(-b; 0), C(c; 0) / 

Hay ta có thể chuẩn hóa đặt / 

AH=l,BH = b,HC = kb(b>0, 

k 0, k (=/?), thì ta đưnrn- / 


H c ^ 

//(0;0),A(0;1), B(-b; 0), C(kb; 0) 


3.1.4.4 Hình vuông. 

Cách 1: Trong trường hợp này ta có 
thể dựng hệ trục tọa độ tại các 
đỉnh vuông của hình (cụ thể trong 
hình dưới đây ta dựng hệ trục Axy) 
và chuân hóa AB = 2. 

Khi đó tọa độ các điểm sẽ là: 



2 


Ả(0;0ị 5(2; 0), C(2;2), D( 0;2) 


A 


2 


c 


Đặt AB = 2 


B 



Cách 2: Tương tự ta cũng có thê 
dựng tại trung điểm của các cạnh 
hình vuông. Cụ thê trong hình vẽ 
dưới đây, ta dựng hệ trục Mxy và 
chuân hóa đặt cạnh CD = 2. 

Khi đó tọa độ các điểm sẽ là: 

M(0;0), C(l; 0), D(- 1;0), 

4-1; 2), 5(1; 2) 
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Cách 3:Ngoài ra ta cũng có thê chọn 
giao điểm hai đường chéo của 
hình vuông làm nơi đặt hệ trục 
tọa độ. Cụ thể trong hình vẽ dưới 
đây, ta dựng hệ trục Ixy và chuân 
hóa đặt AC - BD = 2. 

Khi đó tọa độ các điểm sẽ là: 

mõ), A-m, C(1;0), 

mỵh D( 0;-l) 

Lưu ý: ta vẫn có thể đặt hệ trục tọa 
độ tại các điếm khác trên đây chỉ 
là 3 cách đặt thông thường mà ta 
hay gặp. 



3.1.4.5 Hình chữ nhật. V 

Tương tự như cách dựng 
hệ trục cho hình vuông, ta 
có thể chọn gốc tọa độ tại 
các đỉnh của hình chữ 
nhật (hay 2 cạnh liên tiếp 
của hình chữ nhật tương 
ứng với hai trục tọa độ, cụ 
thế trong hình vẽ dưới đây 
ta có thể dựng hệ trục tại A 

(Axy như hình vẽ). A - --_ 

Vấn đề đặt ra là với một cácn cnuan noa aạt aọ aai tương ưng ta se co aược rat 
nhiều tọa độ mới của các điếm, cụ thế: 

Nếu Đặt AB = a, AD = b (a, b > 0, a^b) thì khi đó ta có: 



,4(0; 0), B(0;a), C(a;b), D(0;b ) 


Nếu Đặt AD = a, AB = ka (a > 0, k ^ 0, k e R ) thì khi đó ta có: 


Ẩ(0;0), B(0;ka), C(a;ka), D(0;ka ) 

Nếu Đặt AD = a, AB = 1 (a > 0) thì khi đó ta có: 

,4(0; 0), 5(0; 1), C(a; 1), D{ 0;1) 


Lưu ý: không mất tính tổng quát, ta đặt chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật 
lần lượt là 2a, 2b (a > b > 0). Khi đó ta nhận được nhiều kết quả đẹp như: 
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Tâm của hình chữ nhật I(a; b) và phương trình đường tròn ngoại tiếp hình nhật 
khi đó là: 

(x — aỷ +{y — b) 2 = a 2 +b 2 


3.1.4.6 Hìn h thoi. 

Với hình thoi, thì ta có thể có những cách dựng sau: 



Dựng hệ trục Ixy như hình vẽ (/ là giao điêrn 2 đường chéo AC và BD của 
hình thoi). 

Nếu chuẩn hóa, đặt AC = 2 và BD = 2a (a > 0) thì tọa độ các điểm là: 

7(0;0),^(-l;0), B{ 0;a), C(1;0), Z)(0;-a) 


3.1.4.7 Đường tròn. 

Ta có thể chọn một đường kinh bất kì 
của đường tròn để làm thành 1 trục 
tọa độ. Khi đó tùy bài toán thiết lập ta 
có thể thể chuẩn hóa R = 1 để tiện cho 
việc tính toán. 

Ta có tọa độ các điểm là: 

Ả(-R;0), I(0;0),B(R;0) 

và phưong trình đường tròn là: 
(C):x 2 +y 2 =R 2 



Với biến đổi 


(C): 


2 

+ 

(zì 

2 

= 1 

UJ 


UJ 
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X 


Ta đặt 


— = cos ọ 
R 


— - sin ọ 

R 




X-R cos (Ọ 
y = Rún (p 


(ọe[0;2 n\) 


Khi đó ta có: sin 2 (p +cos 2 ạ> = \. 

Nên mọi điểm M thuộc đường tròn sẽ có tọa độ là: 

VM E(C)=>M(i?cos<^;i?sin<^), [0;2;z-], R > 0 ) 


3.1.4.8 Lưu ý các loại hình khác. 

_ Một số các loại hình khác mà ở đó đôi khỉ ta chỉ cần chọn 1 trục tọa độ, trục 
còn lại không cần quan tâm tới, bài toán vẫn có thể giải tốt. 

Trên cùng một loại hình, ta có thể lựa chọn những hệ trục tọa độ khác nhau, 
nhưng vẫn đem lại kết quả như nhau. 

__ Việc chuẩn hóa cỏ ỷ nghĩa quan trọng trong quá trình đại số hóa hình học, vì 
vậy qua các ví dụ dựng hình trên các bạn lưu ỷ việc đặt sao cho giảm càng ít ẩn 
càng tốt. Vạn bất đắc dĩ mới phải đặt nhiều ẩn. 

Như vậy việc chọn trục tọa độ không bị gò bó, cứng nhắc, đây là một ưu điểm 
nữa của giải pháp sử dụng công cụ tọa độ. 

_ Với các bài toán hình học phang trong tọa độ Oxy, để chứng minh lại một kết 
quả của hình học phang, trước tiên ta “quên đi hệ trục Oxy ” các dữ kiện tọa 
độ, phương trình theo tọa độ Oxy sẽ được ta thay thế bằng hệ tọa độ mới phục 
vụ cho việc chứng minh các kết quả của hình học thuần túy. 


PHẦN 3.2: 

PHƯƠNG PHÁP GIẢI CÁC BÀI TOÁN HÌNH HọC THUẦN TÚY 

BẰNG CÔNG Cụ TọA ĐỘ. 

Với việc hình thành hệ trục tọa độ trong mặt phang, ta giải các bài toán thường 
gặp sau đây bằng cách sử dụng công cụ tọa độ. 


► Bài toán 3.2.1: Tìm quỹ tích đỉêm M 

Ta thực hiện như sau: 

• Gọi tọa độ điểm M(x; y). 

• Dựa vào tính chất của điểm M có trong giả thiết, ta tính được: 
tham số thực. 


< 


X = h(m ) 


[y = g( m ) 


, m là 
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• Khử tham số m, ta nhận được phương trình dạng y = f(x) • 

• Khi đó, căn cứ vào điều kiện ràng buộc của tham số m, ta giới hạn được quỹ 
tích điểm M (nếu có). 

• Trường họp, một trong hai thành phần tọa độ không phụ thuộc vào tham số m 
thì quỹ tích điểm M là đường thẳng nằm ngang hoặc thẳng đứng. 


► Bài toán 3.2.2: Chứng minh đường thẳng d đi qua một điểm cố định. 

Đe chứng minh đường thắng d đi qua một điếm cố định ta thực hiện các bước sau: 

• Viết phương trình đường thẳng d. (phụ thuộc tham số thực m) 

• Biến đổi phương trình đường thẳng d về dạng: 

m.f(x; ỳ) + g(x; y ) = 0, Vm e R. 

• Tọa độ các điểm mà đường thẳng d luôn đi qua khi m thay đổi là nghiệm của hệ 
phương trình: 

ịf(x;y) = 0 
\g(x;y) = o 

• Giải hệ phương trình trên ta được tọa độ điểm cố định. 

► Bài toán 3.2.3: Chứng minh đường thẳng luôn tiếp xúc với một đường tròn 
cố định 

Ta thực hiện như sau: 

• Viết phương trình đường thẳng d. (phụ thuộc tham số thực m). 

• Xác định một đường tròn (C) cố định có tâm I, bán kính R. 

• Chứng minh d(I;d) = R. 


► Bài toán 3.2.4: Chứng minh M di động trên một đường cố định 

Ta thực hiện như sau: 

• Viết phương trình hai đường thẳng di động qua điểm M. 

X = g(m ) 

y = /O) 

Khử giá trị tham số m ta nhận được phương trình đường cố định là: y 


9 

Giải hệ phương trình ta tìm tọa độ diêm M(x; y) với: 


=f(x) 


► Bài toán 3.2.5: Chứng minh hai đường thẳng vuông góc. 

Giả sử u — ( a;b ), V = (c;d ). Khi đó ta sử dụng công thức tích vô hướng. 


u.v - ac + bd — 0 => u _L V 
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► Bài toán 3.2.6: Chứng minh 3 điểm thẳng hàng. 

Giả sử: AB — (a,b), AC — (c; d ) . Điều kiện để 3 điểm A, B, c thẳng hàng là: 


AB, AC cùng phương <=> 


AB-kAC <=>< 


a = kc __ a b 

(k eR) hay — - — 
b - kd c d 


PHẦN 3.3: 

CÁC VÍ Dụ MINH HỌA VÀ so SÁNH GIỮA PHƯƠNG PHÁP TọA ĐỘ 

VÀ CÁCH GIẢI HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 

Trong phần này tác giả đưa ra một sổ ví dụ về các dạng toán đã trình bày ở 
phần 2, cũng như cỏ giải kèm thêm bằng cách giải thuần tủy hình học để chúng 
ta có sự so sánh và đúc rút giữa các phương pháp. 


► Bài toán 3.3.1 '.Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn ngoại tỉêp tam giác 
ABC, D là trung điểm cạnh AB, E là trọng tâm của tam giác ACD. Chứng minh 
rằng nếu AB — AC thì IE vuông góc CD. 


(trích đề thi vô địch vương quốc Anh) 

© Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học) 



Gọi H và F lần lượt là trung điểm của BC và AC. 

Do AB = AC nên tam giác ABC cân tại A suy ra AH _L BC và DF là đường 
trung bình của tam giác ABC nên DF // BC suy ra AH _L DF (1). 


Gọi N = AH o CD => N là trọng tâm tam giác ABC suy ra CN = 2ND. 
Gọi M là trung điểm CD ta có 
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MD - MC o MD + MN - MC + MN 

MN 1 

<=> (DN + MN) + MN = 2DN <^> DN = 2MN => = 4 

DN 2 

_ ME MN l . 

Do đó: = ~~ = 4 => NE / / AD 

EA DN 2 

Với I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, D là trung điểm dây cung AB 
nên DI vuông góc AB suy ra DI vuông góc NE (2) 

Từ (1) và (2) suy ra I là trưc tâm tam giác DEN do đó EI vuông góc CD (đpcm) 

© Hướng dẫn giải bằng cách 2 (Vận dụng công cụ vecto) 

Xét tích vô hướng EI.CD ta có: 

Ẽ7.CD = (ÃĨ- ÃE)(CB + BD) = ÃĨ.CB + ÃỈ.BD - ÃE£B - ÃẼBD 
=> ẼỈẼD = 0 + (ÃD + DĨ).BD - ÃẼ.CB - (ÃD + DẼ).BD 0 do AI JL CB ) 

= -ÃẼÃÃB - DEẼD (do DI JL BD) 

= DẼ1ÕB - ÃẼẼB (do DB = -BD ) 

= DẼ.ỢÕC + CB)- (ÃD + DẼ).CB 
= DẼ1ÕC - ÃDẼB = -DẼẼD - ÃD.(ÃB - ÃC) 

= --Ị-(ÃE-ÃD).(CA + CB)--Ị-ÃB.(ÃB-ÃC) (doAB = 2AD) 

= -ị(ÃB-2ÃC) \JC-\ãB - Ậ AB 2 + -ị- ẮB.ẮC 
2 [3 3 J 2 2 

= ■--ÃBÃC + -AB 2 +ị AC 2 -ịlBÃC-ị AB 2 +ịlB.ÃC 
6 6 3 3 2 2 

= -AB 2 +ịAC 2 -ịAB 2 =0 (do AB = AC) 

6 3 2 

Do đó ta suy ra EI vuông góc CD. (đpcm) 

© Hướng dẫn giải bằng cách 3 (sử dụng công cụ tọa độ) 
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Dựng hệ trục Oxy như hình vẽ (với o là trung điểm BC). Đặt BC = 2 và AO = a 
>0 

Ta có tọa độ các điểm : 0(0; 0), B(— 1; 0), C( 1; 0), Ẩ(0; à). 


9 

Do D là trung điêm AB nên suy ra 


X D = 


x^ + x 5 0-1 


2 


2 


v ^0 + a 

2 2 



Ta có E là trọng tâm của tam giác ACD suy ra 

1 


X E 


X A +X C + X D 


0 + 1 - 


a 


y E 


a + 0+ _ 

■T^+Tc+Td _ 2 

3 3 

(—\ a ^ 



Ta có DI qua Z) 


v2 ’2y 


và nhận AB = (— 1;— à) làm vecto pháp tuyến nên có 


1 CL 9 

dạng: l(x + 2-) + a(y - --) — 0 <^> DI : 2x + 2ạy — a 2 +\ = 0 

2 2 


Do / = DI n Oy => < 


X = 0 

X = 0 


( 2 

_ a — 1 

\ , =^> 1 

<2 2 -1 => 

I 

0;-—- 

2x + 2ạy — ứ +1 = 0 



V 2ứ J 


1 2 a 
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Xét 


EI - 


CD = 


(- 1 - 1 ') 
V 6 2 a J 

r —2 

{Y’2) 


EI.CD = . - . = 0 
4 4 


EI ± CD 


(đpcm). 


■ Bình luận: 

Với cách giải 1 (thuần tủy hình học), yêu cầu ở người giải phải có “nhãn quan ” 
hình học nhạy bén, nam chắc nhiều phương hướng chứng minh. Cách giải này 
tương đoi phức tạp. 

Với cách giải 2 (sử dụng công cụ vecto), yêu cầu ở người giải phải có kỹ năng 
biến đoi vecto đến mức “uyên thâm 

Với các giải 3 (sử dụng công cụ tọa độ), với việc chọn hệ trục Oxy, việc chứng 
minh trở nên đơn giản hơn rất nhiều. Tuy nhiên mấu chốt có thể thấy ngay ở 
đây là việc xác định tất cả các tọa độ trong bài. 


► Bài toán 3.3.2 '.Cho tam giác ABC có góc EACB — 60°. Gọi D, E, F là các 
điếm tương ứng nằm trên các cạnh BC, AB, AC. Gọi M là giao điếm AD và BF. 

Giả sử CDEF là hình thoi. Chứng minh rằng: DF 2 = DM.DA 

(trích đề thỉ chọn đoi tuyển Quốc Gia Singapore) 

© Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học) 


B 



Từ CDEF là hình thoi nên DE // CA và CB // FE 


Suy ra 


ZBED = ZEAF 

ZBCA = ZBDE = ZEFA 
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__ , , £>£ FE /1X 

Do tam giác DEB đông dạng tam giác FAE, từ đó ta có: —— = —— (1) 


Hình thoi CDEF có góc ZDCF = 60 
DE = EF = DF (2) 

DB DF 


DE FA 
0 ' A DCF là tam giác đều 


Từ (1) và (2) suy ra 


(3) 


DF FA 

Mặt khác: ZBDF - ZFAD - 120° (4) . 

Nên từ (3) va (4) ta suy ra tam giác BDF và DFA đồng dạng. 
Xét hai tam giác DMF và tam giác FAD có: 

ZFDM chung _ _ _ _ DF DA 

__ _ => ADMF □ ADFA => —= —3- 

ZDFB = ZFAD DM DF 

Vậy DF 2 = DMDA (đpcm). 

© Hướng dẫn giải bằng cách 2 (Sử dụng hệ trục tọa độ) 

B 



Không mất tính tổng quát. Ta đặt CF = 1, CA = a ( a > 1). Dựng hệ trục Cxy sao 
cho A thuộc tia Cx. Ta có tọa độ C(0;0), F(l; 0), A(a; 0). 

Do CDF là tam giác đều nên theo phép quay tâm c góc quay 60 độ ta có: 


^= 60 ° ^ _ 

Q < p )= D 


X D = 0 + (1 - 0) cos (p-{0- 0) sin (p = -~ 

2 


y D = 0 + (l-0)sin<^ + (0-0)cos<^ = 



Do CDEF là hình thoi nên ta có: 
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DE = CF <=> ị 


1 1 ^ 
Xp - — = 1-0 
£ 2 

43 

y E -^- = 0-0 

E 2 



X , y 


9 ./V 

Khi đó phương trình đường thăng CD: — + 


1 Vã 

2 2 

Đồng thời phương trình đường thẳng AE: 
x-a 



-a 



2 2 

Khi đó tọa độ B là nghiệm của hệ: 


X 


V3-y = 0 


a 


X - 


x43 + (2 a - 3 )y - a4 3 = 0 


<=>4 


y = 



20 - 1 ) 


Tương tự ta có: 

AE : x43 + (2a — 1 )y — a4 3 = 0, BF : í7Xa/3 + o — 2)_y — ữ%/3 = 0 
Khi đó tọa độ M là nghiệm của hê: 

a(a + \) 


x4ĩ + (2 a — 1 )y — a4 3 = 0, 
ữxV3 +(a — 2)y - a4 3 = 0 


X = 




y = 


2(a 2 - ứ + 1) 

a(a-1)43 
2(a 2 -a + ì) 


M 


í 


V 


a(a + X) a(a-\)4ĩ 

2(a 2 -a + 1 ) ’ 2 (a 2 -a + ì) 




) 


Vậy ta có: 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


DF 2 









= a 2 -ứ + 1 


DM 2 


a(a + 1) 1 

2 

+ 

a(a- VịsỊĨ 


2 

1 

2(a 2 —a + V) 2 

2 (a 2 —a + ì) 

2 

a 2 -a + l 


Do đó: Z)F 2 = DM.DA (đpcm). 


■ Bình luận: 

I 7 07 cách giải 1, yêu cầu cần phải chứng tỏ được các cặp tam giác đồng dạng là 
DEB và FAE, BDF và DFA, DMF và DFA. Việc chứng minh tương đổi “rắc 
rối ” đòi hỏi ở người giải một số kỹ năng. 

Với cách giải 2, vỉêc chọn hệ trụ Cxy ta dễ dàng chỉ ra tọa độ D, F, A, cộng việc 
còn lại là xác định tọa độ M và sau đó sử dụng công thức độ dài (cũng khá nặng 
nhưng về mặt tư duy thì nhẹ nhang hơn rất nhiều ). Cách giải này cũng đã vận 
dụng sử dụng của phép biến hình để xử lý các tọa độ nhờ vào công thức góc. 

► Bài toán 3.3.3 '.Cho một điểm M nằm tùy ỷ trên đoạn AB. Dựng các hình vuông 
AMCD và MBEF về cùng một phía với AB. Các đường tròn tâm p và Q lần lượt 
ngoại tiếp hai hình vuông AMCD và MBEF cắt nhau tại M và N. 

a. CM: AF và BC cắt nhau tại N. 

b. CM: đường thẳng MN đi qua một điểm co định. 

c. Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khỉ M thay đổi. 

(trích đề thỉ Vổ địch Toán Quốc Tế) 

©Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học): 
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a. Chứng minh AF và BC cắt nhau tại N. 

Gọi K = ACnBF . Ta có: ZKAM = ZKBM = 45° => AK _L BF (1) 

Mặt khác CM vuông góc AB (2) 

Từ (1) và (2) suy ra F là trực tâm tam giác ABC. Do đó AF vuông góc BC. 

Gọi N' = AFr^BC => ZAN'C = 90° = ZAMC => N\C,A,M cùng thuộc 
một đuờng tròn. 

Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm p. 

Một cách tương tự ta có 4 điểm N’, B, E, F cùng nằm trên một đường tròn. 

Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm Q. 

Như vậy N’ là điểm chung của 2 đường tròn tâm p và Q. Mà AF và BC không 
đi qua M 

Do đó N’ trùng N. Vậy AF và BC cắt nhau tại N (đpcm). 

b. Chứng minh đường thẳng MN đì qua một điểm co định. 

Theo chứng minh trên, ta có: AF vuông BC tại N nghĩa là ZANB = 90° 

Suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác ANB là đường tròn cố định có đường 
kinh AB. 

Gọi s là giao điểm của đường trung trực AB với phần cung AB không chứa 
điểm N. Ta có s là điểm cố định. 

Ta có: 

ZANM = ZACM = 45° => ZMNB = ZANB - ZANM = 90° - 45° = 45° 

Do đó: ZMNB = ZANM = 45°. 

Từ điều này ta khẳng định rằng đường thẳng MN đi qua điểm cố định s. 

c. Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khi M thay đỗi. 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Ta có: ZKPM — AMQK — /-PMQ — 90° nên KPMQ là hình chữ nhật. 

Gọi I là giao điểm của 2 đường chéo của hình chữ nhật KPMQ, I chính là trung 
điểm của PQ và KM. 

Mặt khác tam giác KAB có ÁKAB = z KBA = 45° nên tam giác KAB vuông 
cân tai K, mà AB cố định K cố định. 

Gọi o và T lần lượt là trung điểm của KA và KB (O, T cố định) 

Do OI // AM, IT // MB và 3 điểm A, M, B thẳng hàng nên 3 điểm o, I, T thẳng 
hàng. 

Vì M di động trên đoạn thẳng AB (M khác A, M khác B) nên I di động trên 
đoạn thẳng OT (I khác o, I khác T). 

Vậy quỹ tích trung điểm I của PQ là đoạn OT (trừ điểm o và T). 


© Hướng dân giải băng cách 2 (sử dụng công cụ tọa độ): 



Không mất tính tổng quát giả sử AB = 1, AM = m 
Với (0 < m < 1). Khi đó tọa độ các điểm là: 

Z(0;0),5(l;0), F(m;ì — m) 

r m +1 l — 




í m ra ' 


V 


2 ’ 2 


Q 


) 


\ 


D( 0; ra) 


J 


Ta có: 


AF = (ra; 1 — ra) 


BC — (ra -1; ra) 


AF.BC — ra (ra — 1) + (1 — ra)ra = 0 => ẢF _L BC 
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Gọi N' = AFr\BC => ZAN'C = 90° = ZAMC^N\C,A,M cùng thuộc 
một đường tròn. 

Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm p. 

Một cách tương tự ta có 4 điểm N’, B, E, F cùng nằm trên một đường tròn. 

Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm Q. 

Như vậy N’ là điểm chung của 2 đường tròn tâm p và Q. Mà AF và BC không 
đi qua M 

Do đó N’ trùng N. Vậy AF và BC cắt nhau tại N (đpcm). 


Chứng minh đường thẳng MN đi qua 1 điểm cố định: 

Do hai đường tròn tâm p và Q cắt nhau tại M, N nên MN vuông PQ 

(1 l-2m^| 


Suy ra PQ — 


r 9 

là vecto pháp tuyên của đường thăng MN. 


J 


\2 2 

Do đó phương trình đường thăng MN là: 

1 1 - 2/72 

j-(x — m) H- -Ệ— {y — 0) = 0 <=> X + (1 — 2 m)y — m = 0 

Giả sử S(a; b) là điểm cố định mà đường thẳng MN luôn đi qua khi M di động 
trên đoạn AB. 


Ta có: a + (\-2m)b-m = 0,\/me(0;\)<=> (a + b)-(l + 2b)m = 0,Vm e(0;l) 
Tọa độ điểm s là nghiệm của hệ phương trình: 


a + b = 0 

1 + 2Z> = 0 




1 

a = — 
2 


b = 


-1 

T 


5 


Íì-C 

U ; 2 


Vậy đường thẳng MN đi qua điểm cố định s — 



Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khi M thay đổi. 


Gọi I (x; y ) là trung điểm của PQ ta có: 


V = 


2C p I 2C ọ 


2m + l 


. y P +y Q _ 1 

y = —— iL = ^- 

2 4 


Ta có X = 


2m + ì 


4x — 1 


m — 


T7 , _, , ^ 4x-l ^ ^_3 

Vì 0<ra<l<^>0< ——— < 1 <^> 0 < X < - . 

2 4 
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Vậy quỹ tích trung điêm của PQ là đoạn thăng năm trên đuờng thăng có phuơng 

1 . 3 

trình y = -7 song song với AB và giới hạn bởi 0 < X < - 7 . 

4 4 


► Bài toán 3.3.4: Cho tam giác ABC và D là chân đường cao hạ từ A. Gọi E và F 
là các điểm nằm trên đường thẳng qua D sao cho AE _L BE, AF _L CF và E, 
F không trùng D. Giả sử M, N là các trung điểm tương ứng của BC và EF. 
Chứng minh rằng AN _L NM 

(trích đề thỉ Olympỉc Châu A Thái Bình Dương lần thứ 10) 

©Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học): 

Ta có: ZAEB = ZADB = 90° A 

suy ra tứ giác AEDB nội tiếp 
=> ZAEF — ZABC (1) vì cùng 
bù với góc AED. 

Lại có: 

ZAFC + ZADC = 90° + 90° = 180° 
suy ra tứ giác ADCE nội tiếp 
=> ZAFE = ZACB (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra: B 



A AEF □ A ABM 


AE EF 2EN EN 


AB BC IBM BM 


(3) 


Từ (1) và (3) ta suy ra AAEN □ A AMB 
=> Z-ANE — ZAMB suy ra tứ giác ANMD nội tiếp. 

Do đó ZANM + ZADM = 180° 

=> ZANM = 180° - ZADM = 180° -90° = 90° => AN ± NM (đpcm). 


© Hướng dẫn giải bằng cách 2 (chứng minh hình học kết hợp sử dụng công cụ 
vecto): 

Gọi I = AE n CF, J = BE n AF. 

ZAIF + ZIAF = 90° 

ZAJB + ZIAF = 90° 


Ta có: < 


ZAIF = ZAJB = a 


Ta có: ZADB — ZAEB — 90° nên tứ giác ABDE nội tiếp đuợc. 
Suy ra: ZABE = ZADE (1) 


Ta có: ZADC = ZAFC = 90° => tứ giác ADCF nội tiếp đuợc suy ra 
ZACF = ZADE (2) 
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(1) và (2) suy ra AABE = AACF . Do đó A ABE □ txACF 
ÂR RE 

Suy ra <z> AE.CF = AF.BE (3) 

AF CF 

Xét tích vô hướng AM.MN ta có: 

4 ÃNMN = (2ÃN).(2MN) = (ÃẼ + ÃF).(ẼẼ + CF) 

=> ÃÃNMN = ÃẼBẼ + ÃẼẼF + ÃfM + ÃFẼF = 0 + ÃẼẼF + ÃFBẼ + 0 
=> 4 ÃNMN = AE.CE. cos(ĂẼ, CF ) + AF.BE. cos(ÃF, BẼ) 

=> 4AN.MN = -AE.CF. cos a + AFBE. cos a 

=> 4ÃNĨÃN = (~AE.CF. + AF.BE ).cos « = 0 (í/o (3)). 

Vậy AN vuông góc MN (đpcm). 


© Hướng dân giải băng cách 3 (sử dụng công cụ tọa độ): 



Ta có AE = (x;y — a), BE -(x + b; y), AF — (m; n - à), CF = (m — c;n) . 
Theo giả thiết, AE _L BE <=> AE.BE = 0 <=> x(x + b) + y(y — a) = 0 (1) 

Lại có: AF.CF - 0 ^ /77(/77 — c) + n(n — a) = 0 (2) 

Mặt khác, D, E, F thẳng hàng nên DE, DF cùng phưong suy ra 


X y 

— = — <=> x /2 = my 
m n 



Từ (1), (2), (3) ta có: 


m(x + b) + n(y -a) = 0 
x(m — c) + y(n -a) = 0 


ự) 


Ta có: AN = 


í 


V 


x + m y + n — 2a' 


MN = 


) 


í 


\ 


x+m—c+b y+n 


) 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Do đó: AAN.MN = (jt + m)(x + m — c + b) + (y + n)(y + n- 2a) 


4AN.MN = x(x + b) + y( y - a)+m(m - c) + n(n - a) + m(x+b) + n(y - a )+ x(m - c) + y(n - a) 


4AN.MN = 0 (do (I)) => AN 1 MN 

©Hướng dẫn giải bằng cách 4 (sử dụng công cụ tọa độ khác): 
Chọn hệ trục tọa độ Axy như hình 
vẽ (Ax // EF). Ta có tọa độ các 
điểm là: 

A(0; 0), D(d; h), E(e; h), F(f; h). 

N là trung điểm đoạn EF nên 


N 


í 


V 


e +f. 


\ 


h 


) 


Viết phương trình các đường thẳng 
BE và BC suy ra 


í 


B 


d + e 


_ h - df \ 


\ 


h 


) 


Viết phương trình các đường thẳng 
CF và BC suy ra 

f J , r.h-df\ 

d + /;— -r~ 

h 



c 


V 


J 


,,,, X * „ , , . 2d + e + f h — df 

M là trung điêm đoạn BC nên ta có: M -———; —— 

2 h 


V 




Từ đó tính được tích các hệ số góc của 2 đường thẳng AN và MN bằng -1. 
Suy ra AN vuông góc MN. 


■ Bình luận: 

Với cách giải 1, từ sự phát hiện các cặp tam giác đồng dạng AEF và ABC, AEN 
và ABM, ta chứng minh được tứ giác ANMD noi tiếp. Đây cũng là điểm mau 
chốt trong cách giải bài toán. Đòi hỏi ở người giải óc quan sát tốt. 

Với cách giải 2, sự kết hợp giữa hình học thuần tủy và các phép biến đổi trên 
vecto là một điểm không mạnh của học sinh. Tuy nhiên đây cũng có thể xem là 
phương pháp tổng hợp. 

Với cách giải 3, với việc chọn hệ trục tọa độ Dxy, cho ta những tọa độ đẹp 
nhưng phần còn lại là xác định tọa độ của vecto AN và MN và tính toán tương 
đoan khá “nặng”. Thấy được hướng đi nhưng lại rất dễ làm nản lòng người làm. 
Với cách giải 4, với các chọn hệ trục tọa độ như trên, ta dường như không quan 
tâm đến sự có mặt của trục tung. Bài toán vẫn giải quyết với kết quả chính xác. 
Đây cũng là một ưu điểm của giải pháp sử dụng công cụ tọa độ. 
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► Bài toán 3.3.5 '.Cho hình vuông ABCD, E là trung điểm BC. M là điểm di động 
trên cạnh AB. Gọi N, p lần lượt là giao điểm MD và MC với AE. Gọi H là giao 
điểm của NC và DP. I là giao điểm của đường trung trực đoạn thẳng DH với 
đường thẳng vuông góc với AH tại H. Chứng minh khỉ M di động trên cạnh AB 
thì I di động trên một đường thẳng cổ định. 



Chọn hệ trục tọa độ Axy, chuẩn hóa đặt AB = 1, AM = m (0 < m < 1) 

|\ 

Khi đó tọa độ các điểm là A(0; 0), B(l; 0), C(l; 1), D(0; 1), E 1;^- 

V 

, X y X 

Phương trình đường thăng AE: - = Ỷ^y = - 

1 2 


2 

, X y — 1 

Phương trình đường thăng MD: — = -—— 

m —\ 


m — x 


„ 9 

Ta có N là giao điêm MD và AE nên ta suy ra tọa độ N 


-X = my-m<E>y = - 
( 2/77 m 


m 

\ 


ym + 2 ’ /77 + 2 J 


9 

Phương trình đường thăng MC: 


/77 -1 -1 

Lại có p là giao điểm MC và AE nên tọa độ p 
Ta có phương trình đường hẳng NC: 

X —1 


X — 1 y — 1 777 — X 


777 -1 
( 2/77 777 1 

V 777 + 1 777 + 1 J 


2/77 


V -1 —2 777 

-—-—oy =-x + 


777 + 2 


-1 


777 


777 + 2 


-1 


777 -2 777 -2 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Và phương trình DP: —-— = —-—-— <=> y = —- X +1 

2 m m 2 m 

m +1 m +1 


H là giao điểm NC và DP nên có tọa độ H 


í 


4 m 


3 m T 


v3ra + 2 ’ 3m + 2 J 

Ta thấy điểm H luôn thuộc đường thẳng cố định 3x - 4y = 0, D là 1 điểm cố định 
và ta có ID = IH (vì I thuộc đường trung trực DH) nên I di động trên Parabol cố 
định nhận đường thẳng 3x - 4y = 0 làm đường chuẩn và D là tiêu điểm. 


PHẦN 3.4 

ỨNG DỤNG HỆ TRỤC TọA ĐỘ VÀO VIỆ c GIẢI CÁC BÀI TOÁN 

HÌNH HỌC PHẲNG. 

BÀI TOÁN 3.4.1. Cho tam giác ABC có hai đỉnh B, c cố định và đỉnh A thay 
đỗi được. Gọi H, G lần lượt là trực tâm và trọng tâm của tam giác ABC. Tìm 
quỹ tích của điếm A, biết rằng trung điếm K của HG thuộc đường thẳng BC. 

(Trích đề thi Học sinh giỏi Quốc gia 2006 - 2007) 

© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục Oxy với o trung điểm BC và trục Ox là đường thẳng BC 
Đặt BC = 2a>0. Khi đó tọa độ B{—a , 0) ; C(a , 0). 


Giả sử A(x 0 ,y 0 ) y 0 * 0 



3ơ 2 -3x 0 2 +yị = \ (To^O) 

a 3 a 
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Ỵ y ? 

Vậy quỹ tích A là hyperbol —- — -—— = 1 bỏ đi hai điểm B, c 

a 3 a 


BÀI TOÁN 3.4.2 .Cho tam giác ABC có hai đỉnh B, c cố định và đỉnh A thay 
đổi. Qua B dựng đường thẳng d vuông góc với BC, d cắt đường trung tuyến 
AI của tam giác ABC tại K. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Tìm quỹ tích 
điểm A, biết rằng IH song song với KC. 

(Trích đề thi Olympic Lê Hồng Phong 2008 - 2009) 

© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục Oxy với 0 trùng I và trục Ox là đường t 

Đặt BC = 2a>0. 

Khi đó toạ độ B(-a; 0); C(a; 0) / 

Giả sử tọa độ điểm Ẩ(x 0 ; y 0 ) với y 0 0 

v y 

lẳng BQ 

/h, 

L_ấ 

\ 

Vc 

Khi đò trực tăm ti là nghiẹm 
hệ phương trình 

í X = Xq 

Ị(x + a)(a-x 0 )-y 0 y = 0 
( 2 2 3 

_ „ „ . a -Xq 
=> H Xq ; 

y» ) KJ 


T ^ 


K = d n (AI) là nghiệm hệ phương trình 


x = -a 

f 

\ 

j To ^>K 

— a: 

-a y ° 

X 

o 

H 

II 

Ps 

J 

1 

*0 ) 


với x 0 ^ 0 


Theo giả thiết, ta có: 


—— , , ——; y 0 

IH cùng phương KC <=> ữ : — L .x ữ 

x 0 






2 2 

Vậy quỹ tích A là elip —y+ — V = 1 bỏ đi 4 điểm B, c, ^(0; — ớV2), 

<7 2 <2 

^2 (0; d\Ị 2) là 4 đỉnh của elip 


BÀI TOÁN 3A.3.Trong mặt phẳng cho đường tròn (OyR) và một điểm A cố 
định. I là điểm di động trên (O). Đường tròn tâm I luôn đi qua A. Chứng 
minh rằng trục đẳng phương của hai đường tròn (O) và (I) luôn tiếp xúc với 
một đường tròn cố định . 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục (Oxy) như hình vẽ 
(OA là trục Oy) . Ta có A(0,b), (O) 

: X 2 + y 2 = R . 

Gọi I(m; n) e (O) =>m 2 +n 2 = R 2 
và IA 2 = m 2 + (b — n) 2 . 

Vậy (I): - 

(x — m) 2 +(y —n) 2 — m 2 +(n —b) 2 hay 

X 2 + y 2 — 2mx - 2ny + 2nb — b 2 = 0. 

Suy ra phương trình của trục đẳng 
phương của (O) và(I) là (d) là 




2mx + 2ny- 2nb +b 2 + R 2 = 0 . 


Ta có d(A,d) = 


2nb - 2nb + b 2 - R 


b 2 -R 


2 V 


_ 2 ,2 

m +n 


2R 


BÀI TOÁN 3.4.4. Cho tam giác ABC có đường cao CH. Gọi I, K lần lượt là 
trung điêm của các đoạn AB, CH. Một đường thăng d di động luôn luôn song 

r ^ 

song với cạnh AB căt cạnh AC tại M và căt cạnh BC tại N. Dựng hình chữ 

o • • • • • • o 





2 _ __ r? 

MNPQ. Chứng minh ba diêm I, J, K thăng hàng. 


© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục Oxy sao cho 
0 = H , các điểm A, B nằm trên 
Ox, điểm c nằm trên Oy 
Ta có toạ độ các điểm H(0; 0), 
C(0; c), A(a; 0), B(b; 0). 

Đường thăg d có phương trình y 
= m (0<m<c) 

(AC) : cx+ay-ac = 0 
và (BC): cx+by = 0 
M = dnAC 


=> M 


r a(c — m) 
V c 


J 



tương tự N 


' b(c — nì) 


V c 


\ 

J 
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9 f 

Điêm p là hình chiêu vuông góc của N trên Ox => p 


' b{c — nì) 


\ 


;0 


9 

J là trung điêm của đoạn PM => J 


V c 

í , Í.V, 


J 


(a + ỗ)(c - m) m 


\ 


2c 


2 ) 


-» 


Từ đó ta có /ẪT = 


[ a + è cì , y r [ m(a + b) m' 
—:—; — và IJ = 

2 2 J 


V 


V 


2c 2 

^ —> 

Vậy IK cùng phương IJ , nên ba điếm I, J, K thắng hàng. 


BÀI TOÁN 3.4.5.C/1Ơ tam giác ABC đều có cạnh bằng 2a và (d) là đường thẳng 
tùy ý cắt các đường thẳng BC, CA, AB. Gọi X, y, z tương ứng là các góc giữa 
đường thăng (d) và các đường thăng BC, CA, AB. 

Chứng minh sin 2 X.sin 2 y. sin 2 z + cos 2 x.cos 2 7 .COS 2 z — —. 

© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục tọa độ sao cho 

A( 0; aj 3), B(-a; 0), C(a; 0). 

Khi đó 

AB = (-a;-a-J 3), 

CA = (—a;aj 3), BC = (2a;0) . 

Gọi u=(ụ Ị ;u 2 ) là véc tơ chỉ 
phương của đường thẳng (d). Ta có : 



u 


cos x = 


2.2 

u { +uị 


sin 2 X = 


u 


cos 2 y = 


u , —u 



cos z = 


4 (líị + u 2 ) 


+ 1^2 


2.2 

u x +u 2 

. 2 (m,a/3-w 2 ) 

sin y = /2 . 2 



sin 2 z = 


4(u x + u 2 ) 

V 3 — w 2 ) 

+ u 2 ) 


4(Uị u 2 ) 

Suy ra s = sin 2 x.sin 2 y.sin 2 z + cos 2 xcos 2 y.cos 2 z 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


u 


J 2 ịuf - 3u 2 2 ) 2 + uị ( 3 uf — uị ) 2 Uị + 3u*uị + 3u 2 uị + u 

o \3 _ ^ / n o \3 


1 


lôậ / 2 +«2) 


lôậ/ 2 + « 2 ) : 


16 


(đpcm) 


BÀI TOÁN 3.4.6.Om đường d trên đó lấy một điểm A. Cho trước hai số dương 
a, b sao cho á>b. Xét tất cả các điểm p, Q sao cho AP = a, AQ = b và đường 

A ^ 

thẳng d là phân giác của PAQ . ứng với mỗi cặp điểm P,Q xét điểm sao cho 

AM = AP+ AQ.Tìm quỹ tích điểm M. 

© Hướng dẫn giải: 



Chọn hệ tục tọa độ như sau : lấy A làm gốc tọa độ, trục hoành là d.Gọi M(x; y) 
Ta có AM = AP+AQ <=> (x;y) = (x p ;y p ) + (x Q ;y Q ) 

X — Xn + X. 


<=> < 


Q 


y = y P +y Q 


(1) 


Do AP = a và AQ = b nên < 


2 2 

Xp+y p =a 


( 2 ) 


2 , 2 _ 7 

x Q+y Q = b 

Neu phương trình (AP): y = kx thì (AQ): y = -kx 


Từ (2) suy ra 


2 , 7 2 2_ 

Xp + k Xp — a 

2 2 


Xq + k Xq = b 


(!)«► 


X 2 = Xp + Xq + 2 XpX Q = ^ + ^ 

ổ p ổ 1 + Ấ: 2 


l + £ 2 - x I z_ 

2_,,2 , „2 .. _k 2 (a-b ) 2 (ữ + ố ) 2 (fl-ố) 

T = Tp + + 2jp.y e = ~ 2 


= 1 


Vậy quỹ tích M là một elip. 
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BÀI TOÁN 3.'4.7. Trên đường thẳng d cho trước, cho ba điểm A, B, c trong đó B 
nằm giữa A và c. Vẽ vòng tròn tiếp xúc với d tại B. Gọi M là giao điểm của 
hai tiếp tuyến với vòng tròn trên vẽ từ A và c. Tìm quỹ tích điểm M. 


© Hướng dẫn giải: 



Gọi các tiếp điểm như hình vẽ, ta có MA — MCị — BA — BC — hằng số (1) 


Nếu B là trung điểm của AC thì từ (1) => MA — MC : quỹ tích M là trung trực 
của AC. 

Neu B không là trung điểm của AC thì từ (1): quỹ tích M là hyperbol nhận A, c 
làm tiêu điếm (như hình vẽ) 


BÀI TOÁN 3.4.8 .Cho đường thẳng d và một điểm A cố định không nằm trên d. 
p và Q là hai điểm di động trên d nhưng PQ = a (trong đó a là số dương cho 
trước). Gọi M là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ. Tìm quỹ tích điểm M. 


© Hướng dẫn giải: 

Dựng hệ trục tọa độ như hình vẽ 
Gọi M (x; y), giả sử khoảng cách từ 
A đến d là h, khi đó A(0; h) 

a 1 

Ta có MA 2 -MH 2 = — 

4 

^x 2 + (y-h) 2 -y 2 =^- 

1 2 .ha 2 

<=> y = -rrX +-T-—- 
2 h 2 4 h 

Vậy quỹ tích điếm M là một Parabol. 


ế* 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


BAI TOAN 3.4.9 .Qua tâm o của hai đường tròn đông tâm vẽ hai đường thăng 
vuông góc di và d 2 . Đường thẳng d di động quay quanh o về cùng một hướng 
cắt các vòng tròn nhỏ và lớn lần lượt tại A và B. Qua A vẽ đường thẳng 

d[ song song divà qua B vẽ đường thẳng d 2 song song di. Tìm quỹ tích điểm 

M - dị C\d' 2 . 



BÀI TOÁN 3.4.10. Cho tam giác ABC vuông cân tại c. Trên các Cạnh BC, CA, 


AB lần lượt lấy các điểm M, N, p sao cho 
rằng CP _L MN và CP = MN. 


MB NC PA 


MC NA PB 


. Chứng minh 


© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục Oxy sao cho 0 = c, 
tia Ox = CA và tia Oy = CB 
Ta có toạ độ các điểm C(0; 0), A(l; 0), 
B(0;1). 

Từ giả thiết ta đặt 
MB _NC _ PA _ 

MC~ NA~ PB~ 

Do đó 
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1 

CM - CB 

M 

0;- 

1 + k 


V 1 

k ^ 


^ k 

CN- CA => 

N 



1 + k 

1 A k 7* 

CP = -^—CA+-^—CB 
\ + k \ + k 


Từ đó MN .CP = 


Ẵ; 




1 


\ 


1 + k 
:0 


y 

\ 


y 


p 


Ẵ: 


yl + k 

1 * ì 


V 


1 + k ’ 1 + k 


J 


{\ + kf (1 + k) 


= 0 ^ CP ± MẠ/ 


MN 2 = f 2 + \ = CP 

(1 + ký 


BÀI TOÁN 3.4.11. Cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi At là tỉa phân giác của 
góc A. Qua trung điếm M của cạnh huyền BC ta dựng đường thẳng vuông 
góc với tỉa At cắt các đường thẳng AB và AC lần lượt tại E và F. Chứng minh 
BE = CF. 

© Hướng dẫn giải: 



BÀI TOÁN 3.4.12. Cho hai điểm A, B cố định và một đường thẳng d vuông góc 
với AB, nhưng không đi qua A, B. Môt điêm M chạy trên d. Tìm tập hợp giao 
điểm N của các đường thẳng vuông góc với MA, MB tại Avà B. 

© Hướng dẫn giải: J 

lV Ị 

1 

Chọn hệ trục Oxy sao cho 0 — dC\ AB , 

1 

1 

\ 1 

tia Ox = AB và tia Oy = d 

vx i N 

Ta có toạ độ các điểm A(a; 0), B(b; 0), 

\ /7 1 

M(0; m).Gọi N(x; y) 

_J 

\ \ / i 

\ X. / / ỉ 

\ jxr / I 

\ / \ X 

0 

B ! 

1 1 

1 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Khi đó 




MA.NA = 0 




MB.NB = 0 


Ị«(«-x) + wy = 0 
<=> < ," , 

[0(0 - x) + my = 0 
Giải hệ ta được X = a+b. 

Vậy tập hợp giao điểm N là đường thẳng vuông góc Ox tại H có hoành độ 

OH = a + b . 


BÀI TOÁN 3.4.13. Tìm quỹ tích những điểm M trên mặtphẳng có tổng khoảng 
đến một điểm cố định I và một đường thẳng cố định A bằng một số a dương 
cho trước. 


© Hướng dẫn giải: T 

^ ^ y A 

Chọn hệ trục toạ độ vuông góc Oxy sao 

cho 0 — 1 và Ox _L A và A có phương ...-ý \ 

trình X = d > 0 

Ta phải tìm quỹ tích những điểm M(x ; y) ỉ s \ Q 1 

S2/ ^ X 

sao cho Jx 2 + y 2 + X — d| = a (1) t. q d' [ + 



.Nếu X > d thì ^x 2 + y 2 + X - d > sjx 2 + y 2 \ ^ Ị 

.Nếu X < d thì sjx 2 +y 2 + X — d = d + (^/x 2 

Như vậy các trường hợp xãy ra là 
d > a : quỳ tích M là tập rỗng 

d = a : từ lý luận trên (1) <=> y = 0, 0<x<a: quỹ tích M đoạn thẳng nối từ 
I đến chân đường vuông góc hạ từ I lên A . 

d < a : Khi X > d, từ (1) => y 2 = 2(a + d)(^—— — x) 

^ 

Khi X < d, từ (1) => y 2 = 2(a — d)(———h x) 

Như vậy quỳ tích M là 2 nhánh của 2 Parabol(khoảng giữa S1,S2) có phương 
trình như trên. 


BÀI TOÁN 3.4.14. Cho hai đường 
thẳng cắt nhau a và b . Tìm tập 
hợp những diêm M sao cho tông 


380 







Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn -ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


khoảng cách từ đó tới avàb luôn 
luôn bằng số 1 không đối. 

© Hướng dẫn giải: 

Ta chọn hệ trục tọa độ Oxy với o là 
giao điểm của a và b , Ox là đường 
thăng a sao cho đường thăng b có 
phương trình y = kx (k > 0) 

Giả sử M(x ; y) là điểm nào đó , kẻ MA _L a , MB _L b^Ị 
Khi đó , ta có thể tính được các khoảng cách MA;va MB : 



MA = y , MB = 


kx — y 


\Ịk 2 +1 


Vậy, với điêu kiện bài toán là y 


+ 


kx — y 


4ĩẽV\ 


= 1 ( 1 ). 


Ta chia các trường họp sau : 

[y <kx ~ r , i , 

a) THI: <Ị . Dê thây răng khi đó M năm trong góc xOz . 

p>0 

(1)<=>P + -ị==2L = l<o kx + ịsfẽTĨ — l)y — *JkẽÃ — 0 (2) 

4k 2 +ì v 1 

Như vậy , tập hợp M là phần đường thắng (2) nằm trong góc xOz , tức là đoạn 
PQ (hình vẽ). 

. . [y > kx ^ _ 

b) TH2: <1 . Khi đó M năm trong góc zOx’ và : 

p > 0 


sjk 2 +\+\\y — sỊk 2 +\ =0 (3) 

Như vậy tập hợp M là phân đường thắng (3) nằm trong zOx’, tức là đoạn thẳng 
PR (hình vẽ). 

Dễ thấy rằng tích vô hương của hai vectơ pháp tuyến : 

h P Q — ịk ; síẽTĨ — lj , h PR — ị—k ; sịk 2 +1 + lj bằng 0, tức là PQ_L PR 

Tương tự như trường họp a) và b), ta xét các trường hợp : 
c) y <0 và y <kx 


(1) <=> p + kx + y = 1 <^> — kx + 

sỊk 2 +1 


d) y <0 và y>kx , 

Ta đi đến kết luận : Tập hợp các điểm M là một hình chữ nhật QPRS có tâm là 
o và hai đường chéonằm trên a và b. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


BÀI TOÁN 3.4.15. Cho hai điểm A, B cố định, AB = « không đỗi và hai điểm c, 

D di động sao cho CD = b không đỗi, AB cùng hướng CD, AC + BD = 
2(a+b). Tìm quĩ tích giao điểm M của AD và BC 


© Hướng dẫn giải: 

\qMEIIAC,MFIIBD ( E,FeAB ) 
MB AB a MA AB a 
MC = CD = b ; MD = CD = b 
BE MB a AF AM 


Ta có: 


Suy ra: 

BA BC a + b AB 

2 2 

=> BE = ———, AF = -t—- 
a+b a+b 

Suy ra: E và F cố định. 

ME BM a MF AM 


a 


AD a + b 


Vì 


a 


ẮC 

nên ME = 


BC a + b 
a.AC 


BD AD 
a.BD 


a + b 


a + b 


MF = 


a + b 


_ a.(AC + BD) _ 

Suy ra: ME + MF — ---= 2 £7 


<3 + z> 


không đổi. 


Chọn hệ trục Oxy như hình vẽ, 
với o là trung điểm của EF. 

Ta có tập hợp điểm M là một 
Elip nhận E và F làm hai tiêu 
điểm, có độ dài trục lớn là 2a. 



BÀI TOÁN 3.4.16. Hình bình hành ABCD thay đỗi trong đó A và D cố định 
AC BD 


thoả: 


AD BA 


. Tìm tập hợp điểm B và c. 


© Hướng dẫn giải: 

Trong mặt phẳng Oxy , 
chọn A = 0(0,0); D(a; 0) 

với ẢD — a (không đổi) 
Theo giả thiết hình bình 
hành ABCD thay đổi nên 
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lấy B(x;y ) và C(x + a;y) 
bất kỳ với điều kiện y ^ 0 . 

Khi đó: 

<=> AC.BA = AD.BD 

AD BA 

<^> <sỊ(x + a) 2 + y 2 .*Jx 2 + y 2 — a.^(x-a) 2 + y 2 
o (x 2 +y 2 +2ax + a 2 ).(x 2 +y 2 ) — a 2 .(x 2 +y 2 -2ax + a 2 ) 
<£> (x 2 +y 2 ) 2 + 2 ax(x 2 + y 2 ) + 2a 3 x — a 4 = 0 (*) 

((*) là phương trình bậc hai với ẩn (x 2 + y)) 

Tính À 7 = (axỷ — (2 a 3 X — a 4 ) = (a 2 — axỷ 


(*)<=> 


2 . 2 _ , / 2 

X + y = -ax + (a 

X + y = -ax - [a 


— ax) 
-ax ) 



<^> X 2 + 2 ax + y 2 =a 2 o(x + aỷ +y 2 = 2a 2 

Vậy tập hợp điểm B là đường tròn (C) có tâm ĩ(—a; 0), bán kính 
R b =a«j2 , bỏ hai điểm ị—aị\Í2 + 1 và íaỊV2 — lj;ơì 


Do tứ giác ABCD là hình bình hành, ta có BC = AD . Vậy tập hợp điểm c là 
đường tròn (C ) là ảnh của đường tròn (C) qua phép tịnh tiến theo AD. 

Đường tròn (C 7 ) có tâm A = 0(0; 0) , bán kính R c — a^l2 , bỏ hai điểm 

ị^-a4 2;()j và ^aV2;0j . 


BÀI TOÁN 3.4.17.Cho đường tròn (C) tâm o và tiếp tuyến d tiếp xúc với (C) tại 
một điểm A cố định trên (C). M là một điểm trên mặt phẳng, kẻ tiếp tuyến MT 
với (C) và hạ MH vuông góc với d. 

1. Tìm quỹ tích các điểm M thỏa MT = MH. 

2. Chứng minh các đường tròn tâm M bán kính MT luôn tiếp xúc với một 
đường tròn cố định. 

© Hướng dẫn giải: 

1. Chọn hệ trục Oxy sao cho A là 
gốc tọa độ, tia Ox = AO và tia 
Oy = d. 

Khi đó 0(R; 0), giả sử M(x; y) 

Ta có 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

MH = MT => MH 2 =MT 2 = MO 2 -R 2 
<^> X 2 = (x — R) 2 + y 2 —R 2 

<=> y 2 — 2Rx . 

Vậy quỹ tích M là parabol 

2. Theo định nghĩa của parabol, ta có MF = MHi = MH + 

R X , , , „ _ . , .. , 

Suy ra MF = MT + —, điêu này chứng tỏ đường tròn tâm M bán kính MT tiêp 

xúc đường tròn cố định tâm F bán kính ^ . 


BÀI TOÁN 3A.18.Cho hình vuông cố định. Tìm tập hợp những điểm M trong 
hình vuông đó và thỏa mãn điều kiện: Tích hai khoảng cách từ điếm M đến 
hai cạnh của hình vuông cùng xuất phát từ một đỉnh bằng bình phương khoảng 
cách từ điểm M đến đường chéo của hình vuông không đi qua đỉnh đó. 


© Hướng dân giải 

Không mất tính tổng quát, xét hình 

vuông có cạnh v2 . 

Đặt hình vuông ABCD lên mặt 
phăng có hệ trục tọa độ Oxy sao cho 
A(0;1), B(-1;0), C(0;-1), D(1;0). 
Gọi M(x;y) là điểm ở trong hình 
vuông ABCD, hạ MN,MP, MQ lần 
lượt vuông góc với BD, DA, AB tại 
N, p, Q. 

Do đó: MP.MQ = MN 2 (1) (xét 2 
cạnh hình vuông phát xuất từ đỉnh A) 
AB: X - y + 1 = 0, AD: X + y - 1 = c 



|x —y + l| x + y + l| ,2 2 X 1XỈ, ~ 2 

(1 ~ =1 y I 2 «1X 2 - (y -1) 2 1= 2r 


M(x;y) ở trong hình vuông nên x-y + 1 >0, vàx + y-1 <0. 

Do đó: X 2 -(y - l) 2 = (x - y + l)(x + y - 1) < 0 
Nên (1) <=> X 2 — (y— l) 2 =— 2y 2 <^> X 2 + (y+l) 2= 2 

Vậy tập hợp các điểm M là cung BD, cung % đường tròn c, bán kính R = V2 . 
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f f 1 

Từ kêt quả trên ta kêt luận: Tập hợp các điêm M là 4 cung — đuờng tròn tâm là 

4 


các đỉnh của hình vuông và có bán kính băng cạnh của hình vuông. 


BÀI TOÁN 3.4.19 .Cho đường thẳng cố định a và một điểm A cố định trên a. Gọi 
(C) là đường tròn lưu động ở trong một nữa mặt phẳng (a) có bờ a. (C) có 
bán kính không đổi R và luôn tiếp xúc với a, gọi M là tiếp điểm. Gọi I là tâm 
của đường tròn (C). Chứng minh rằng trong mặt phang chứa đường tròn (C), 
có một parabol (P) cố định sao cho trục đẳng phương của (C) và đường tròn 
đường kinh AI luôn luôn tiếp xúc (P) khi M thay đối trên a. 

© Hướng dẫn giải 

Trong mặt phẳng chọn hệ trục tọa độ Đe-các vuông góc Oxy, với Ox trùng với 
a, nữa mặt phẳng a là nữa mặt phẳng y > 0, o trùng A. Đặt M(m;0) có tâm 
I(m;R). 

Phương trình của (C) là: 

(C): (x - m) 2 + (y - R) 2 = R 2 hay 
C): X 2 + y 2 — 2mx — 2Ry + m 2 = 0. 


Phương trình đường tròn đường kính AI là: 

2 2 

(C’): (x - m/2) 2 + (y - R/2) 2 = ————— hay 


(C’): X 2 + y 2 - mx - Ry = 0. 

Phương trình trục đắng phương của hai đường tròn (C) và (C") là: 
(d): mx + Ry - m 2 = 0 

m m 

<=> (d): y = f(x) = -—X + 


R 


R 


r , x 1 2 

Xét hàm sô y = g(x) =-X 

4R 


Hê 


f(x) = g(x) 
Ịf'(x) = g'(x) 

2 


<=> 1 


m m 

- _ x+ _ 

R R 


1 


4R 


X 


m 

R 


X 


2R 

2 


(x — 2m) =0 

<£> < <^> X = 2m 

X = 2m 
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. 1 , 

Vậy Parabol y = f(x) = —X 2 

4R 

luôn tiếp xúc với trục đẳng phương (d). 

BÀI TOÁN 3.4.20. Cho tam giác với 3 
cạnh a. b, c mà 3 đỉnh có tọa độ 
nguyên. Gọi R là bán kỉnh đường tròn 
ngoại tiếp tam giác. CMR: abc >2R. 

© Hướng dẫn giải: 


M 




x3 x2 xi 



Gọi tam giác là A1A2A3 như hình vẽ S A A A 



abc 

4R 



Do đó yêu cầu bài toán <í> chứng minh s > 4 ^ 

Giả sử: Ai (xi, yi), A2 (X2, y2), A3 (x3,y3).Gọi A’i, A’2, A 5 3 là hình chiếu của Ai 
, A 2 , A 3 lên Oy. 

Ta có: s = S A , , -S 4 , , -S 4 4 ' I 

A 1 A 2 A 2 A Í A l A 3 A 3 A i A 2 A 3 A 3 A 2 

I I A|A| + A ? A 9 I I A,A, + Ao A, I I A 9 A 7 + A 7 A, 

= a,a 7 -A,A, •—— ' - A 7 A, - —^^ 

12 2 13 2 2 

=> 2S = (yi - y 2 ) (xi + x 2 ) - (yi - y 3 ) (xi + x 3 ) - (y 3 - yi) (x 2 + x 3 ) (*) 


vế trái (*) là số nguyên (do đề bài cho Xi, yi nguyên) 

=> 2S là số nguyên 2S > 1 => s > ‘/2. 

BÀI TOÁN 3.4.21. Trên mặt phẳng xét một hình vuông ABCD và một tam giác 
đều EFG cắt nhau tạo thành một thất giác lồi MBNPQRS.Chứng mình rằng 
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m+p-a-q= 0 

r r 

a-m-p-q 

=^> < 

=> < 



-s-n+r= 0 

r 

s 

II 

1 

r 


Ta có EF+ FG+ EG = 0 ^ SM+ NP+ QR = 0 

MB = PQ 
BN = RS 

Nêú MB = PQ và BN = RS thì MB+ PQ=0 , BN+ RS = ổ kết hợp 
SM+ MB+ BN+ NP+ PQ+ QR+ RS = 0 
=> SM+ NP+ QR = 0 ^ xEF+ yFG+zGE = 0 
(x- z)Ếf = (z -y)FG 


Vì => EF , FG không cùng phương nên =^> X — y — z > SM = NP = QR. 

BÀI TOÁN 3A.22.Clto tam giác ABC có hai đường phân giác trong và ngoài 
góc A cắt cạnh BC tại D và E. Chứng minh rằng nếu AD = AE thì 

AB 2 + AC 2 — 4R 2 ịtrong đó R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC). 

© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục như hình vẽ 

Theo giả thiết tam giác ADE vuông cân tại A. 

.Khi đó OA = OE = OD nên B(b; 0), A( 0; a ), D(a;0 ), E(-a; 0), C(c;0) 


Theo tính chât đường phân giác 


DB_AB DB 2 _ AB 2 
DC - AC DC 2 - AC 2 




(b — ũ ) b + ũ 

(< c-a ) 2 


^2 . 2 

c + ữ 


<=> ( b-a) 2 (c 2 +a 2 ) = ( c-a) 2 (b 2 +a 2 ) <=> c = 


a 


Ta có AB 2 +AC 2 = (a 2 +b 2 ) + (a 2 +^—) = 

b 2 




2 



) 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Gọi I(x;y) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, ta có 

b 2 +a 2 


AI = BI 
Bỉ = CI 


o < 


X = 


2 b 


a 


Suy ra 4 R 2 = 4 AI 2 = 4 


i2 . 2 \ 

b +a 


V 


2 b 


+ {a — a) 


J 


i2 . 2 \ 

b + a 


\ 


J 


Từ đó suy ra AB 2 + AC 2 = 4 R 


BÀI TOÁN 3.4.23 .Cho tam giác ABC nhọn. (D) là một đường thẳng thay đỗi. 
Gọi D, E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của A, B, c lên (D). Biết rằng 

AD 2 tan A + BE 2 tan B + CF 2 tan c = 2s ABC . Xác định vị trí của đường 
thẳng (D) để AD lớn nhất. 


© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục như hình vẽ (b , c >0) 

Ta có tan B = —, tan c = — 

b 


tan A = 


tan B + tan c 
tan5.tanC-l 
a(b + c ) 

a 2 —bc 


ZS ABC =a(b + c) 

Giả sử phương trình (d): 
x.sin a + y.cosa + d = 0 



-b 


0 


AD = d(A,d ) = 


a cos a + 


d\ 


BE - d(B,d) - -bsina + dị 
CF = d(C,d) = csin a + d 

Theo giả thiết AD 2 tan A + BE 2 tan B + CF 2 tan c = 2S ABC 

, _ Ị >2 £<(b + c ) Cl 2 ơ 2 

<=>(acosa + d) —-———\-y (-b sm a + d) + — (csma + d) 

a —bc b c 

2 i2 

7 2 1 a d 

<^> bc. cos a + 2ad.cosa + =0 


= a(b + c ) 


bc 


bc 

—.cos« + d = 0 
a 
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\ _ 

Điêu này chứng tỏ (d) đi qua H 


ío>ì 


là trực tâm tam giác ABC. 


V « ) 

Vậy AD max = AH, khi (d) đi qua H và song song với BC. 


BÀI TOÁN 3.4.24 .Cho tam giác ABC, trung tuyến AD .Cho đường thẳng (d) 
vuông góc với đường thẳng AD. Xét điểm M trên (d). Gọi E, I lần lượt là 
trung điểm của MB và MC. Đường thẳng đi qua E và vuông góc với (d) cắt 
đường thẳng AB tại p, đường thẳng đi qua I và vuông góc với (d) cắt đường 
thắng AC tại Q. Chứng minh rằng đường thắng đi qua M và vuông góc với 
PQ luôn đi qua một điểm cố định, khi M di động trên (d). 

(trích đề thi HSG Quốc gia 2007 - 2008) 

© Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục như hình vẽ o = D, Oy = DA . 

Khi đó Ox song song (d), A(0;a), B(b; c), C(-b; -c) 



Phương trình đường thăng 
AB : (a - c)x + by-ab = 0 

AC: (a + c)x -by + ab-0 

M(x M ;d) 

Khi đó (d ỉ ):x = - , (d 2 ): X = b Xm 

Từ đó suy ra tọa độ p — d x c\ AB , Q — d 2 C\ AC 

Suy ra đường thẳng đi qua M và vuông góc PQ có phương trình 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


í hc\ . ( h 2 \ 

b 2 X — —— -(ax,, — bc) V -d + — =0 


— ~(ax M -bc) y — d + — 
a \ a 


, , , í bc J b 2 \ 

Suy ra đường thăng đi qua điêm cô định — ; d - 


BÀI TOÁN 3.4.25. Cho góc Ixy và điểm p nằm bên trong góc. Đường tròn thay 
đổi qua IvàP cắt hai tia Ix, ly lần lượt tại A, B. Tìm quỹ tích trọng tâm G và 
trực tâm H của tam giác IAB. 

(trích đề thỉ chọn đội tuyển trường Phổ Thông Năng Khiếu 2008 - ngày thi thứ 2) 


© Hướng dẫn giải: 

Ta dựng hệ trục tọa đô Oy là đường trung trực của IP. Khi đó tọa độ các điểm là: 
/(—1;0), PỢịO), C(0;a), D(0;b ) (b < 0) là giao diểm của đường trung trực 
IP và hai tia Ix, ly. 

Gọi K(0; m) là tâm đường tròn thay đổi qua I và p. 

X V 

Phương trình đường IC: —- + — = 1 y = ax + a 

—la 

Phương trình đường ID: y — bx + b . 

Phương trình đường tròn (K) là: 

x^ + (y — mÝ' — nT +1 <=> x^ + y2 — 2/nx — 1 = 0 
Tọa độ giao điểm A của IC và (K) là nghiệm của hệ: 
y = ax + a 

K 7 7 ~ ^ — 1 ) 

X +y - 2 mx -1 = 0 

( 2 _.\ 

y 2ma + \ — a a(2ma + 2) 

Suy ra tọa độ diêm A - -;-——-— 

y 1 + £Z \a a J 

^ n (2mb + 1 - ò 2 b(2ma + 2) 

Tương tự ta có tọa độ diêm B ---; —--— 

^ 1 + u 1 + u ) 

Từ đó ta có tọa độ G trọng tâm tam giác IAB là: 
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-1 . 2 
X G -T + T 


-1.2(1 1 ì . 2 a b 

3 31 a 2 + 1 b 2 + 1 J 31 ứ 2 + 1 b 2 + 1 


(*) 


2(1.11. 2ữM 1 1 

yn — — “Vị-1—~- H—-— “v; - t—— 

3va 2 +l b 2 + 1/ 3 Vo 2 +l Z> 2 +1 


9 -r 

Từ đó, ta có tọa độ G luôn chạy trên đường thăng có phương trình tham sô là (*) 


X A & ỉ /7 

Giới hạn: ta có: s ^ <=> 

Id > -1 -\ 

B m < — 

b 


Do đó quỹ tích điểm G là đoạn thẳng thỏa phương trình (*) với m G 
Quỹ tích trực tâm H xin dành cho bạn đọc. 


- 1-1 
a ’ b 


PHẦN 3.5 

ỨNG DỤNG HỆ TRỤC TọA ĐỘ VÀO VIỆ c 
CHỨNG MINH CÁC TÍNH CHẤT HÌNH HọC TRONG BÀI TOÁN 

HÌNH HỌC PHẲNG OXY. 

Ở phần này, chúng ta sẽ xét các bài toán trong tọa độ Oxy mà khi dựng hình 
ta lại “bắt gặp ” các tính chất hình học như vuông góc, song song, cạnh bằng 
nhau, góc bằng nhau, v.v... Và dĩ nhiên đôi khỉ việc chứng minh chúng bằng 
thuần túy hình học hay sử dụng công cụ vecto không phải lúc nào cũng thực 
hiện một cách tối ưu và triệt đế. Cách tốt nhất trong tinh huống này ta hãy “tạm 
quên đi hệ tọa độ Oxy ”, giữ lại các tính chất của hình học phang và bẳt đầu 
“đặt hệ trục tọa độ mới ” cho hình nhằm mục đích chứng minh các tính chất đó. 
Mời bạn đọc cùng theo dõi. 


BÀI TOÁN 3.5.1.Trong mặt phang tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A. 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên cạnh BC; D là điếm đổi xứng của B 
qua H; K là hình chiếu vuông góc của c trên đường thắng AD. Giả sử 
H(— 5;— 5),K(9',— 3) và trung điểm của cạnh AC thuộc đường thẳng 

X — +10 = 0 . Tìm tọa độ điểm A. 

{trích đề thi chính thức kì thi THPT Quốc Gia 2015 ) 
Hướng dẫn giải 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* Ta có ZAHC = ZCKA = 90° 

ZAHC + ZCKA = 180° 
tứ giác AHCK nội tiếp. 

Gọi I là trung điểm AC 

I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK 
IK = IH (*) 

Mặt khác Ied:x-y+10 = 0 =>I(t;t +10). 
Do đó 


(*) <=> HI 2 = KI 2 

<^(t + 5 ) 2 + 0 +15) 2 = 0 - 9 ) 2 + {t +13) 2 

<=> t - 0 => 1 ( 0 ; 10 ) 



* Đặt AB = a, AC = 1. Dựng hệ trục Axy như hình vẽ. 
Tacó 40;0),5(0;a),C(l;0) 


Ta có BH.BC = 7Í5 2 <=> 


BH AB 


a 


BC BC a 2 +ì 


BH = -^—-BC 


a +1 


H 


( A 1 

a 


a 




V 


2 7 ! ’ 2 . 1 
+1 +1 


7 


Ta có H là trung điểm BD => Z) 


í ^ -2 


2 a -ư + a 


V 


2 . 1 ’ 2.1 
ứ + 1 ứ + 1 


7 

n h 

và I 

— ;0 

) 

u J 


Nên < 


í 


IH - 


a 


2 1 
(2 -1 

2(a 2 + 1 ) ’ a 2 +1 


\ 


AD = 


y z*yu T 1) u TIy 

2a 2 -a+a 


\ 


"~2 71 ’ ,2 , 1 

ữ +1 ữ +1 


7 


Xét IH.AD = a ^ + =0=>IH.LAD 

(a 2 +ìf 


* 


Đường AD qua K(9; - 3) nhận IH — (—5;—15) = — 5(1; 3) làm vecto pháp 


tuyến có dạng là: l(x — 9) + 3 (32 + 3) = 0 <^> AD : X + 3y = 0 


9 

* A là giao diêm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 


x + 3y = 0 

X 2 +{y-\9) 2 =250 
(loại vì trùng K) 




y = 5 => X = -15 
y = -3 => X = 9 


suy ra A(-15;5) hay A(9;-3) 
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Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 


4-15;5) 


BAI TOAN 3.5.2 .Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD cỏ AD — 
2AB, gọi M, N lần lượt là trung điếm của cạnh AD, BC. Trên đường thắng MN 
lấy điếm K sao cho N là trung điếm của đoạn thắng MK. Tìm tọa độ các đỉnh A, 
B, c, D biết ẪT(5;—1), phương trình đường thắng chứa cạnh A c : 2x + y -3 = 0 

và điểm A cỏ tung độ dương. 

(trích đề thi thử tỉnh Bắc Ninh năm 2014) 
Hướng dẫn giải 



Dựng hệ trục Bxy như hình vẽ, Đặt cạnh AB = a > 0 => AD = 2AB = 2a 
Ta có: Ắ(0;a), C(2a;0), D(2a;a), K(a;—a) 


Mặt khác < 


ẢC — (2 a;-a) 


KD = (-a; -2 à) 


AC.KD = -2a 2 + 2a 2 = 0 =>AC 1 KD tại H. 


* 


* 


Gọi H = AC n KD. Do KD1AC: 2x + y - 3 = 0 => KD: X - 2y + m = 0. 
KD qua K(5; -1) => m = -7. Vậy KD: X - 2y - 7 = 0 


Tọa độ H là nghiệm của hê: < 



13 


2x + y-3 = 0 

X = — 

5 

(13 -lC 

<=> ^ 

=> H 

• 

•ị 

1 

ro 

1 

II 

o 

-11 

\ 5 5 J 

V 

y - V 



5 



* Ta có A e AC: 2x + y- 3 = 0=> A(a; 3 - 2a). 

3 —- 

Do A có tung độ dương nên 3 - 2a > 0=> a < — và KA = (a— 5; 4 — 2 a) 
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_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Mặt khác AK = KD = ịKH = ịd[K-,ÁCÌ = ị) 5 ' 2 , 1,1 3 

3 3 3 VĨTĨ 

r a — 1 (/?) 


= 2^5 


Suy ra 4ẪT 2 = 20 {a — 5) 2 + (4 - 2a) 2 = 20 ^ 


3 

21 ... a<-~. 
a = ^r(ỉ) 2 

5 


Vậy 4(1; 1). 

* Lại có 

4C 3/C 4C 34C 

/// _ HD _ IK _ 3 _ 4// _ AI + IH _ ^~ + ^~ _ ^r + ~iõ~ _ 4 
~HC~~HK~~CD~2^^4C~ AC 4C _ 4C ” 5 

f r 1 = 5fl3 ^ 

x c -l = — —-1 r 

Suy ra 4C =— 4//< =>< c => C(3;— 3) 

4 „ 1 = 5f-ll ^ U=-3 

T c -1 = -7 —1- -1 

l 4 V 5 J 

* Gọi I là tâm hình chữ nhật ABCD I là trung điểm AC và BD và 1(2;—1) 

Ta có ^- = ị=>CD = ịĩK^>\ D( 1; -3) I 7(2; ~ 1) > I B{ 3; 1) 

CD 2 3 1 1 


BÀI TOÁN 3.5.3 .Trong mặt phảng tọa độ Oxy, chohình vuông ABCD tâm ỉ, trên 
cạnh BC lấy điểm E (2; V2) sao cho EB = AI. Gọi M giao điểm giữa đường 

thẳng EI và AB. Đường tròn đường kính MD cắt BD tại K. Tìm tọa độ các đỉnh 
của hình vuông ABCD biết rằng phương trình đường thẳng AK 

là: (3 + 2v2)x — y = 0, B thuộc đường thẳng d : 4x — y — 8 = 0 và có hoành độ 
nguyên. 

{Trích đề thỉ thử số 2, Thử sức trước kì thỉ THPT Quốc Gia, Facebook: Group 

Toán 3K, năm 2015 ) 

Hướng dẫn giải 
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* 



Ta có đoạn ME lần lượt cắt các cạnh của AB, AC, BC của AABC tại M, I, E 
nên theo định Lý Ménélaus, 

Ta có: 


[Z AbTĨ rr, — ữ*s/2 

= -1 + V2 <=> MA = —= EB => M(— 

2 2 


EB_ ỈC_ MA MA _ MA 
EC IA MB ~ MB~ MA + AB 

* Be Ax, D e Ay => BD: — + T — \ <^> BD :x + y — a — 0 

a b 


; 0 ) 


Do K e đường tròn đường kính MD 

MKIDK^MKIBD^MK: x-y + m = 0. 

aTĨ 


MK qua M => m — 


2 

í 


. Do đó 



K = MK n BD =í> K 


2-V2 2 + V2 

a —:a --— 




V 


í 


AK = 


2-V2 2 + V2 

a - ——;a -—— 




V 


í 


và EK = 


J 


J 

- 42-2 2-V2 

a —-- :a --— 




V 


J 


* Xét AK.EK = 0 <0 AK _L EK => d[E; AK] = EK = V 3 

Tứ giác KEAB là tứ giác nội tiếp có góc KBA = góc KEA = 45° 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Nên AAKE vuông cân tại K. => AE = EK V 2 = Vó 

* Mặt khác AAEB có AE 2 = AB 2 + EB 2 => EB 2 = 2 (*) . Ta có B G d => B(b; 
4b - 8) (b G Z). 


Giải Phương trình (*) => b = 2 =>|B(2;0). 

-^2 —: 

Ta có 5C = —— EB 


2 


C(2;l) . Viết phương trình AB _L BC và AB qua B 


AB: y = 0 


AB n AK = A =>A(0; 0) và AB = CD => D{ 0; 2) 


tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là y4(0;0), B{ 2;0), C(2;l), D{ 0;2) 


BÀI TOÁN 3.5.4.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điểm 


r ? 

H(l;2) là hình chiêu vuông góc của A lên BD. Đỉêm M 


Í2V 
I2 J 


2 

là trung điêm 


của cạnh BC, phương trình đường trung tuyển kẻ từ A của ầADH là d: 
4x + y — 4 = 0. Viết phương trình cạnh BC. 

(Trích đề thi thử lần 2, THPT Triệu Sơn 5, Thanh Hóa, năm 2015) 

Hướng dẫn giải 



* Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ. Không mất tính tổng quát, đặt cạnh CD = 2, 
AD = 2a > 0. 

Khi đó tọa độ D(0; 0), A(0; 2a), C(2; 0), B(2; 2a), M(2; a). 


Ta có DH.DB = AD 2 => DH = 


AD 2 _ 4a 2 

DB \j4a 2 +4 


DH 


a 


DB a 2 +1 
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Suy ra DH = f DB <=> 


a +1 


a L +\ 


a 2 +\ 


.2a 


ứ 2 +l v+l 


Gọi K là trung điểm DH nên ta có tọa độ K 


2 3 

a a 


a 2 +Va 2 +1 


Xét 


AK = 


MK = 


a 2 -a 3 — 2a 
a 2 + l’ ữ 2 +l 

^ 2 o 

-a -2 -a 
a 2 +1 ’ ÍZ 2 +1 


AX.MX = —í— (-tf 4 - 2a 2 + ứ 4 + 2ữ 2 ) = 0 
a 2 +l v ’ 


AK -LMK 


* Phuơng trình KM: đi qua M 2; 3 và vuông góc với AN có phuơng trình: 

V 2 ) 

15 _ _ (1 A 

MK: X — 4y + -2- = 0 suy ra Toạ độ K 2-; 2 

2 V 2 7 

* Do K là trung điểm của HD nên D(0;2) 

Suy ra phương trình (BD): y - 2 = 0 

AH: X - 1 = 0 và A(1; 0) suy ra AD: 2x + y - 2 = 0 

* BC qua M và song song VỚĨAD nên BC: 2x + y - 12 = 0. 

Vậy phương trình thỏa yêu cầu bài toán là BC : 2x + y-12 = 0 


BÀI TOÁN 3.5.5. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình vuông ABCD có điểm 
E(l; 2) là trung điểm của cạnh CD. Gọi F là một điểm trên đoạn AC sao cho 
CF — 3AF. Biết phương trình đường thẳng chứa cạnh BF là X — 3y — 5 = 0. Viết 
phương trình đường thẳng AB. 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



Chúng ta sẽ tạm quên hết các dữ kiện về phương trình đang có được trong mặt 
phẳng Oxy, chỉ giữ lại các yếu tố về hình phẳng. 

Dựng hệ trục tọa độ mới Dxy như hình vẽ, đặt cạnh hình vuông bằng a (a > 0). 
Tọa độ hóa các điểm đã cho và xét EF.FB. 

(a 3a^Ị 


Khi đó ta có E = 


ra A 

f;0 

V2 ) 


B(a;a),F 


Nên ta có: EF = 


(-â 3a^Ị 
" T - 5 r 


V 


4 4 


FB = 


U’ 4 J 

( 3a a^Ị 


J 


V 


4 ’ 4 


EF.FB = 0 => EF 1 BE 


) 


* Do EF ± BF: x-3y-5 = 0=> EF: 3x + y + m = 0. EF qua E(l;2) => m = - 5. 
Vậy EF: 3x + y - 5 = 0. Ta có tọa độ F là nghiệm của hệ 

X — 3y — 5 = 0 


3x + y-5 = 0 


o 


* Ta có độ dài EF = 


MF = f = ^2 
iME = BC = 4 


X = 2 
y = -l 

ay/TÕ 



a/ĨÕ^> a = 4. Gọi M(x ; y) là trung điểm AB ta có: 


(x-1) 2 +(y-2) 2 = 16 ; 

Suy ra \ {Phân giải tỉêp xỉn dành cho bạn đọc) 

(x-2) 2 +(y + 1) 2 =2 


Suy ra Mj (l;2)hayM 2 í 


17-6 
5 ’ 5 


* THI: AB qua M 1 (l; 2) nhận MjE = (0; 4) làm VTPT có phương trình: y + 2 = 0 
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* 


TH2: AB qua M 


í 17 -6 ì 


nhận M,E = 
• 1 


^—12 16^1 


làm VTPT có phương 


^5 ’ 5 ) 

trình: 3x - 4y + 15 = 0. 

Vậy phương trình đường thẳnglà AB : y + 2 = 0 hay AB: 3x - 4y +15 = 0 


BAI TOAN 3.5.6. Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho hình thang ABCD vuông tại A 
và D(2;2), cạnh CD — 2AB. Gọi H là hình chiếu của D lên cạnh AC và M là 
trung điểm HC. Biết rằng phương trình đường thẳng DH: 2x + y — 6 — 0 và 
đường thẳng BM: 4x + 7y — 61 — 0. Tìm tọa độ các đỉnh A, B, c của hình thang 
ABCD. 

Hướng dẫn giải. 


(DH): 2x +y- 6 = 0 

D(2; 2) c 



* Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ (DC _L AD). 

Gọi Hi, IỈ 2 lần lượt là hình chiếu của H lên tia Dx, Dy. 

* Đặt độ dài cạnh AB = a ( a > 0 ) =>CD = 2AB = 2a. 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Và độ dài cạnh AD = b = ka (k > 0). 
* Ta có AADC ± D có đường cao DH: 


1 


1 . 1 
H- 1 


DH 2 = 


DA 2 .DC 


2 _ 2 


4k a 


DH 2 DA 2 DC 2 “ DA 2 +DC 2 k 2 +4 
* Trong ACHD ± H có HHi là đường cao có DHi.DC = DH 2 (hệ thức lượng trong 
A vuông) 


Suy ra 


* Tưong tự với AAHD _L H có HTk là đường cao 

* Ta có tọa độ của các điểm là D(0; 0), C(2a; 0), B(a; ka), 

{ '■»1,2 /II, ~\ 




H 


2k 4k 

a: r— a 


V 


k 2 +4 ’ k 2 +4 


) 


Do M là trung điểm HC => M 


í 


2k 2 +4 2k 


A 


a: 


k 2 +4 ’ k 2 +4 


a 


V 




* Do đó, DM = 


í 


V 


2k 2 + 4 _ 2k 

~T~j -r T~ỹ -7 

k 2 +4 k 2 +4 


A 


a 


) 


í 


và BM = 


k 2 -k 3 - 2k 
a:——-— a 


\ 


V 


k 2 +4 ’ k 2 +4 




—— —— (2k + 4) k + 2k(—k —2k) 

Xét : DM.BM =- ——— - - a = 0 ^>DM _LBM (đpcm) . 

k 2 +4 

* DM _L BM => (DM): 7x - 4y + m = 0, (DM) qua D(2; 2) => m = - 6 
=> (DM): 7x-4y-6 = 0 
Ta có M = DM n BM => tọa độ M thỏa hệ: 

22 

— f223A 


4x + 7y-61 = 0 
7x-4y-6 = 0 


X = 




y 


5 

31 


M 


l 5 ’ 5 J 


Mặt khác AC 1 DH =ỉ> (AC): X - 2y + n = 0, (AC) qua M(y; y) 


n = 8 => (AC): X - 2y + 8 = 0 


A 22. 


Ta có H = AC n DH => tọa độ H(ỹ y). Do M là trung điểm HC =>C(8; 8) 


* AD qua D (2; 2) nhận DC = (6; 6) làm vecto pháp tuyến có dạng : 

6(x - 2) + 6(y - 2) = 0 <=> (AD): X + y - 4 = 0. 
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Tương tự ta có A = AD n AC =>A(0; 4) 

* Lại có CD = 2AB DC = 2AB (phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc ) 

=> B (3; 7) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là Á(Oi 4), B(3i 7) và C(8i 8) 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Chương 4. PHẨN TÍCH & HƯỚNG DÂN GIẢI CHI TIẾT 
CÁC BÀI TOÁN HÌNH HỌC TRONG MẶT PHANG 
OXY ĐÃ THI ĐẠI HỌC - CAO ĐẲNG 
(từ năm 2002 đốn năm 2015) 

Trong chương 4 này, dựa trên kiến thức đã tổng hợp ở chương 1, 
phương pháp, kỹ năng, kinh nghiệm đã giới thiệu ở chương 2 và 3, tác 
giả phân tích tìm lời giải cũng như hướng dẫn giải chỉ tiết đề thi Đại Học 
- Cao Đẳng từ năm 2002 đến 2015 nhằm mục đích giúp các bạn cỏ thể 
“cọ xát” và “làm quen” với một đề thi chính qui cỏ tính phân loại cao. 
Đe tiện cho việc theo dõi, xin được trình bày các bài toán dưới đây theo 
tiến trình thời gian và cũng cần lưu ỷ trong các đề thỉ từ năm 2002 đến 
năm 2008 có kèm thêm đề dự bị của Bộ GD&ĐT. 

Đe thỉ dự trữ (hay còn gọi là đề dự bị) chỉ có từ năm 2002 đến 2008. 
Ke từ năm 2009 trở đi Bộ GD&ĐT không công bổ đề dự bị nữa. Cột mốc 
năm 2009 đánh dấu cho một sự thay đôi lớn trong cải cách Giáo dục với 
việc một bộ Sách giáo khoa mới gồm 2 chương trình Cơ bản và Nâng cao 
ra đời vì vậy đề thỉ trong các năm từ 2009 đến 2013 cũng có 2 phần 
tương ứng để thí sinh lựa chọn. Đến năm 2014, theo xu hướng kết hợp kì 
thỉ 2 trong 1 (vừa xét tốt nghiệp THPT vừa xét vào các trường Đại học - 
Cao Đẳng), đề thi không còn “phần cơ bản ” và “phần nâng cao ” nữa. 
Đặc biệt trong lần hợp nhất hai kì thi tốt nghiệp THPT và kì thi tuyển 
sinh Đại Học - Cao Đẳng thành kì thỉ THPT Quốc Gia 2015, đề thi cũng 
cỏ nhiều thay đối. Không còn nhiều khối thi mà thay vào đó chỉ có còn 
mọt bài thỉ môn Toán duy nhất. 

Đặc biệt, nếu ôn tập theo đủng chương trình giảm tải và cẩu trúc mới 
của đề thi THPT Quốc Gia thì các bạn có thể không cần xem kỹ các phần 
Hypebol và Parabol (bởi phần này thuộc phần nâng cao). 


CÂU 1 (CHÍNH THỨC - ĐH A2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC vuông tại A, phưong trình đường thẳng BC là 

v3x - y - v3 = 0 , các đỉnh A và B thuộc trục hoành và bán kính đường 
tròn nội tiếp bằng 2. Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC. 
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■ Đặt vân đê : Chúng ta có thê thây năm 2002 là năm đâu tiên mà một kì 
thi “ba chung” được tiến hành dưới sự chủ trì của Bộ GD&ĐT, nếu so 
sá nh với các đề thi những năm gần đây trong giai đoạn từ 2010 đến 2014 
thì đề thi ở mức tương đương nhau, các vấn đề mà đề thi đề cập đến rất 
đa dạng, nhưng xoay quanh các câu hỏi như “tìm tọa độ điểm, viết 
phương trình đường thẳng, đường tròn, các đường conic hay bài toán liên 
quan đến cực trị trong hình học phang , v,v...”. Trong câu 1 này, đề bài 
yêu cầu tìm trọng tâm G của tam giác ABC. Nhưng có lẽ khó khăn nhất 
mà các bạn phải trải qua chính là việc khai thác bán kính đường tròn nội 
tiếp tam giác như thế nào ? Mời các bạn xem lời giải! 

■ CÁCH 1 : Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ Oxy 

© Nhận xét: Tọa độ của điểm A và B đều thuộc trục hoành, do ÀABC _L A 

nên c là hình chiếu của A lên trên trục hoành. Có rất nhiều thuận lợi cho 

• • • 

việc giải bài toán này khi ta kèm vào hệ trục tọa độ. 



© Ý tưởng: 

Để tìm tọa độ G —» dùng công thức trọng tâm —» phải tìm được tọa độ 
của 3 điểm A, B, c. 

Toa đô của điểm B là tìm đươc dễ dàn 2 nhất do nhân xét B = BC n Ox. 



Đên đây ta thây răng do A € Ox —» tham sô hóa diêm A và vì A là hình 
chiếu của c lên Ox (do AABC vuông tại A) => XA = Xc. Lại có c E BC 
—» biểu diễn tọa độ c theo tọa độ A. 

Để khai thác bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC —» ta dùng công 
thức diện tích với lưu ý: 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


O _ ^ AD AP_ AB BC ■*" CA . _ 

s,.™ = — AB.AC =---r với r = 2. 


AABC 


B(l; 0) 


2 2 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có BC n Ox = B => tọa độ B là nghiệm của hệ 

xV3-y-V3 =0 fx = l 

<=>í " 

y = 0 Ly = 0 

* Do A E Ox => A(a; 0). 

Do A là hình chiếu của c lên trục hoành => Xc = XA = a. 

Lại có c e BC: xV3-y-V3=0^ y c = a Vã - Vã ^ C(a; a Vã - Vỹ) 

* Ta có G là trọng tâm ÀABC 


X G = 


X A + X B + X C 2a + l 


í 


v ^yA+y B +yc V 3 (a- 1 ) 

y G 3 3 


G 


2 a + l V 3 (a- 1 ) 

I ? - 


\ 


V 




* Ta có ị 


AB=|a-l| 

AC = V3 I a -11. Mặt khác, s 
BC = 21 a-11 


AABC 


1 . AB + BC + CA 

= — AB.AC =--——-r 


Suy ra: 


r = 


1)2 = 2 «1 a - 11 = 2 { 4 Ĩ + 1 ) o 

AB + BC + CA (3 + V 3 )|a-l| 


a = 2 %/ 3+3 
a = - 2 V 3 -l 


Suy ra: 


í 


G, 


7 + 4V36 + 2V3 

^ 1 ^ 


\ 


V 




G 


í 


V 


-4V3-I -6-2V3 

~ T 1 I = ” 


\ 




Vậy điểm G thỏa yêu cầu bài toán là 


í 


G, 


7 + 4V3 6 + 2V3 

I 5 T ~ 




V 


) 


G 


í 




-4V3-I -6-2V3 

^ 1 ^ 






CÁCH 2: BC: xV 3 -y-V 3=0 => y = xV 3 -V 3 
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/3 X - y^/3 = 0 

> c 


A 


ix=a 

© Nhận xét : mỗi một đường thẳng có dạng y = kx + m đều tạo góc với trục 


hoành. Một trong sô những trường hợp đặc biệt đó chính là khi 


Í+V3 , ì _ 

k E < —— , ± v3 ,±1 > thì tưong ứng với các góc 30°, 45°, 60°. 


© Y tưửng: 

Tương tự cách 1, ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm B = BC n Ox và thiết 
lập trọng tâm G theo tọa độ a. 

Ở đây ta có thể khai thác r = 2 = d[I;AB] = d[I; Ox] = |yi| (khoảng cách từ 
1 điểm đến trục hoành bằng trị tuyệt đối tung độ của điểm đó và ngược lại) 


Từ hệ sô k ta suy ra góc hợp giữa BC và BA là 60° => góc hợp giữa phân 
giác BI và BA bằng 30° —» viết phương tr ình BI —» tìm được tọa độ I. 


_ Ta có AC: X = a nên nêu xét d[I; AC] = 2 => tìm được a —»tìm được G. 

► Hướng dẫn giải cách 2: Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
* Ta có BC n Ox = B => toa đô B là nghiệm của hệ 



* Do A E Ox => A(a; 0). Do A là hình chiêu của c lên trục hoành 
=> Xc = XA = a => AC: X - a = 0 

Lại có c E BC: x>/3 -y- V3 = 0 => y c = aV3 - V3 => C(a; aV3 - V3) 

* Ta có G là trọng tâm AABC 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


X G = 


X A + X B + X C 2 a + l 


v = yA+y B +yc V 3 (a- 1 ) 

y G 3 3 


G 






2 a + l V 3 (a- 1 ) 

_ 5 _ 


\ 


7 


* BC có hệ số góc là kBc = yỊs = |tan(BC; Ox)| 


CBA = 60° 
CBA = 120° 


Do À ABC _L A => CBA là góc nhọn => CBA = 60° 

=> Đường phân giác trong BI có dạng: y = tan30°(x - xb) + ỴB 

Suy ra BI: y = —j=(x -1). 

Vã 

* Do I là tâm đường tròn nội tiếp ÀABC và A, B thuộc Ox 
d[I; AB] = r = 2 <=> d[I; Ox] = 2 

y T = 2 —^ Xj = 1 + 2V3 Ỉ! (1 + 2V3; 2) 

y l = -2 —Xj = 1 - 2 Vã => l 2 (1 ■- 2 Vã; -2) 

* THI: Nếu A và o khác phía đối với B => XI = 1 + 2\f3 

, ỊT 7 + 4 V 3 6 + 2 V 3 

Suy rad[Ip AC] = 2 -Cí> a = 3 + 2 V 3 Gj - -2 -—; Ệ -— 

V 3 3 ) 

* TH2: Nếu A và o cùng phía đối với B => XI = 1 - 2 V 3 

r -\-AS - 6 - 2 V 3 3 


Suy ra I Yị 1= 2 <=> 


Suy rad[I 2 ; AC] = 2 a = -1 - 2V3 => G 


V 


) 


Vậy điểm G thỏa yêu cầu bài toán là 


í 


G, 


7 + 4V3 6 + 2V3 

- _ — 




V 




G 


í 


V 


-4V3-I -6-2V3 

I 5 _ 




) 


Lòi bình: Rõ ràng việc khai thác hệ trục tọa độ Oxy kèm vào hình vẽ 
giúp ích cho ta rất nhiều trong quá trình giải bài toán này. Việc khai thác 
theo cách thứ 2, tuy dài hơn, nhiều trường hợp hơn nhưng lại cho ta thấy 
một hướng khai thác khác của tâm đường tròn nội tiếp tam giác ở khía 
cạnh lập đường phân giác, tâm nội tiếp cách đều ba cạnh và đặc biệt khai 
thác hệ số góc của một đường thẳng là như thế nào ? Có thể với bài toán 
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này, bạn chưa thê vận dụng nó một cách tôi ưu có thê nhưng ở những bài 
sau biết đâu lai làm nên chuyên. 


CÂU 2 (CHÍNH THỨC - ĐH B2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

' . . 4 _ _ (\ \ , * _ * ’ s 

cho hình chữ nhật ABCD có tâm I — ;0 , phương trình đường thăng 

v2 J 

AB là X — 2y + 2 — 0 và AB = 2AD. Tìm tọa độ các đỉnh A, B, c, D 
biết đỉnh A có hoành độ âm. 


■ Đặt vân đê : So với đê thi Đại học - Cao Đăng 2002 của khôi A và D, 
thì phần hình học phang Oxy của khối B có vẻ “nhẹ thở” hơn rất nhiều. 
Bạn sẽ không gặp quá nhiều khó khăn trong việc tìm lời giải cho bài toán 
này vì dạng hình chữ nhật có rất nhiều yếu tố để ta có thể tận dụng và 
khai thác. Vậy đó là những yếu tố nào ? Mời các bạn xem lời giải. 



■ CÁCH 1; Tính khoảng cách từ I đến đường AB. 

© Ý tưửng: 

_ Trong 4 điểm A, B, c, D cần tìm thì điểm A và B là có thể tìm dễ dàng 
hem vì A, B E AB, và xét thấy ta cũng không cần phải đặt ẩn cho c và 
D bởi lẽ khi tìm được A và B thông qua tâm I —» tọa độ c và D. 

_ Vấn đề đặt ra lúc này là tìm tọa độ điểm A và B bằng cách nào ? Ta có 
thể xét A,B trong sự tương giao giữa các đường với nhau. Ở đây ngoài 
việc A, B e AB, ta còn thấy A và B đang thuộc đường tròn ẩn mình (C) 
tâm I bán kính IA —» làm sao tính LA ? 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Đê tính IA tât là đã liên quan đên độ dài —» nghĩ ngay đên khoảng cách 
—» trong bài này hiện tại miễn cưởng ta chỉ có thể tính được d[I; AB] 

—» vậy chúng có liên hệ gì với nhau ? —»AD = 2d[I; AB] và IA = 2 “ và 

AB = 2AB và BD là cạnh huyền trong AABD —» liên kết chúng lại ta tính 
được độ dài IA. 

Giải hệ giao giữa đường thẳng AB và đường tròn (C) —»tìm được A và B. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* lị - 2 - 0 + 2 l _____ r- 

* Ta có: d[I; AB] = 2 = -tẸ- => AD = 2d[I; AB] = V5 

vl 2 + 2 2 2 

=^> AB = 2 V? => BD = 5 


RD s 

* Ta có I là tâm hình chữ nhật ABCD => LA = -r- = ^ 


* 


{A; B} = AB n (C), trong đó (C) là đường tròn tâm I bán kính IA = 5 => 
Tọa độ A và B thỏa hệ: 

x-2y + 2 = 0 



(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 


=> 


A(-2;0),B(2;2) 

A(2;2),B(-2;0) 


Do A có hoành độ âm nên ta nhận A(-2;0), B(2;2) 


* Vì I là trung điểm của BD và AC => C(3; 0), D(-l; -2) 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


A(-2; 0), B(2; 2), C(3; 0), D(-1; -2) 

■ CÁCH 2: Viết phương trình hai đường chéo AC và BD. 

© Ý tưởng: 

Tương tự ý tưởng từ cách 1, nhưng lần này ta sẽ sự tương giao giữa hai 


đường thẵng AB và AC —» viết phương trình đường AC ? 

Muốn viết phương trình đường thẳng A ? (Mời các bạn xem lại chương 2 
- chủ đề 2 nhé!) —» Gọi phưong tr ình AC qua điểm I và có véctơ pháp 

tuyến n = (a; b). Như vậy ta chỉ phải thiết lập 1 phương trình có chứa 

đựng quan hệ a và b —» ta có thể vận dụng kỹ thuật dùng khoảng cách 
hoặc góc ở đây. 
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Một nhận xét quan trọng AB = 2AD (cũng chính là gợi ý của đê) —» ta 
tính được góc giữa AC và AB. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi phương trình AC qua I nhận n AC = (a;b),(a 2 +b 2 >0)làm vtpt có 
dạng: AC: a(x - ^-) + b(y - 0) = 0 

* Ta có AB = 2AD = 2BC => tanBAC = = ị 

AB 2 


cos BAC = 


1 _ 2 
Ặ + (tan BAC) 2 


* 


2 


-► - ► - ' - ' > 

Ta có cosBAC =1 cos(AB; AC) 1=1 cos(n AB ;n AC ) 1= — 7 = với n^n^lân 


v5 


r 

lượt là véctơ pháp tuyên của AB và AC. Do đó ta có 


a-2b 


2 


<=> (a -2b) 2 = 4(a 2 + b 2 ) -Cí> 3a 2 + 4ab = 0 (*) 


VJ.Va 2 +b 2 -s/5 

* Nhận xét b = 0, (*) => a = 0 (loại). Với b Ỷ 0, ta chọn b = -3 nên (*) 

a = 0 
a = 4 


<=> a 2 -4a = 0 <=> 


* Với a = 0 => AC: y = 0. 

Tương tự ta có A = AC n AB => A(-2; 0) (nhận). 

Do I là trung điểm AC => C(3; 0) 

* Với a = 4 => AC: 4x - 3y - 2 = 0. Ta có A = AC n AB => A(2; 2) (loại 
vì A có hoành độ âm). Do BD và AC cùng qua I và tạo với AB một 
góc bằng nhau nên nếu AC: y = 0 => BD: 4x - 3y - 2 = 0. 

Do đó BD n AB = B => B(2; 2) và vì I là trung điểm BD => D(-l; -2) 
Vậy tọa độ điếm thỏa yêu cầu bài toán là 
A(-2; Ó), B(2; 2), C(3; 0), D(-1; -2) 

■ Lòi bình: Qua bài này ta rút ra một số kinh nghiệm, 

Một là, việc xét tọa độ của các điểm cần tìm theo “sự tương giao” giữa 
các đường là một cách làm khá hay. Điều này dẫn đến việc kiến thức 
tổng họp của việc lập phương trình đường thẳng (cách 2) và phương tr ình 
đường tròn ân mình (cách 1). 
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Hai là, một bài toán là hội tụ của rất nhiều kiến thức từ góc, khoảng cách 
cho đến các tính chất hình học ẩn sau trong hình mà đề bài cho. Với 
những bài toán cho dạng hình tứ giác mà điển hình là “hình bình hành, 
hình thoi, hình chữ nhật, hình vuông” thì các bạn cũng cần lưu ý đến việc 
đi tìm giao điểm hai đường chéo (nếu chưa có). 

Ba là, với dạng hình chữ nhật này khi bài toán cho quan hệ giữa chiều 
dài và chiều rộng thì ta có thể khai thác nó theo 3 hướng đó là: tính diện 
tích, tính khoảng cách,tính góc. 


CÂU 3 (CHÍNH THỨC - ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho elip (E):y—+ -^-= 1. Xét điểm M chuyển động trên tia Ox và 

điểm N chuyển động trên tia Oy sao cho đường thẳng MN luôn tiếp 
xúc vói (E). Xac định tọa độ M, N để đoạn MN có độ dài nhỏ nhất. 
Tính giá trị nhỏ nhất đó. 


■ Đặt vấn đề : Chủ đề max - min, cực trị trong hình học phẳng cũng là 
một chủ đề khá hay và mặc dù xét trên tổng thể những câu ra thi đại học 
những năm gần đây thì không thường xuyên được ra. Nhưng mỗi lần câu 
hỏi về “lớn nhất, nhỏ nhất” xuất hiện bao giờ cũng tạo nên sự bất ngờ 
cho người làm bài. Có thể vì không chưa chuẩn bị tốt chưa đó hoặc câu 
hỏi khá là “xoáy”. Với chủ đề tìm giá trị lớn nhất - nhỏ nhất trong bài 
toán cực trị hình học phẳng thì ta nên tiếp cận như thế nào ? Có thể có 
những cách nào để giải quyết bài toán trên. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét: về bản chất, câu 
hỏi này đang muốn kiếm tra 
người học về nội dung “tiếp 
tuyến của Elip” (đây là nội 
dung nằm trong “chuông trình 
giảm tải” nên có thể các bạn 
sẽ không giải được nó bằng 
kiến thức đã học ở Phổ Thông 
hiện nay. Tuy vậy, xét theo 
một góc độ nào đó, chúng ta 
có thể quan tâm đến câu hỏi 
“■giá trị nhỏ nhất của đoạn 
MN”. 


/ 

N 

V 



\ 0 

4 ) M ^ 
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© Y tưởng: 

_ Do đề yêu cầu tìm M, N thỏa mãn MN ngắn nhất —» ta tìm biểu thức biểu 
diễn đoạn MN (nếu là 1 ẩn thì có thể dùng khảo sát hàm, nếu là 2 ẩn trở 
lên thì vận dụng BĐT Cauchy, BĐT Bunyakovsky, v,v...) 

_ Trước tiên ta xây dựng dạng của phương trình đường MN theo hai hướng: 

+ Hướng thứ 1, do M €E Ox, N €E Oy => MN là phương trình đoạn chắn 2 
trục tọa độ. 

+ Hướng thứ 2, gọi T(x 0 ; y 0 ) thì tiếp tuyến MN của (E) tại T là 

Ị yy 0 _ 1 

16 9 

_ Neu theo hướng thứ 1, ta có thể dùng điều kiện tiếp xúc giữa MN và (E) 
để giải —» MN —» Ở đây ta có thể vận dụng bất đẳng thức Cauchy hoặc 
bất đẳng thức Bunyakovsky để giải tiếp. 

_ Nếu theo hướng thứ 2, thì ta biểu diễn được tọa độ M, N theo tiếp 
điểm T —» Tính được độ dài MN theo Xo, y 0 . (tương tự như hướng thứ 
1, ta có thể vận dụng BĐT Cauchy hoặc Bunyakovsky để giải ). Mời 
các em xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* M E Ox => M(m; 0), N E Oy => N(0 ; n) (với m, n > 0) => MN là 

, X y 

phương trình đoạn chăn hai trục tọa độ Oxy có dạng: MN: —h — = 1 

m n 


* Điều kiện để MN tiếp xúc với elip (E) khi và chỉ khi 16 ——- + 9—r = 


* Áp dụng bất đẳng Cauchy cho hai số không âm. 


Ta có MN 2 = m 2 +n 2 = (m 2 +n 2 ) 


2 ' „ 2 

m n 


2 2 

= 25 + 16-—T- +9—y- > 25 + 2 VĨÃ 9 = 49 
m n 


9 

Suy ra MN > 7. Đăng thức xảy ra 


16n 2 9m 


OẰ m 2 + n 2 =49 
m > o.n > 0 


m = 2V7 ÍM(2V7;0) 
n = V2Ĩ I N(0; V2Ĩ) 
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(Lưu ý: Nếu vận dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có thể trình bày 


như sau: MN 2 = m 2 + n 2 = (m 2 + n 2 ) 


f 16 9 ^ 


( 4 3) 

1 1 ọ 

> 

m-b n — 

vm n ) 


( m n J 


= 49 


7 

Suy ra MN > 7. Đăng thức xảy ra 


4 3 

m: — = n: — 

m n 

<1 m 2 + n 2 = 49 


m > 0. n > 0 


m = 2^7 
n = V 2 I 


M(2^;0) 

N(0;V2Ĩ) 


Vậy yêu cầu bài toán tương đương với M(2\lĩ:0i, N(0; V 2 Ĩ), MN lnjn = 7 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi T(x 0 ;y 0 ) là tiếp điểm. Ta có phương tr ình tiêp tuyến tại điểm T của 

(E) có dạng: MN: ^ L + ^ L = 1 

16 9 

* Do M, N lần lượt thuộc tia Ox, Oy => M 


í 16 nì 


f 9 ì 

—;0 

,N 

0; — 

l x 0 J 


l y 0 J 


A/rxĩ 2 _ 16 2 , 9 2 
MN = —- + - 


2 '2 

x y, 


o 


o 


* 


Mặt khác do T E (E) 


2 2 

-^ + ^- = 1 nên MN 2 = 
16 9 


( 16 2 , 9 

~ 2 + ~2 

v x 0 y o J 


2 \ _ 2 __ 2 \ 

w x n V ' 

V 16 9 J 


Suy ra MN =25 + 16 


? ^ _ V ^ X ‘ 

2 ^ c , ì r J o _|_ ọ o 


X 


o 


y 


. (Tương tự như cách 1, khi vận dụng 


o 


BĐT Cauchy hoặc BĐT Bunyakovsky) => MN > 7. 

8 

Xo= 77 

3^3 


7 

Đăng thức xảy ra <^> 


y 0 = 


>/7 


Vậy yêu cầu bài toán tương đương với M(2a/7; 0), N(0; SỈ2Ĩ), MN mm = 7 


■ Lòi bình: Với những bài toán liên quan đến max - min cực trị trong hình 
học phẳng có thể có 2 hướng đi dễ thấy nh ất 
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Một là, biểu diễn các giá trị theo một ẩn hoặc nhiều ẩn cho trước, (nếu 
biểu thức chỉ có 1 ẩn thì ta có thể linh động sử dụng công cụ tìm GTLN - 
GTNN của hàm số, nếu là đa ẩn (từ 2 ẩn trở lên) thì cách tốt nhất vẫn là 
vận dụng các BĐT Đại số như BĐT Cauchy, BĐT Bunyakovsky và các 
BĐT khác. 

Hai là, trường hợp không lập được biểu thức biểu diễn giá trị theo một 
ẩn nào đó thì ta có thể vận dụng tính chất của các BĐT trong hình học, 
muốn vậy thì hình vẽ đóng vai trò rất quan trọng cho việc xây dựng BĐT 
hình học đó. (phần này mời bạn đọc xem lại chủ đề 5, chưong 2 để hiểu 
rõ hơn). Tuy nhiên trong bài này thì chúng ta đi theo hướng lập biểu thức 
để tìm giá trị lớn nhất là hợp lý 


CÂU 4 (Dự BỊ 1 - ĐH A2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 
đường tròn (Cj): X 2 +y 2 -lOx = 0, (C 2 ):x 2 +y 2 +4x-2y-20 = 0 

a) Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của (Ci), (C 2 ) 
và có tâm nằm trên đường thẳng có phương trình X + 6y - 6 = 0. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (Ci) và 

(C 2 ). _ _ 

■ Đặt vấn đề : Viết phương trình “tiếp tuyến chung của hai đường tròn” là 
một trong những chủ đề thường gặp trong các đề thi đại học bởi lẽ nó 
“chạm đến” những vấn đề liên quan như “vị trí tương đối giữa đường 
thẳng và đường tròn”, “lập phương trình của một đường thẳng”, v,v... 
Với chủ đề này thì có thể có những cách thức tiếp cận nào ? Và có thể có 
một phương pháp tổng quát để giải dạng toán này không ? Mời bạn đọc 
cùng theo dõi. 

a. Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của (Ci), (C 2 ) và có 
tâm nằm trên đường thẳng có phương trình X + 6y - 6 = 0. 

© Nhận xét: trước khi giải bài toán này, bạn cần lưu ý việc “xét vị trí 
tương đối giữa hai đường tròn” với mục đích dựng hình và phân tích tìm 
lời giải. 

0 Ý tưởng: 

_ Khi xét vị trí tương đối giữa hai đường tròn ta phát hiện “(Ci) và (C 2 ) cắt 
nhau tại hai điểm phân biệt”. 

_ Để lập phương trình đường tròn đi qua 2 giao điểm đó ta có thể thực hiện 
theo các hướng sau: 
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+ Hướng thứ 1: tìm giao điểm {A,B} = (Ci) n (C 2 ) —> Gọi I(a;b) là tâm 
đường tròn cần tìm —» giải hệ hai phương trình gồm : IA = IB = R (1) 
và I E X + 6y - 6 = 0 (2) —» tìm được tâm I —» tính bán kính R. 

+ Hướng thứ 2: tìm giao điểm {A,B} = (Ci) n (C 2 ) —> Gọi I(a;b) là tâm 
đường tròn cần tìm —» Gọi dạng phương trình khai triến của đường tròn 

(C): X 2 +y 2 -2ax-2by + c = 0,1(a;b), R = Va 2 +b 2 -c —» giải hệ ba 

phương trình gồm: A E (C) (1), B E (C) (2), lEx + 6y-6 = 0=> Tìm 
được a, b, c => I và R. 

+ Hướng thứ 3: do (Ci) và (C 2 ) cắt nhau nên ta vận dụng “phương trình 
chùm đường tròn qua các giao điểm của (Ci) và (C 2 ) là 

m(x 2 +y 2 — 10x) + n(x 2 +y 2 +4x —2y —20) = 0, m 2 +n 2 >0 —» biểu 

diễn tâm I của đường tròn theo mvàn—»lEx + 6y-6 = 0—» tìm được 

quan hệ f(m,n) = 0 (dựa vào điều kiện m 2 + n 2 > 0) —» chọn m (hoặc n) 
tùy ý để suy ra phương trình đường tròn. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* (Ci)cótâm Ij (5; 0), Rj =5 và(C 2 )có I 2 (-2;1),R 2 = 5. 

I R 1 -R 2l=0 

Xét < R t +R 2 = 10 =>| Rj -R 2 1< IjI 2 < Rj +R 2 => (Ci) cắt (C 2 ) tại hai 

1,1,= 5 ^ 

điểm phân biệt A, B. 

* {A,B} = (Ci) n (C 2 ) => tọa độ A, B thỏa hệ phương trình: 

I x 2 +y 2 —10x = 0 A(l;-3), B(2; 4) 

V + y 2 + 4x - 2y - 20 = 0 L A ( 2 ; 4 )’ B(l; -3)' 

Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn |A(l;-3) và B(2;4) 

* Gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm ta có: I E À: X + 6y - 6 = 0 
=> 1(6 - 6m; m) 

__ - _ . .. AI = (5-6m;m + 3) 

Do đó, ta có AI = BI = R <z> AI 2 = BI 2 với ^ 

BI = (4 - 6m; m - 4) 

Suy ra (5 - 6m) 2 + (m + 3) 2 = (4 - 6m) 2 + (m - 4) 2 m = -1 

í 1(12;-1) 

ì R = 5 V 5 
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* Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): (x -12) 2 + (y +1) 2 = 125 

Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): (x-12) 2 +(y + l) 2 =125 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Tương tự như cách 1 ta có (Ci) cắt (C 2 ) tại hai điểm phân biệt A, B. 

* {A,B} = (Ci) n (C 2 ) => tọa độ A, B thỏa hệ phương trình: 

I x 2 +y 2 -10x = 0 A(1;-3),B(2;4) 

' X 2 + y 2 + 4x - 2y - 20 = 0 |_ A ( 2 ; 4 )> B(l; -3) ■ 

Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn A(l;-3) vả B(2;4) 

* Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng : 

X 2 +y 2 -2ax-2by + c = 0, I(a;b), R = Va 2 +b 2 -c 

* Ta có 

A £ (C) 1 + 9 — 2a + 6b + c = 0 —2a + 6b + c = —10 a = 12 

< B G (C) ++ < 4 +16 - 4a - 8b + c = 0 ++ < -4a - 8b + c = -20 <=>< b = -l 

I e À a + 6b - 6 = 0 a + 6b = 6 c = 20 

< V V V 

í 1(12;-1) 

^|r = 5V5 

Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): (x-12) 2 +(y + l) 2 =125 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Phương trình chùm đường tròn qua các giao điểm của (Ci) và (C 2 ) là: 

(C) :m(x 2 +y 2 — 10x) + n(x 2 +y 2 +4x-2y-20) = 0, (m 2 +n 2 >0) 

++ (m + n)x 2 + (m+ n)y 2 + (4n -1 Om) X- 2ny — 20n — 0 

2 2 4n - lOm 2n 20n 

X +y +—— -X-—y-—— = 0 

m + n m + n m + n 

(Sin — 2n n A 

=>(C)cótâmI -- — 

y m + n m + ny 

* Mặt khác, tâm IeÀ:x + 6y-6 = 0=>m = - 2n. 

Nhận xét n Ỷ 0 (do m 2 + n 2 > 0) nên ta chọn n = 1 

Suy ra m = -2. Vậy phương trình (C): X 2 + y 2 — 24x + 2y + 20 = 0 
Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: 
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■ Lòi bình cho câu a: Qua câu a này, ta rút ra một số nhận xét sau: 

Một là, rất nhiều bạn sẽ chọn cách giải thứ 2 để giải quyết bài toán này, 
về hình thức thì cách 1 và cách 2 có khác nhau đôi chút nhưng nội dung 
vẫn vậy, vẫn dựa trên cơ sở tìm giao điểm giữa hai đường tròn. Có điều ở 
cách 2 thì việc tính toán có phần nhẹ nhàng hơn. 

Hai là, phương trình chùm đường tròn không nằm trong chương trình 
học của sách giáo khoa hiện hành, nên nếu bạn sử dụng nó, bạn bắt buộc 
phải chứng minh công thức trên. Thường thì ta nên chọn cách 3 này để 
kiểm tra nhanh đáp số và đặc biệt ưu điểm của cách 3 có thể thấy ngay 
là không phải giải tìm giao điểm giữa hai đường tròn (Ci) và (C 2 ). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (Ci) và (C 2 ). 



© Nhận xét: Như nhận xét ở chủ đê 2 (“viêt phương trình đường thăng”) 
thì bản chất của tiếp tuyến thật ra cũng chỉ là một đường thẳng —» cũng 
cần phải hội đủ các yếu tố như đi qua một điểm và nhận một véctơ nào 
đó làm véctơ pháp tuyến (hoặc véctơ chỉ phương). 

0 Ý tưởng: 

Do hai đường tròn (Ci) và (C 2 ) cắt nhau tại hai điểm A và B —» có 2 tiếp 
tuyến cần tìm. 

Tiếp tuyến chưa đi qua điểm nào ? và cũng chưa có véctơ pháp tuyến 
hoặc véctơ chỉ phương. Vì vậy ta có thể triển khai theo hai hướng sau: 

+ Hướng thứ 1, gọi dạng phương trình tiếp tuyến y = ax + b 
—» À: ax-y + b = 0—» dùng “điều kiện tiếp xúc giữa À và (Ci), (C 2 ) 

—» giải tìm quan hệ a, b —» phương trình À. 

+ Hướng thứ 2, phát hiện hai đường tròn có cùng bán kính (Ri = R 2 ) 

—» tiếp tuyến À là hai đường thẳng song song với Ijl 2 = (—7;1) 


4®a 
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— »A:x + 7y + m = 0— » tương tự dùng “điều kiện tiếp xúc” —» giải tìm m 
—» phương trình A. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do (Ci) cắt (C 2 ) tại A, B nên có 2 tiếp tuyến chung. Giả sử phương trì nh 
tiếp tuyến chung của (Ci) và (C 2 ) có dạng: y = ax + b 

oA: ax-y + b = 0 

* A tiếp xúc với (Ci) và (C 2 ) 

íd[I 1 ;A] = R 1 (1) |5a + b| —2a-l + b| 


d[I 2 ;A] = R 2 (2) 


<=>d[I 1 ;A] = d[I 2 ;A] = 5<=> 


' 2 

a + 


'2 

a + 


5a + b = -2a -1 + b => a = 


Suy ra 


5a + b = 2a + l- b=>b = 


7 

—3a +1 


* TU _ -1 u _5±25jĩ 

* Thay a = —— vào (1) ta có b =-—- 

7 7 

—3a + l 

* Thay b = —--— vào (1) ta được: 


5a + b —5 va +1 


—3a +1 


! 2 

a + 


Suy ra <=> (7a + l) 2 = 100(a 2 +1) 51a 2 -14a + 99 = 0(VN) 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 
► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Do Ri = R 2 và hai đường tròn cắt nhau nên ta suy ra hai tiêp tuyên chung 
là 2 đường thẳng song song I,I 2 = (—7;1) => phương trình tiếp tuyến A có 
dạng X + 7y + m = 0 

* Điều kiện tiếp xúc là d[Ij; A] = 5 <^>| 5 + m 1= 25V2 om = —5± 25V2 

Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 

■ Lòi bình cho câu b: Từ bài toán tiếp tuyến chung này ta đặt ra hai t ình 
huống xảy ra: 
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Một là, trường hợp 2 đường tròn có Ri = R 2 nhưng không cắt nhau thì 
khi đó việc giải sẽ như thế nào ? —» Khi đó sẽ có đến 4 tiếp tuyến chung 
thỏa yêu cầu bài toán (bạn đọc có thể xem câu 5 của đề dự bị 2 - ĐH 
B2002 để hiểu rõ hơn) 

Hai là, trường hợp 2 đường tròn có Ri Ỷ R 2 và cắt nhau thì khi đó ta sẽ 
giải như thế nào ? —» khi đó ta vẫn sẽ có 2 tiếp tuyến chung, tuy nhiên 2 
tiếp tuyến này sẽ cắt nhau và đồng quy với đường thẳng I 1 I 2 tại 
điểm M —» ta có thể vận dụng định lý Thales để tìm tọa độ điểm M —» 
viết phương trình A qua M và khuyết véctơ pháp tuyến, {bạn đọc cỏ thể 
xem phần bài tập chọn lọc - rèn luyện của chủ đề 2 - chương 2 để hiểu 
rỗ hơn ) 


CÂU 5 (Dự BỊ 2 - ĐH B2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 
đường tròn (Cj): X 2 +y 2 -4y-5 = 0, (C 2 ):x 2 +y 2 -6x + 8y + 16 = 0 

Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (Ci) và (C 2 ). 

© Nhận xét: Tương tự như câu 4b (đề dự bị 1 - ĐH A2002), ở câu này, ta 
vẫn đảm bảo các quy trình như “xét vị trí tương đối” và dựa vào đó để 
quyết định phương hướng viết phương trình tiếp tuyến. Có điều bài này 
có đến 4 tiếp tuyến nhé. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 


H—I- 

d 3 


1 

► Hướng dẫn giải: 

* (Ci) có tâm Ij (0; 2), Rj = 3 và (C 2 ) có I 2 (3;-4),R 2 = 3. 
4(DỖ 









Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn -ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


* 


l R l -R 2|-0 

Xét ị R t + R 2 = 6 => Rj + R 2 < I t I 2 => (Ci) và (C 2 ) nằm ngoài nhau. 

Ụ 2 = 3^5 

Suy ra (Ci) và (C 2 ) có 4 tiếp tuyến chung. 

Vì (Ci) có tiếp tuyến cùng phương với Oy: x = 0±Ri = ±3và (C 2 ) có 
các tiếp tuyến cùng phương Oy là X = 3 ± R 2 tức là X = 0 hoặc X = 6 nên 
do đó phương trình các tiếp tuyến chung À có dạng: 

y = ax + b«ax-y + b = 0 
À tiếp xúc với (Ci) và (C 2 ) 


I d[I 1 ;A] = R 1 
jd[I 2 ;A] = R 2 


(1) irT _ irT in „ -2 + b 

; <s> d[Ij; A] = d[I 2 ; A] = 3 = 

(2) Va 2 +1 


3a + 4 + b 

Jấ 2 +1 


—2 + b — 3a + b + 4 a — —2 

Suy ra _ -3a-2 

2-b = 3a + 4 + b^b = 

L 2 

* Thay a = —2 vào (l)tacó b = 2 ± 3 V 5 


a = 0 => b = — 1 

—3a — 2 

* Thay b = —vào (1) ta được: 3a 2 - 4a = 0 4 

2 ■ a = -- => b = -3 

L 3 

dj: 2x + y - 2 - 3 -s/E - 0 

T ™ „,.. , , . X Ằ n d 2 : 2x + y-2 + 3y5 = 0 

Vậy phương trình tiêp tuyên cân tìm là 2 J 

d 3 : y+1 = 0 
d 4 : 4x-3y-9 = 0 

■ Lòi bình: Như vậy qua hai câu 4 và 5 thì cách làm tổng quát chính là 
cách giải bài 5 này. Bạn đọc lưu ý kỹ nhé. 


CÂU 6 (Dự BỊ 3 - ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
đường thẳng d:x-y + 1 = 0 và đường tròn (C):x 2 + y 2 +2x-4y = 0. 

Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng d mà qua đó ta kẻ được hai 
đường thẳng tiếp xúc với đường tròn (C) tại A và B sao cho góc 
AMB bằng 60°. 

■ Đặt vấn đề : Đối với câu hỏi “tìm điểm M sao cho kẻ được hai tiếp tuyến 
đến đường tròn” là một dạng toán khá quen thuộc vì đã được giới thiệu 
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rất nhiều lần trong bài tập cũng như các đề thi những năm sau đó thường 
xuyên dạng toán này. Có chăng là thay đổi đi đối tượng tìm kiếm? Dữ 
liệu cũng như làm mờ đi các yếu tố quan trọng quyết định hướng đi của 
bài toán. Vậy với dạng toán này, thì chúng ta nên lưu ý đến những điều 
nào ? Mời các bạn cùng theo dõi. 

9 Ý tưởng: 

_ Do Med-> tham số hóa M thec 
đường thẳng d —» cần tìm mội 
phưong trình ? —» liên hệ với các 
dữ kiện đang có của đề bài 

—> tính đoạn IM —> dựa vào góc 
AMB = 60° và bán kính R = IA. 

► Hướng dẫn giải: 

* (C) có tâm I(-1;2),R = V?. 

Do góc AMB = 60° và MI là phân giác => AMI = 30° 

TA 1 1— 

* AAMI _L A có sin AMI = —— = 4 => IM = 2IA = 2R = 2V5 

IM 2 



* Med:x-y+l=> M(m; m + 1) và IM = (m + l;m-l) 

* Do 

IM = 2^5 <=> IM 2 = 20 <^> (m +1) 2 + (m -1) 2 = 20 <^> m 2 = 9^m 
Suy ra Mi (3; 4), M 2 (-3;-2) 


= ±3 


Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là Mj (3; 4), M 2 (-3; -2) 


CÂU 7 (Dự BỊ 4 - ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

X 2 y 2 z 

elip (E): — + -Ỵ- = 1 và đương thăng dm: mx - y -1 = 0. 

a) Chứng min h rằng vói mọi giá trị m, đường thẳng dm luôn cắt elip 
(E) tại hai điểm phân biệt. 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (E), biết rằng tiếp tuyến đó đi 
qua điểm N(l; -3). 

© Nhận xét : đối với câu hỏi a của bài này thì vẫn nằm trong chương tr ình 
học hiện hành, tuy nhiên với câu hỏi b thì đã “nằm ngoài chương trình 
giáo khoa hiện hành”. Thật ra bạn sẽ cảm thấy rất khó khăn khi làm câu 
này không phải vì bạn không đủ trình độ để giải chúng mà ta chưa có bất 
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kỳ kiến thức nào để vận dụng vào việc giải tập. Ở đây, xét theo góc độ 
phải giải quyết câu hỏi này, tác giả nhắc lại một số kiến thức liên quan để 
bạn đọc có thể nắm và vận dụng được: 

“Xét đường thẳng À: Ax + By + c = 0 (A 2 + B 2 > 0 và elip (E): 

—r + 7 - 5 - = 1 (a > b > 0). 

a b 

À tiếp xúc (E) <£í> a 2 A 2 +b 2 B 2 = c 2 

9 Ý tưởng: 

_ Dựa trên ý tưởng trên để giải quyết câu hỏi b của bài toán không quá khó 
vì ta có thể gọi dạng phưong trình đường thẳng A đi qua điểm N là: 

y = k(x - X N ) + y N và dùng điều kiện tiếp xúc để giải ra k. 

_ Đối với câu a của bài toán, chúng ta chỉ việc chuyển bài toán này về xét 
sự tương giao giữa hai đường bằng cách xét hệ phương trình của 2 đường 
thẳng. (Bạn đọc có thể xem lại chủ đề 4 - chương 2 để hiểu rõ hơn). 

► Hướng dẫn giải: 

r 2 2 

* T „„ A ..(E): V+ ■. =l»4x 2 +9y 2 -36 = 0 

* TacóN 9 4 

(d m ): mx - y- l = 0<c=>y = mx -1 

* Phương trình hoành độ giao điểm của (dm) và (E) là: 

4x 2 + 9(mx— l) 2 — 36 = 0 <=> (4 + 9m)x 2 — 18mx — 25 = 0 


* 


* 


Xét À’=81m 2 +25(4 + 9m 2 ) >0, đúng Vm E R. 

Vậy (dm) luôn cắt (E) tại 2 điểm phân biệt. (đpcm). 

Nhận xét: hai tiếp tuyến thẳng đúng của (E) là X = ± 3 (không qua N). 
Gọi À là tiếp tuyến qua N(1; -3) thì phương tr ình A có dạng: 

y = k(x - 1) - 3 
Để À tiếp xúc (E) 


<=> 9k 2 + 4 = (-3 - k) 2 8k 2 - 6k - 5 = 0 


k = —- => Aj: X + 2y + 5 = 0 

k = 4=>À ? :5x-4y-17 = 0 
4 


' Ẵ , ^ , r À 1 :x + 2y + 5 = 0 

Vậy có hai tiêp tuyên thỏa yêu câu bài toán lù 

• ± A r__ /ị _ A '"1 A 

A 2 :5x-4y-17 = 0 
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CÂU 8 (CHÍNH THỨC - ĐH B2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC vuông tại A và AB = AC. Biết M(l;-l)là trung 

điếm cạnh BC và G 7;0 là trọng tâm tam giác ABC. Tìm tọa độ 

V3 ) 

các đỉnh A, B, c. 

©Đặt vấn đề: Với những bài toán điểm trong tam giác, ta cần lưu ý đến 
t ính chất của những điểm đặc biệt nh ư: 

V Trọng tâm (giao điểm 3 đường trung tuyến). 

♦ Trực tâm (giao điểm 3 đường cao). 

* Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác (giao điểm 3 đường trung trực). 

è Tâm đường tròn nội tiếp tam giác, (giao điểm 3 đường phân giác trong 
của tam giác). 

Ngoài ra cũng cần xét đến quan hệ giữa các điểm đặc biệt này. (các bạn 
có thể xem lại lý thuyết co sở và một số bổ đề đã được chứng minh ở 
chưong 1 để củng cố lại). 

0 Ý tưởng: 

_ Với bài toán này, do đề đã cho trọng tâm G và trung điểm M —» ta dễ 
dàng tìm được tọa độ điểm A. 

_ Đổ tìm tọa độ B, c — » ta xét thấy B và c thuộc đường BC —» viết phương 
trình BC ? —» do ÀABC vuông cân tại A —» BC _L AM và qua M. 

_ Ta có 4 hướng để đi tiếp: 

+ Hướng thứ 1: Mã hóa B theo đường BC và thông qua M là trung điểm 
BC biểu diễn tọa độ c theo tọa độ B —» sử dụng điều kiện còn lại AB = 
AC —» tìm tọa độ B và c. 

+ Hướng thứ 2: Xét B và c trong sự tương giao của BC và đường tròn 
(C) tâm M, bán kính MA —» giải hệ trên ta tìm được B và c. (Ở đây Đáp 
án của Bộ GD&ĐT đã đi theo hướng thứ 2). 

+ Hướng thứ 3: Xét B và c trong sự tương giao của BC và đường tròn 
(C’) tâm A, bán kính AB —» giải hệ trên ta tìm được B và c. 

+ Hướng thứ 4: Sử dụng phép biến hình (phép quay) để biến điểm A 
thành điểm B và c. (Bạn đọc có thể xem lại kiến thức cơ sở ở chương 1 
để hiểu rõ hơn) 
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► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do G là trọng tâm AABC 




=> AM = 3GM \ 


V 


1-x a =3(1-|) 

-l-y A =3(-l-0) 


< 


X A =0 

y A = 2 


A(0;2) 


* BC qua M(l; -1) nhận AM = (l;-3) làm vtpt có dạng là: 
l(x -1) - 3(y +1) <=> BC: X - 3y - 4 = 0 

* Be BC: x-3y-4 = 0 => B(3b + 4 ; b). Mặt khác M là trung điểm BC 
=> C(-3b - 2 ; -2 - b). 

* Lại có 

AB 2 = AC 2 (3b + 4) 2 + (b - 2) 2 = (-3b - 2) 2 + (-b - 4) 2 b = 0 


B(4;0),C(-2;-2) 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 2), B(4; 0), C(-2; -2) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Do G là trọng tâm AABC 


r 


=> AM = 3GM o { 


V 


1-x a =3(1-|) 

-l-y A =3(-l-0) 


< 


X A =0 

y A = 2 


A(0;2) 


* BC qua M(l; -1) nhận AM = (l;-3) làm vtpt có dạng là: 
l(x -1) - 3(y +1) <=> BC: X - 3y - 4 = 0 

* Ta có B và c là giao điểm giữa đường thẳng BC và đường tròn (C) có 
tâm là M(1 ; -1) và bán kính AM = Vĩõ (do AABC vuông cân tại A) 

=> tọa độ B và c thỏa hệ phưong trình : 
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Ị x-3y-4=0 r y = 0 => X = 4 
|(x-l) 2 +(y + l) 2 =10^[y = -2=>x = -2 

* Do vai trò của B và c như nhau nên ta giả sử B(4; 0) và C(-2; -2). 

độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 2), B(4; 0), C(-2; -2) 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Tương tự như cách giải 1 ta có A(0;2) và BC: X - 3y - 4 = 0 

* Ta có B và c là giao điểm giữa đường thẳng BC và đường tròn (C) có 

tâm là A(0; 2) và bán kính AB = AMV 2 = V 20 (do ÀABC vuông cân tại A) 
=> tọa độ B và c thỏa hệ phương trình: 

X- 3y-4 = 0 r y = 0^ X = 4 
x 2 + (y —2) 2 =20 y = —2=>x = —2 

* Do vai trò của B và c như nhau nên ta giả sử B(4; 0) và C(-2; -2). 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 2), B(4; 0), C(-2; -2) 

► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Do G là trọng tâm AABC 

2 

=> ÃM = 3GM <=>< 1_x a =3 ( 1_ 3') <^| Xa = ®=>|a(0;2) 

-l-y A =3(-l-0) l yA=2 

* Ta có phép Q : A —» B 

L L ^(M;-90°) 

j X B =( X A - x M)- cos (- 90 °)-(yA-yM)- sin (- 9()O ) + x M 

Ab = ( x A - X M )• sin(-90°) + (y A - y M ). cos(-90°) + y M 



* Do M là trung diêm BC => C(-2; -2) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 2), B(4; 0), C(-2; -2) 

■ Lòi bình: Qua bài toán này ta rút ra một số kinh nghiệm. 

Một là, khi đề cập đến điểm đặc biệt trong tam giác (cụ thể ở đây là 
trọng tâm) thì dựa trên các tính chất của điểm đó mà ta khai thác các yếu 
tố liên quan. Trong bài này việc tìm được độ điểm A đóng một vai trò rất 
quan trọng trong quá trình tìm tọa độ B và c. 
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Hai là, với cách giải 2 và 3, đều xét sự tương giao giữa đường thẳng và 
đường tròn để tìm nhanh toa độ điểm, ở đây ta thấy được sự sáng tạo 
trong việc tìm lời giải. 

Ba là, đối với cách 3, là một cách rất hay nhưng có một nhược điểm là 
công thức cồng kềnh khó nhớ, ngoài ra việc tính toán nhanh mà không 
phải tìm thêm một số yếu tố khác chính là ưu điểm lớn nhất của cách 
này.Trong quá trình đi tìm cách tiếp cận cho một bài toán, bạn hãy lưu 
tâm đến phương pháp tiếp cận dựa trên phép biến h ình . 


CÂU 9 (CHÍNH THỨC - ĐH D2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
đường tròn (C): (x-1) 2 + (y - 2) 2 = 4 và đường thẳng d:x-y-l = 0 

Viết phương trình đường tròn (C’) đối xứng vói đường tròn (C) qua 
đường thẳng d. Tìm tọa độ các giao điểm của (C) và (C’). 

® Ý tưởng: Để viết phương trình đường tròn (C’) (có tâm I’ bán kính R’) 
đối xứng với (C) qua d thì khi đó: 



Bán kính của 2 đường tròn băng nhau R = R’ 

_ Đường thẳng trung trực của II’ chính là đường thẳng d —» I’ đối xứng với 
I qua đường thẳng d —» ta tìm H là trung điểm II’ bằng cách viết phương 
trình đường II’ _L d và qua I => H = II’ n d. 

_ Để tìm giao điểm A,B giữa 2 đường tròn ta có thể xét 
(A; B} = (C) n (C’) hoặc (C) n d. 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm I( 1; 2) và bán kính R = 2 

* Gọi J, R’ là tâm và bán kính của đường tròn (C’) cần tìm và A,B là giao 
điểm giữa (C) và (C’). 
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* Do (C) và (C’) đối xứng với nhau qua đường thẳng d 
=> R’ = R = 2 và IJ nhận d làm đường trung trực. 

* Do đó u _L d => U : X + y + m = 0. II’ qua 1(1; 2) 

=> m = - 3. Vậy IJ: X + y - 3 = 0. 

Mặt khác, H = IJ n d => Tọa độ H là nghiệm của hệ: 


x-y-1=0 
x+y-3=0 




X = 2 

y = i 


H(2;l) 


* Lại có, H là trung điểm IJ => J(3; 0). 


Vậy phương trình (C’): (x - 3) 2 + y 2 = 4 


* Gọi A, B là giao điểm giữa (C) và (C’) 

. r , / rullẢO u. j( x “ !) 2 + (y - 2) 2 = 4 
tọa độ c và (C ) thỏa hệ: < 

(x-3) 2 + y 2 =4 


Suy ra 


x = l=> y = 0 
X = 3 => y = 2 


Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn |A(1; 0) và B(3; 2) 
Vậy yêu cầu bài toán tương đương với: 


(C'):(x-3) 2 + y 2 =4, A(l; 0), B(3;2) 


CÂU 10 (Dự BỊ 1 - ĐH B2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
đường thẳng d:x-7y + 10 = 0. Viết phương trình đường tròn (C) có 

tâm thuộc đường thẳng À: 2x + y = 0 và tiếp xúc vói đường thẳng d 
tại điểm A(4; 2). 

0 Ý tưửng: 



4Qi 
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_ Đe viết phương trình chúng ta cần xác định 2 yếu tố chính là tâm I và bán 
kính R. Ở đây, yếu tố tâm I đóng vai trò quyết định. Do tìm được tâm I 
—» tìm được bán kính R. 

_ Ở đây ta thấy do (C) tiếp xức d tại A => IA _L d —» viết được phương 
trình IA. 

Mặt khác I = IA n À —» tọa độ I —» bán kính R = IA. 

_ • • • 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm. Do (C) 
tiếp xúc d => IA _L d 

Suy ra IA: 7x + y + m = 0, do IA qua A(4; 2) => m = - 30. 

Vậy IA: 7x + y - 30 = 0 

* Mặt khác I = IA n À => tọa độ I là nghiệm của hệ 

7x + y-30 = 0 ị X = 6 

< <=> í ~\ => 

2x + y = 0 [y = —12 

* Ta có bán kính R= IA = 7(4 -6) 2 + (2 +12) 2 = 10^2 
Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là 



CÂU 11 (Dự BỊ 2 - ĐH B2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho elip 

ỵ2 y2 

(E): — +1=1, điểm M(—2; 3) và điểm N(5ỉ n). Viết phương trình các 

đường thẳng diỊ d 2 qua M và tiếp xúc với (E). Tìm n để trong số 
các tiếp tuyến của (E) đi qua N có một tiếp tuyến song song với di hoặc d 2 . 

0 Ý tưởng: (Bạn đọc có thể xem câu 3 để hiểu rõ hơn) 

_ Để viết phương trình tiếp tuyến qua M của (E) —» gọi dạng của tiếp tuyến 
y = k(x - xm) + ỴM. 

_ Sử dụng điều kiện tiếp xúc giữa tiếp tuyến và (E) —» giải tìm giá trị k —» 
phương trình tiếp tuyến. 

_ Sau khi tìm được phương trình tiếp tuyến di và d 2 —» ta gọi d 3 là tiếp 
tuyến của (E) qua N —» tiếp tục dùng điều kiện tiếp xúc như trên để giải 
t ìm n —» tọa độ điểm N. 

► Hướng dẫn giải: 

* Tax = ±21à hai tiếp tuyến của (E) vuông góc với trục hoành trong đó: 

X = -2 đi qua điểm M 
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Suy ra di: X = - 2 là một tiếp tuyến của (E) qua M. 

* Phương trình tiếp tuyến d qua M(-2; 3) khác đường thẳng X = -2 có 
dạng: y = k(x + 2) + 3<^>kx-y + 3 + 2k = 0 

* Để d và (E) tiếp xúc nhau <£> 4k 2 +1 = (3 + 2k) 2 k = ~Ỷ 
=> d 2 :2x + 3y-5 = 0 

* Dễ thấy tiếp tuyến d của (E) qua N(5; n) không song song với di: X = - 2 , 

„ * , , -2 

do đó À // ẩ 2 và qua N(5;n) có hệ sô góc k = — . 

Vậy À: y =-^(x-5) + n <^> 2x + 3y-10-3n = 0 

* Đe À và (E) tiếp xúc nhau 

n = -5 

<=> 4(2) 2 + 1.(3) 2 = (10 + 3n) 2 -Cí> 3n 2 +20n + 25 = 0 -Cí> -5 

n = — 

L 3 

* Với n = -^-=>À:2x + 3y-5 = 0 (loại vì trùng với đường Ớ 2 ) 

* Với n = -5 => N(5;-5) 

Vậy yêu cầu bài toán đương với 



■ Lòi bình: Tương tự như những bài toán trước (câu 3), xét sự tiêp xúc 
giữa (E) và d. Ở đây chỉ phải lưu ý điều kiện nhận (loại) khi vận dụng 
“tính song song” giữa các đường thẳng. 

CÂU 12 (Dự BỊ 3 - ĐH D2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có đỉnh A(l; 0) và hai đường thắng lần lượt chứa các đường 
cao vẽ từ B và c có phương trình tương ứng là: X - 2y + 1 = 0 và 
đường thẳng 3x+y -1 = 0. Tỉnh diện tích tam giác ABC. 

■ Đặt vấn đề : Tính “diện tích tam giác” là một chủ đề không quá mới với 
học sinh nhưng chắc chắn sẽ làm mất không ít thời gian của chúng ta khi 
tính chúng. Có rất nhiều công thức t ính diện tích tam giác. Qua bài toán này 
tác giả cũng muốn tổng kết lại cho bạn đọc. Mòi bạn đọc cùng theo dõi. 


4QỖ 
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r 

0 Y tưởng: 



Đe tính diện tích ÀABC —» ta tìm tọa độ điểm B và c 
_ • • • 

_ Đe tìm tọa độ điểm B —» xét điểm B = AB n CH —» viết phương trình 
AB qua A và AB _L CH. 

_ Tương tự ta cũng tìm được tọa độ điểm c. 

_ Đến đây để tính diện tích ÀABC ta có thể có những hướng đi sau: 

+ Hướng thứ nhất, tính độ dài cạnh AB hoặc AC 

-> S 4ABC = t AB.d[C; AB] = t AC.d[B; AC] 


+ Hướng thử hai, tính độ dài cạnh AB và AC —» 

s 


AABC 


= ị AB. AC.sinCAB = ỈAB.AC Vl-cos 2 CAB 
2 2 


=> S AABC = ỉ VaB 2 .AC 2 - AB 2 .AC 2 cos 2 CAB =j-^AB 2 .AC 2 -(AB.AC) 2 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H và K lần lượt là hình chiếu của c và B lên AB và AC. 

* Ta có AB _L CH: 3x + y- l= 0=> AB: X - 3y + m = 0, AB qua A(l; 0) 
=> m = -1 

Vậy AB : X - 3y - 1 = 0. B = AB n BK 


Suy ra tọa độ B là nghiệm của hệ 


x-2y + l = 0 
X—3y-l = 0 




X = -5 

y = 2 


B(-5; 2) 


* Ta có AC _L BK: x-2y+l=0=> AC: 2x + y + n = 0, AC qua A(l; 0) 
=> m = -2 

Vậy AC : 2x + y - 2 = 0. c = AC n CH 


Suy ra tọa độ c là nghiệm của hệ 


2x + y-2 = 0 
3x + y-l = 0 




X = —1 

y = 4 


C(-l;4) 
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Ta có AB = (-6; -2), AC = (-2; 4). 

Mặt khác S AABC = ị AB. AC. sin CAB = ị AB. AC 

=> S AABC = ị VaB 2 AC 2 - AB 2 AC 2 cos 2 CAB = ỉ 


1-cos 2 CAB 


( AB 2 AC 2 -(AB.AC) 


S AABC = Ỷ v(36 +4X4 + 16)-4 2 = 14(dvdt) 


KạX diện tích tam giác ABC là S AABC =14 (dvdt) 

► Cách tính diện tích tam giác ABC: 

* Ta có ÃB = (-6;-2) => AB = 2 VĨÕ 

* S aABC = ị AB.d[C; AB] = ị 2 Vĩõ . 1 ~ 3 4 ~ 11 = 1 


= 14(dvdt) 


r + (-3) 


Vậy diện tích tam giác ABC là S AABC = 14 (dvdt) 

Lòi bình: Qua đây cũng xin tổng kết lại các công thức để tính diện tích 
tam giác. 

1 1 1 

• s - — a.h — — b.h, — — c.h . 

2 2 ờ 2 

1.^1 1 

• s = — absinC = — ac sin B = —bc sin A. 

2 2 2 

• s = ^-= pr = ^pĩp^ã)ĩp^b)(p^c). 

4 K 

• s = ỉ sỊẩB^AC - (ẨBAcỹ = ỉ det(Zs, Ic) 

2 2 


Trong đó: ẩQị{AB, ẨC) = 


ũị a 2 

b l b 2 


= a x b 2 — a 2 b x với 


AB = (a{,a 2 ), AC = (b{,b 2 ). 


CÂU 13 (CHÍNH THỨC - ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho tọa độ 4(0:2) và B(—sJ 3;—1) .Tìm tọa độ trực tâm và tâm đường 
tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 


■ Đặt vấn đề : “Xác định tọa độ các điểm đặc biệt trong tam giác ” cũng là 
một trong những chủ đề thường xuyên bắt gặp trong các đề thi đại học. 


4QB 
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Qua câu hỏi này, tác giả cũng muốn tổng kết lại một số cách tiêu biểu để 
tìm “tâm đường tròn ngoại tiếp” của một tam giác, mời các bạn cùng theo 
dõi. 


r 

® Y tưởng: 



_ Để tìm tọa độ trực tâm H —» chúng ta có thể viết phưong trình AH và 
BH —» H = AH n BH. 

(hoặc cũng có thể gọi tọa độ H(xh; yư) —» AH _L OB (1), BH _L OA (2) —» 
giải hệ tạo bởi (1) và (2) —» H.) 

_ Đổ tìm I là tâm đường tròn ngoại tiếp ÀABO (khi đã biết tọa độ của 
3 đỉnh) ta có thể có một số cách tiêu biểu sau: 

Cách 1: Gọi tọa độ I(x;y), vận dụng định nghĩa của tâm I là cách đều ba 

Ị OI = AI 

đỉnh tam giác => <! _ 

OI = BI 

V 

Cách 2: Lập pt di, d 2 lần lượt là phưong tr ình trung trực của cạnh AO, BO 
ta có di n Ớ 2 = I (vận dụng cách dựng tâm của đường tròn ngoại tiếp tam 
giác là giao điểm của các đường trung trực). 

Cách 3: Gọi dạng khai triển của pt đường tròn (C) ngoại tiếp ÀABO: 
X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, trong đó I(a;b) c hính là tọa độ cần tìm. Lần 
lượt thay tọa độ A, B, o vào pt khai triển —» giải hệ 3 pt 3 ẩn tìm I. 
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• Cách 4: Ta cũng có thê vận dụng quan hệ thăng hàng giữa trực tâm H, 

trọng tâm G và tâm đường tròn ngoại tiếp I đó chính là IH = 3IG (H và 
G là tọa độ đã tìm được ở câu a). 

• Cách 5: Ta cũng có thể gọi M là trung điểm BO, dựa vào t ính chất 
ÃH = 2ĨM -> giải tìm I. 

• Cách 6: Bằng cách tính tất cả các cạnh để kiểm tra AABO có là tam giác 
đặc biệt ? 

+ Giả sử: ÀABO vuông tại o thì trung điểm cạ nh huyền BA chính là tâm I 
+ Giả sử: AABO đều thì trọng tâm G của tam giác ABO chính là tâm I 


+ Giả sử: AABO cân tại o có góc BOA = 120°thì tâm I chính là đỉnh 
thứ 4 của hình thoi AOBI 

► Hướng dẫn giải cách 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* AH qua A(0;2) nhận OB = (—73; -1) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

AH:V3(x-0) + l(y-2) = 0^ V3x + y-2 = 0 

* BH qua B(-73;-l) nhận OA = (0;2) làm vécto pháp tuyến có dạng là: 

BH:0(x + 73) + 2(y + l) = 0^y + l = 0 

* Ta có H = BH n AH => Tọa độ H là nghiệm của hệ 


73 x + y - 2 = 0 
y + l = 0 


<=><^ 


X = 73 

y = -l 


H(73;-l) 


* Gọi di, ẩ 2 lân lượt là trung trực của cạnh OA, OB. 


Gọi M(0;1),N 


í 


V 


—Jĩ -1 

_ 5 _ 


'\ 




> ? 

lân lượt là trung diêm OA, OB. 


* Ta có: di quaM(0;l) nhận OA = (0;2) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


dj :(x-0) + 2(y-l) = 0 oy-l = 0 


* 


Ta có: ái quaN 


ízA.zỉì 

l 2 ; 2 J 


nhận OB = (- 73 ;-l) làm véctơ pháp tuyến 


có dạng là: 

pỹ 1 

d 2 :73 (x + -Ẹ-) + (y + ^-) = 0 <^> 73x + y + 2 = 0 

* Ta có I là tâm đường tròn ngoại tiếp AABO => I = (di) n (d 2 ) => tọa độ I 
là nghiệm của hệ: 
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y-i = o [x = -Vã 

V 3x + y + 2 = 0 y = 1 


li-43:1 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là H(V3; -1), I ^—s/ 3 ; 1 j 
► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H(V3; -1) 


* Gọi I(xi; yi) là tọa độ tâm đường tròn ngoài tiếp ÀABO 

Oĩ = (x l ;y l ) 

* Với < AI = (Xj;yj-2) do đó (*) 

BI = (Xj + V3;yj + 1) 


OI 2 = AI 


x i 2 + yi 2 = x i 2 + (yi- 2 > 


^01 =BI Ịx^ +yj 2 = (Xj+^) 2 +(yj + l) 


0 = -4yj + 4 
0 = 2-s/3xj + 3 + 2y 


. «< x ' = Ịĩpsũ 

,+1 [ y, =1 - 


01 = AI 
01 = BI 




Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H(V3;-1) 

* Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác 
ABO là: 



(C): X 2 + y 2 - 2ax — 2by + c = 0 với tâm I(a; b) 

A e (C) => -4b + c = -4 (1) 

* Ta có j B e (C) => 2 V3a + 2b + c = -4 (2)=> 

o e (C) => c = 0 (3) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là H(V3;-1), I í —s/3; 1 
► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H(\/3;-l) 
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* 


Gọi G là trọng tâm tam giác ÀABO => G 


í 


V 


-s!ĩ .1 

3 ’3 


\ 


7 


* Nhận xét I, H, G thẳng hàng và đặc biệt IH = 3IG (phần chứng minh kết 
quả bố đề này mời các bạn xem ở chương 1). 


Do đó IH = 3IGo ị 

u 

1 

HH 

II 

“ìsi 

1 

X 

1—1 

u w 

_ 

Xj =-73 

l(Nã;l) 


-1-y, = 3(ì-y,) 

. y,=i 

V / 


3 




Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là H(V3; -1), ĩị-^Ỉ3; 1 j 
► Hướng dẫn giải cách 5: 


* Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H(V3;-1) 


* Gọi M là trung điểm OB => M 


2 2 , 

V z A ) 


* Nhận xét AH = 2IM (phần chứng minh kết quả bồ đề này mời các bạn 
xem ở chương 1). 



Vã-0 = 2(-^-x.) 

2 =^>< 

X 

HH 

II 

1 

li 


* Do đó AH = 2IM <=> J 

l(—s/3;l) 


1 0 - V 

. y. =1 


2 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là H(V3; -1), I(-73; lì 
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* Do OB = OA => ÀOAB cân tại o và AOB = 120 =^> I là tâm đường tròn 

( R 1 N \ 

ngoại tiếp ÀABO —> đỉnh thứ 4 của hình thoi AOBI. Gọi M —— ; j- 

V 2 2 J 

là trung điểm AB => M là trung điểm OI => lỊ-\/3;lị 

* Mặt khác khi đó o chính là trung điểm của IH => H(VJ; -1) 


Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là H(V3; -1), ĩị-yj3; 1 


■ Lòi bình: Qua các cách giải đã trình bày ở câu 13, chúng ta rút ra vài 
nhận xét sau: 

Một là, đề cập đến việc xác định tâm đường tròn ngoại tiếp với những 
tam giác đặc biệt thì chúng ta có những lưu ý sau: 



Hai là, môi cách trên đêu có cái hay riêng của nó, có cách thì vận dụng 
tính chất hình học, các kết quả đẹp từ đường tròn (cách 4 và cách 5), có 
cách vận dụng nội tại của định nghĩa và cách xây dựng của điểm (cách 1 
và cách 2), có cách thì vận dụng phưcmg trình đường tròn trong hình tọa 
độ Oxy (cách 3), đặc biệt là cách 6 với việc tính toán kiểm tra các dạng 
hình của tam giác để rút ra những kết luận quan trọng. 


CÂU 14 (CHÍNH THỨC - ĐH B2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
hai điếm A(l;l) và B(4; —3). Tìm điếm c thuộc đường thắng X- 2y — 1 = 0 
sao cho khoảng cách từ c đến đường thẳng AB bằng 6. 

© Nhận xét: chủ đề khoảng cách hay bài toán có liên quan đến khoảng 
cách cũng là một chủ đề thường xuyên bắt gặp trong các đề thi đại học. Ở 
đây khoảng cách không chỉ cho ta biết được thông tin độ dài hình học mà 
ngoài ra dựa vào khoảng cách chúng ta cũng biết được vị trí tương đối 
giữa các đối tượng trong hình học phang. Với bài toán yêu cầu tìm điểm 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

c thỏa mãn yêu cầu khoảng cách từ c đến AB bằng 6 thì dường như 
“người ra đề” chỉ muốn kiểm tra ở người làm bài có nắm được cách kiến 
thức liên quan và những kỹ năng cần có hay không ? Mời các bạn cùng 
xem lời giải. 

0 Ý tưởng: 

_ Dựa vào công thức khoảng cách từ một điểm đến 1 đường thẳng trong mặt 
phẳng —» cần phải gọi tọa độ điểm c và viết phưong trình đường AB. 

_ Tọa độc ex-2y-l=0—» tham số hóa điểm c theo ẩn c. 

_ Phương trình AB đi qua 2 điểm A, B —» viết phương trình AB. 

_ Vận dụng công thức khoảng cách tìm giá trị c —» tọa độ c cần tìm. 

► Hướng dẫn giải: 

* AB qua A(1; 1) nhận AB = (3; -4) làm véctơ chỉ phương có dạng là: 

AB: o 4x + 3y-7 = 0 

3 -4 

* Ta có c e d: X - 2y - 1 = 0 => C(2c + 1; c) 

* Theo đề bài ta có: d[C: AB] = 4 ( 2 C Ị~ũ=\ C — = 6 <^>11 le - 31= 30 

a/4 2 +3 2 

Vậy tọa độ điểm c thỏa yêu cầu bài toán là 


CÂU 15 (CHÍNH THỨC - ĐH D2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
tam giác ABC có tọa độ các đỉnh A(—l; 0), B(4; 0), C(0; m) với m Ỷ 0. 
Tìm tọa độ trọng tâm G cửa tam giác ABC theo m. Xác định m đế tam 
giác GAB vuông tại G. 

0 Ý tưởng: Dùng công thức trọng tâm G biểu thị G theo ẩn m 
-> để AGAB IG^GAIGB^G 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có G là trọng tâm tam giác ABC có tọa độ: 

_ X A +X B +X C _ 1 

3 => G 

_ y A +y B +yc _ m 

3 3 
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* AAGB 1G=> GA 1 GB => GA.GB = 0 với 


GA = 


( „ -m ^ 

r 2;_ r 

V 3 


J 


GB = 


(^ —nì] 

\*-ệ t 

V 37 


* 


_,_^ rn 2 

Do đó GA.GB = 0o -6 + —— = 0 <=> m = ±3v6 


Vậy yêu cầu bài toán tương đương với m = ±3\/6 


CÂU 16 (Dự BỊ 1 - ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 


đường thẳng d : x-y + l-v2=0 và điểm A(-l ;1). Viết phương trình 


r f ? 

đường tròn đi qua A, qua gôc tọa độ o và tỉêp xúc với đường thăng d. 


© Nhận xét : Hiện tại chúng ta chưa có tâm và cả bán kính của đường tròn 
(C) (nếu như có trước một yếu tố thì quá trình phân tích sẽ khác hon). Ở 
đây, đối với dạng toán “cho khuyết cả tâm và bán kính ” thì ta sẽ gọi 
dạng phương trình khai triển của đường tròn (C). 

9 Ý tưởng: 

_ Dạng khai triển của đường tròn (C) có đầy đủ 3 ẩn a, b, c —» tìm hệ 3 
phương tr ình ba ẩn —» tìm a, b,c. 

Cụ thể A e (C) (1), B e (C) (2), d[I;d] = R (3) 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) là: 

(C): X 2 +y 2 -2ax -2by + c = Ovới tâm I(a; b) vàR = Va 2 +b 2 —c 


* Ta có: < 


Ae(C) 

o e (C) 
d[I;d] = R 


2 + 2a — 2b + c — 0 
c = 0 


a- 


b+Ị-V2| = ^7— 

VĨTT 


— c 


<=> 


a = b-1 
c = 0 <^><; 

l = V(b-l) 2 +b 2 


a - b-1 
c = 0 

2b 2 -2b = 0 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Suy ra 


b = l,a = 0 => (Cj): X 2 +y 2 -2y = 0 
b = 0,a = -1 => (C 2 ): X 2 + y 2 +2x = 0 


Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu câu bài toán là 

(Cj): X 2 +y 2 -2y = 0 
(C 2 ): X 2 + y 2 +2x = 0 


CÂU 17 (Dự BỊ 2 - ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho điểm 
A(0;2) và đường thắng d có phương trình X - 2y + 2 = 0. Tìm trên đường 
thẳng d hai điểm B, c sao cho tam giác ABC vuông tại B và AB = 2BC. 

© Ý tưởng: 

_ Dựa vào điểm A và đường thẳng d (chứa B,C) —» ta có thể viết phương 
trình AB và d[A;d] = AB. 

Ta có B = d n AB => tọa độ của điểm B cần tìm. 

_ • • 

_ Do tính được độ dài AB => độ dài BC (đã có tọa độ điểm B) —> tham số 
hóa c theo đường d 

_ Giải phương trình độ dài BC —> tìm ra toa độ c. 

► Hướng dẫn giải: d: X - 2y + 2 = 0 



=> AB: 2x + y + m = 0, AB qua A(0; 2) => m = - 2. 
Vậy AB : 2x + y - 2 = 0. 

* Ta có c e BC => C(2c - 2; c) 


Và B = BA n d => Tọa độ B là nghiệm của hệ 


r 

2 

x-2y + 2 = 0 

X — — 

5 


(2 ó'] 

ị => <Ị 

=> 

B 

• 

2x + y — 2 = 0 

6 


\ 5 5) 


y- “ 




l 5 



Ta có ÃC = (2c-2 

;c-2) và AC 2 = 1 
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c = l=>C 1 (0;l) 


<^(2c-2f+(c-2) 2 =1<=> 7 f 4 7 

c = -=>C 9 
5 2 1,5 5 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là : 


vĩ’1, 


í 2 6 Ì 

c 

, v^2 

Í 4 7 Ì 

U ; 5j 

Ư’5) 


CÂU 18 (Dự BỊ 3 - ĐH B2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho điểm 
I(-2; 0) và hai đường thắng di, ÍỈ2 lần lượt có phương trình 2x-y + 5 = 0 
và (I2: X + y - 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng d đi qua 

điểm I và cắt hai đường thẳng di, d 2 lần lượt tại A, B sao cho IA = 2IB. 


■ CÁCH 1: 

9 Ý tưởng: 

_ Ta có thể gọi dạng phương trình đường thẳng A: y = k(x - Xi) + yi. 

_ Ta đã có A = À n di, B = À n Ở 2 —» giải hệ biểu thị tọa độ A và B theo k. 

_ Dùng điều kiện IA = 2IB —» giải tìm giá trị k —» phương trình À. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Phương trình đường thẳng A đi qua I(-2 ; 0) có hệ số k: y = k(x + 2) 

* Ta có A = A n di Tọa độ A là nghiệm của hệ 

í 2k-5 


kx - y + 2k = 0 
2x-y + 5 = 0 


Ta có B = A n Ở 2 


kx - y + 2k = 0 
x+y-3=0 


X — 


2k - 5 -k 
2-k ’2 —k 


2-k^ A 

-k 2-k 2- 

y = — 

2- k 

Tọa độ B là nghiệm của hệ 

3- 2k 


X — 


y = 


l + k 
5k 

ĩĩk 


3-2k 5k 

1 + k ’ĩ+k 


-1 -k 


* Ta có IA= ,2IB = 

1,2-k 2-k ) 

* Theo yêu cầu bài toán thì 


10 lOk 

1+k’ĩ+k 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


-1 10 í k _ 7 

ĨÃ = 2ĨBo< 2 “ k 3 <£> k = -^ 

-k lOk _ , 7 3 

-— - k = 0 V k = — 

L 2 — k 1 + k l 3 

đường thẳng A thỏa yêu cầu bài tỏa là 



■ CÀCH2: 

0 Ý tưởng: 

_ Do nhận xét À đã qua I —» chỉ cần tìm thêm một điểm nữa là có thể viết 
phương trình À 

_ Ta tham số hóa điểm A và B lần lượt theo theo di và ẩ 2 . 

Dùng điều kiện IA = 2IB —» giải tìm tọa độ A và B —» phương trình À. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi A là phương trình đường thẳng cần tìm. 

* A = Àndi=>Aedi:2x-y + 5 = 0 

=> A(a; 2a + 5) và IA = (a + 2; 2a + 5) 


* B = Andi=>B<Ed 2 :x + y- 3 = 0=> A(b; 3 - b) và IB = (b+ 2; 3 - b) 

* Theo yêu cầu bài toán thì 


— _ a + 2 = 2(b + 2) a - 2b = 2 

LA = 2IB<^~ _ -1 

2a + 5 = 2(3-b) [2a + 2b = l b = —^ 

. 2 

* Đường thẳng A qua I(-2 ; 0) nhận IA = (3; 7) làm véctơ chỉ phương có 

dạng là: ^ 7x - 3y +14 = 0 

3 7 

Vậy đường thắng A thỏa yêu cầu bài tóa là A: 7x -3y +14 = 0 

■ Lòi bình: Qua bài toán này, ta rút ra một số kinh nghiệm sau: 

Một là, xét về cách giải thì cách 2 hay hơn rất nhiều với ưu điểm tính 
toán nhẹ nhàng, trong khi đó cách 1 thì bạn đọc sẽ khá mất thời gian khi 
biểu thị tọa độ A, B theo k (ngoài việc giải chân phương, các bạn có thể 
vận dụng phương pháp giải hệ Crammer dùng định thức để tính nhanh 
tọa độ X, y theo k). 
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Hai là, khi giải bằng cách 2, chúng ta đã lường trước số ẩn cần đặt và số 
phương trình đang có, có thể thấy việc giải tìm được cả tọa độ A và B là 
“dư so vói những gì ta mong đợi”, vì vậy việc lưu ý đặt ẩn cực kì quan 
trọng, quyết định thành bại của một bài toán. 


CÂU 19 (Dự BỊ 4 - ĐH D2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC vuông tại A. Biết tọa độ A(-l;4) vàB(l;-4) và đường thắng 


( n 

BC đi qua điếm M 2; 4- . Tìm tọa độ đỉnh c. 

2 / 


9 Ý tưởng: A(-l;4) 

_ Để tìm tọa độ điểm c —» c = AC n BC 
_ Như vậy ta cần viết phương tr ình 
AC và BC —> BC qua B và M, còn 
AC qua A và vuông AB. 

C(?;?) M(2;Ậ) 



► Hướng dẫn giải: 






* BC qua B(1; —4) nhận BM = 1; — làm véctơ chỉ phương có dạng là 

\ 2 ) 


x-1_y+4 


1 


9 

2 


<=> 9x-2y-17 = 0 


* 


AC qua A(-l ;4) nhận AB = (2;-8) làm véctơ pháp tuyến có dạng là : 

2(x + l)-8(y-4) = 0^>x-4y + 17 = 0 
* c = AC n BC => Tọa độ c là nghiệm của hệ 
x-4y + 17 = 0 íx = 3 


9x-2y-17 = 0 |y = 4 


c(3;5) 


Vậy tọa độ điểm c cần tìm là c(3;5) 


CÂU 20 (CHÍNH THỨC - ĐH A2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho hai đường thắng di: X - y = 0 và (Ỉ 2 .' 2x + y - 1 = 0. Tìm tọa độ các 
đỉnh hình vuông ABCD biết rằng đỉnh A thuộc diy đỉnh c thuộc d 2 và 
các đỉnh B, D thuộc trục hoành. 

® Ý tưửng: 
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Trước tiên ta tham số A và c theo đường di và ch —» trung điểm I của AC 
thuộc trục hoành (do B và D đều thuộc trục hoành) —» phưong tr ình (1). 
Mặt khác AC _L BD => AC _L Ox => AC vuông góc với véctơ đơn vị của 
trục hoành —» phương trình (2). 

Giải hệ gồm (1) và (2) —» tìm được A và c. 

Đến đây để tìm nhanh B và D —» xét B và D trong sự tương giao giữa 
trục hoành (y = 0) và đường tròn tâm I bán kính IA. 



► Hướng dẫn giải cách 1: Gọi I là tâm hình vuông ABCD. 

* Aedi:x-y = 0=> A(a; a), c e Ở 2 : 2x + y - 1 = 0 => C(c; 1 

^ a + c 1 — 2c + a ^ 


- 2c). 


Vì I là trung điểm AC =^> I 


l 2 


J 


* Do B và D thuộc trục hoành (y = 0) => I E trục hoành 
Suy ra a = 2c - 1 => AC = (c-a;l-2c-a) = (l-c;-4c+2) 


* Ta có AC _L BD => AC 1 Ox => ACi = 0<=>l-c = 0<=>c = l=>a = l 
với i = (1; 0) là véctơ đơn vị. 

Suy ra 1(1 ;0) và IA = 1 

* B và D là giao điểm giữa trục hoành và đường tròn (C) tâm 1(1; 0) bán 
kính R = LA = 1 => Tọa độ B và D thỏa hệ: 

X = 1 B(0;0),D(2;0) 


( x “ 1) + y = 1 

y = 0 




X = 0 

y = 0 


B(2; 0), D(0; 0) 
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Vậy tọa độ điểm tthỏa yêu cầu bài toán là 

A(1;1),B(0;0),C(1;-1),D(2;0) hay A(1;1),B(2;0),C(1;-1),D(0;0) 


► Hướng dẫn giải cách 2: Theo đáp án của Bộ GD&ĐT 

* Vì A e di => A(t; t). Do A và c đối xứng nhau qua BD và B, D E Ox 
=> C(t; —t) 

* Vì c E Ở 2 nên 2t — t — 1=0 <=> t = 1 => A(1 ; 1), C(1 ;-l) 


* 


Trung điểm của AC là 1(1 ; 0). Vì là tâm của hình vuông nên 


í IA = IB = 1 


ID = IA = 1 


Lại có 


BeOx 

[DeOx 


<=> 


fB(b;0) ' 

lD(d;0) j 


b-l|=l 
d—11=1 


<=> 


b = 0,b = 2 

jd = 0,d = 2 


Suy ra B(0;0) và D(2; 0) hay B(2; 0) và D(0; 0). 

Vậy tọa độ điếm tthỏa yêu cầu bài toán là 

A(1;1),B(0;0),C(1;-1),D(2;0) hay A(l;l),B(2;0),C(l;-l),D(Q^õy 

■ Lời bình: Trong cách giải của Bộ GD&ĐT đã có sử dụng đến phép biến 
hình mà cụ thế chính là “phép đối xứng qua trục hoành” (các bạn có thế 
xem lý thuyết cơ sở ở chương 1 đế hiếu rõ hơn). 


CÂU 21 (CHÍNH THỨC - ĐH B2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho hai điếm A(2; 0) và B(6; 4). Viết phương trình đường tròn (C) tiếp 
xúc với trục hoành tại điếm A và khoảng cách từ tâm của (C) đến điếm 
B bằng 5. 


■ Đặt vấn đề: “viết phương trình đường tròn” từ lâu đã trở thành một 
chủ đề quan trọng thường xuyên bắt gặp, xuất hiện trong các kì thi Đại 
Học - Cao Đẳng, và một trong những vấn đề liên quan thường được hỏi 
nhất chính là “sự tiếp xúc” giữa đường tròn và đường thắng, giữa đường 
tròn và đường tròn. Cụ thể trong bài toán này, khi đường tròn tiếp xúc với 
trục hoành thì ta sẽ khai thác như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

0 Nhận xét và ý tưửng: 

_ Nhận xét: khi đường tròn (C) tiếp 
xúc với trục hoành 

—» d[I;Ox] = |yi| = R và khi (C) 
tiếp xúc với trục tung 

—» d[I; Oy] = |xi| = R 
_ Như vậy do (C) tiếp xúc Ox tại A 
— » XI = XA và |yi| = R —» như vậy 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


chỉ cân xác định được tung độ của 
điểm I là ta đã có thể viết được 
phương trình đường tròn. 

_ Ở đây đề bài tiếp túc đề cập đến khoảng cách từ một đến khoảng cách từ 
1 điểm đến một đường tròn —» đó chính là khoảng cách từ tâm đến điểm 
đó —» nói cách khác đó chính là đoạn BI —» giải phương trình ta tìm được 
tung độ điểm I. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi (C) là phương trình cần tìm có tâm I(a; b) , bán kính R. Do (C) tiếp 
xúc trục hoành tại A 

í a = 2 _ — 

Suy ra <! “. Vậy 1(2; b) => BI = (2-6; b-4) = (-4;b-4) 

I b 1= R 

V 1 1 

* Theo đề bài ta có IB = 5^>IB 2 = 25 <íí> 16 + (b-4) 2 =25^> b = 7 

b = 1 

* Với b = 7, ta có tâm 1(2; 7) và Ri = 7. 

Do đó phương tr ình đường tròn (C ì) là: (Cj): (x- 2) 2 + (y - 7) 2 = 49 

* Với b = 1, ta có tâm 1(2; 1) và R .2 = 1. 

Do đó phương trình đường tròn (C 2 ) là: (C 2 ): (x- 2) 2 + (y -l) 2 = 1 
Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 



CÂU 22 (CHÍNH THỨC - ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 

X 2 y 2 X r X 

cho elip (E)ĩ — + = 1 và tọa độ diêm C(2; 0). Tìm tọa độ các diêm 


A, B thuộc (E), biêt răng hai diêm A, B đôi xứng nhau qua trục hoành 
và tam giác ABC là tam giác đều. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

Do A và B đối xứng và trục hoành nên ta có chúng có cùng hoành độ và 
tung độ trái dấu. 

Như vậy ta có thể biểu thị tọa độ điểm B theo điểm A —» có 2 ẩn —» cần 2 
phương trình để lập 

Phương trì nh (1) chính là A thuộc (E) và Phương trình (2) chính là AB = AC 
Chú ý: AC = CB là hiển nhiên vì c thuộc trục hoành và trục hoành đang 
là trung trực của AB. 
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► Hướng dẫn giải: 

* Giả sử tọa độ điểm A(x a ; y A ). Do A và B đối xứng nhau qua trục hoành 

=> B ( x A;-y A ) 

Ta có AB 2 = 4y A 2 và AC 2 = (x A -2) 2 + y A 2 

* VÌAe(E)^ ^A- + ^AỈ = l zz> y 2 =l-^A-(l) 

V/ 4 ị JA 4 

* Để À ABC đều => AB = AC => 4y A 2 = (x A - 2) 2 + y A 2 (2). 

* Thay (1) vào (2), ta được 


( X 2A 
I a a 


V 


2.1 X A 


= (x A -2ỵ+i- 


<=>7x a -16x a + 4 = 0<=> 


J 


x a =2 


X A =- 

7 


* Với X A = 2, thay vào (1) ta có y A = 0 (loại vì trùng với điểm C). 

2 ±aJĨ 

* Với X A = , thay vào (1) ta có y A = —-— 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 



CÂU 23 (Dự BỊ 1 - ĐH A2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
đường tròn (C) có phương trình: X 2 +y 2 +12x —4y + 36 = 0. Viết 

phương trình đường tròn (Ci) tiếp xúc với hai trục tọa độ Ox, Oy, đồng 
thời tiếp xúc ngoài với đường tròn (C). 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

© Nhận xét và ý tưửng : 

_ Tương tự như câu 21, ta có trong bài này đường tròn cần tìm tiếp xúc với 
cả hai trục tọa độ —» |a| = |b| = R (với I(a; b) là tâm và R là bán kính.) 

_ Cuối cùng là ta sử dụng điều kiện để 2 đường tròn tiếp xúc ngoài với 
nhau đó chính là tống hai bán kính bằng khoảng cách nối hai tâm của hai 
đường tròn. 

_ Với những phân tích và nhận xét trên, tác giả trình bay theo hai hướng. 
Mời các bạn xem lời giải. 




► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm I(6;2) và R = 2. Gọi đường tròn cần tìm là (Ci) có 
tâm Ii(a; b) và bán kính Ri. 

Do (Ci) tiếp xúc với hai trục Ox, Oy nên tâm I 1 c) tiếp xúc với hai trục 
Ox, Oy nên tâm li nằm trên đường thẳng y = ± X và vì (C) có tâm I(6;2), 
R = 2 nên đường tròn (C) nằm bên phải trục tung. 

* Do đó tâm Ij(a;±a), a > 0 

4ỡi 
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* THI: li thuộc đường thăng y = X => I(a; a), bán kính Ri = a. 

Để (Ci) tiếp xúc ngoài với (C) 

<£> IIj = R + R t ^/(a-6) 2 + (a-2) 2 = 2 + a (do a > 0 nên ta bình 
phương 2 về phương trình và thu gọn, ta được: 

? _ _ „ r a = 2 

a —20a + 36 — 0 <v^> 

a = 18 

Vậy với THI, ta có hai đường tròn thỏa mãn là: 

(x-2) 2 +(y-2) 2 =4 
(x-18) 2 +(y-18) 2 =18 2 

* TH2: li thuộc đường thẳng y = - X => I(a; -a), bán kính Ri = a. 

Tương tự, ta có IIj = R + Rj <^> ^/(a-6) 2 +(-a-2) 2 = 2 + a (do a > 0 nên 

ta bình phương 2 về phương trình và thu gọn, ta được: a = 6 

Vậy với TH2, ta có hai đường tròn thỏa mãn là: (x - 6) 2 + (y + 6) 2 = 36 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Đường tròn (C) có tâm I(6;2) và R = 2. Gọi đường tròn cân tìm là (Ci) có 
tâm Ii(a; b) và bán kính Ri. 

* Ta có (Ci) tiếp xúc với hai trục tọa độ và tiếp xúc ngoài với (C) 

ÌI, =R + R, Ư(a-6) 2 +(b-2) 2 =2 + R 1 (*) 

Suy ra j I a 1= R t <=> I a 1= Rj 

I b 1= R 1 I b 1= Rj 

V 

* THI: a = Ri, b = Ri khi đó (*) 

<^>^/(R 1 -6) 2 +(R 1 -2) 2 = 2 + Rj ^R 1 2 -20R 1 +36 = 0^ ^ = 18 



Vậy với THI, ta có hai đường tròn thỏa mãn là: 
(x-2) 2 +(y-2) 2 =4 
(x-18) 2 +(y-18) 2 =18 2 
* TH2: a = -Ri,b = Ri 
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khi đó (*) <=> ự(-R 1 -6) 2 +(R 1 -2) 2 = 2 + <=> Rj 2 - 4Ri + 36 = 0(VN) 

* TH3: a = Ri,b = -Ri 
Khi đó (*) 

a ^(R 1 - 6) 2 + (—Rj -2) 2 =2 + Rj <=>R 1 2 -12R 1 +36 = 0<=>R 1 =6 

* TH4: a = -Ri,b = -Ri 
Khi đó (*) 

^7( R i +6 ) 2+ ( R i+ 2 ) 2 = 2 + Rj <=>R 1 2 +12R 1 +36 = 0<=>R 1 =-6 (VN) 


Vậy phương trình đường tròn cân tìm là 


(x-2) 2 +(y-2) 2 = 4 
(x -18) 2 + (y -18) 2 = 18 2 
(x - 6) 2 + (y + 6) 2 = 36 


■ Lòi bình: Sau đây kêt quả 3 đuờng tròn trên hệ trục tọa độ mà ta tìm được: 



CÂU 24 (Dự BỊ 2 - ĐH B2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 


X 


(E): - Ị + ^— = l. Viết phương trình tiếp tuyến d của (E) biết d cắt hai 

trục tọa độ Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho AO = 2BO. 

© Nhận xét và ý tưởng : 
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Trước khi làm bài này, bạn đọc có thê xem lại câu 3 đê hiêu rõ hơn vê 
dạng tiếp tuyến của Elip). 

Ở bài này chúng ta có thể giải theo hướng đó là phát hiện đường thẳng d 
cần viết chính là phương trình đoạn chắn 2 trục tọa độ —» kết hợp với 
điều kiện tiếp xúc giữa d và (E) —» tìm được đường thẳng d. 

Hoặc ta cũng có thể dựa vào liên hệ OA = 20B —» suy ra hệ số góc của 
đường thẳng d:y = kx + m—»sử dụng điều kiện tiếp xúc (E) và d để giải 
—» tìm được đường thẳng d. 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Do t ính đối xứng của elip (E), ta chỉ cần xét trường hợp X > 0, y > 0. Gọi 
A(2m; 0), B(0; m) là giao điểm của tiếp tuyến của (E) với các trục tọa độ 
(m > 0). Phương trình tiếp tuyến của (E) với các trục tọa độ (m > 0) là: 


X 

2 m 



AB :x + 2y — 2 m = 0 


* Do AB tiếp xúc (E) 64 + 4.9 = 4 m 2 om-5 (m> 0) 

* Vậy phương trình tiếp tuyến làx + 2y-10 = 0 

* Do tính đối xứng nên ta có tất cả 4 tiếp tuyến thỏa yêu cầu bài toán: 

X + 2y -10 = 0 
X + 2 y + 10 = 0 
X - 2y — 10 — 0 
X - 2y + 10 = 0 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi A(m; 0), B(0; n) là giao điểm của tiếp tuyến của (E) với các trục tọa 
độ (m, n Ỷ 0) 


Phương trình AB: —- + — = 1 <=> 

m n 


AB : n X + my - mn — 0 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 

* 

* 

* 


Do AB tiếp xúc (E) <£> 6477 2 + 9777 2 = 777 2 . n 2 (1) 

Mặt khác OA = 20B 17771= 2177 |<=> /77 2 — 4/7 2 (2) 

Thay (2) vào (1), ta được: 64n 2 + 9An 2 = 4/7 4 <^> /7 2 = 25 <^> /7 = ±5 


Với 77 = 5 => 


777 — 10 
777 — —10 


<r r 

Vậy ta có 2 tiêp tuyên thỏa mãn là: 


X + 2>’ -10 = 0 

X - 2y + 10 = 0 


* 


Với 77 = -5 


777 = 10 
777 — —10 


r r 

.Vậy ta có 2 tiêp tuyên thỏa mãn là: 


X - 2y -10 = 0 
X + 2 y + 10 = 0 


y 2 _ 2 

đường thăng d cân tìm thỏa yêu câu bài toán là 


X + 2y -10 = 0 
X + 2y + 10 = 0 
X - 2y -10 - 0 
X - 2y + 10-0 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Gọi phương trình tiếp tuyến cần tìm có dạng y = kx + m với k là hệ số 
góc của đường thẳng d. 


Ta có hệ số góc k = ± 


OB 

OA 



dị: y = --x + m o x-2y + 2/77 = 0 
d 2 : y = — -x + 777<=>x + 2y- 2/77 = 0 


* 


THI: di tiếp xúc (E) => 64 + 4.9 = 4/T7 2 <^> 777 = ±5 


r r 

Vậy ta có 2 tiêp tuyên thỏa mãn là: 


X — 2y — 10 — 0 
X - 2y + 10 = 0 


* 


TH2: ẩ 2 tiếp xúc (E) =^> 64 + 4.9 = 4/77 2 /7? = ±5 


r r 

Vậy ta có 2 tiêp tuyên thỏa mãn là: 


X + 2y -10 — 0 
X + 2 y + 10 = 0 
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■ Đặt vân đê : Đê rõ hơn vê trục đăng phương của hai đường tròn, bạn đọc 

có thể xem trong phần chủ đề 2(viết phương trình đường thẳng) và chủ 

đề 3(viết phương trình đường tròn). Đây là nội dung không nằm trong 

chương trình Phổ thông hiện hành, nhưng một số ứng dụng của chúng lại 

giúp chúng ta giải quyết các bài toán về đường tròn một cách nhanh gọn. 

Cụ thể như thế nào mời bạn đọc theo dõi. 

• • • 

© Nhận xét và ý tưởng: 

y Định nghĩa phương tích: Cho đường (C) :x 2 +y 2 + 2ax + 2by + c = 0. 
Khi đó P M/(C) - MA.MB không phụ thuộc vào phương của cát tuyến 
MAB của đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M. 

Cụ thể nếu M(x 0 ; y 0 ) thì P M/(C) — x ữ 2 + y 0 2 + 2ax 0 + 2by 0 + c = 0 . 

V Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn (Cj), (C 2 ), khi đó: 
Tập d = {M I P M/(Cí) = P m , ( c 2) } là một đường thẳng và đó gọi là trục đẳng 


phương của hai đường tròn. 


Giả sử 


I (Cj): V 2 + y 2 + 2a l x + 2b x y + c x = 0 
(C 2 ):x 2 +y 2 + 2 a 2 x + 2 b 2 y + c 2 = 0 


? 



y Chú ý: 

+ Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điếm A, B thì AB chính là trục đắng 


phương của (Ci) và (C 2 ) 

+ Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điểm A thì trục đắng phương của 2 
đường tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Trở lại bài toán, như vậy dựa vào định nghĩa và tính chất của trục đẳng 
phương ta dễ dàng tìm được phương trình trục đẳng phương. 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (Ci) có tâm 0(0; 0), bán kính Ri = 3. Đường tròn (C 2 ) có tâm 
1(1; 1), bán kính R 2 = 5. 

* Phương trình trục đăng phương của 2 đường tròn (Ci) và (C 2 ) là: 

(x 2 + y 2 - 9) — (x 2 + y 2 — 2x — 2y — 23) = 0o d :x + y + 7 = 0 

* Gọi K là điểm thuộc d => K(k; - 7 - k) 

* xéA° K 2 : k 2 y k : 7 T 

IK 2 —{k — l) 2 +(k + 8) 2 

=> IK 2 - OK 2 = [(k - 1) 2 + (k+ 8) 2 ] - [k 2 + (k+ lý ] = 16 > 0 


Suy ra IK > OK (đpcm) 

Vậy phương trình đường thẳng d cần tìm là cỉ : X + y + 7 = 0 


CÂU 26 (Dự BỊ 4 - ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho X 2 + 
y 2 - 4x - 6y - 12 = 0 là phương trình của đường tròn (C). Tìm tọa độ 
điểm M thuộc đường thẳng d: 2x - y + 3 = 0 sao cho MI = 2R, trong đổ 
I là tâm và R là bán kính của đường tròn (C). 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Để tìm điểm M thỏa yêu cầu bài toán trên —» M e d (tham số hoa điểm 
M —»1 ẩn —» cần 1 phương trình. 

_ Phương trình đó là MI = 2R (như vậy đường tròn giúp ta khai thác tâm và 
bán kinh) 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(2; 3), bán kính R = 5 

* Med:2x-y + 3 = 0=> M(m; 2m + 3) và IM - (m - 2; 2/77) 

* Theo yêu cầu bài toán ta có 

m = —4 

MI = 2R = 10 <=> IM 2 = 100 <=> 5m 2 -4/72-36 = 0 <=> 24 

/77 = — 

L 5 

Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là 
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CÂU 27 (Dự BỊ 5 - ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 2 
điếm A(0;5), B(2; 3). Viết phương trình đường tròn đi qua hai điếm 

A,B và có bán kính bằng vĩo 

■ Đặt vấn đề : Bài toán “ viết phương trình đường tròn ” từ lâu đã không 
còn lạ lẫm với các bạn học sinh. Có hai khuynh hướng chung có thể dễ 
thấy nhất khi lập phương trình đường tròn, hoặc là tìm kiếm 3 điểm thuộc 
đường tròn, hoặc là xác định tâm và bán kính. Bài toán thậm chí có thể 
cho sẵn tâm hoặc cho sẵn bán kính và dĩ nhiên ta phải xác định yếu tố 
còn lại để viết phương trình. Vậy với câu 27 này, ta xử lý như thế nào ? 
Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưởng : 

_ Hướng thứ 1: ta đã xác định được bán kính —» tìm tâm I(a; b) —» 2 ẩn —» 
cần 2 phương trình —» ta có thể gọi dạng tổng quát để giải. 

_ Hướng thứ 2: ta cũng có thể gọi dạng khai triển (chứa 3 ẩn a,b,c) —» cần 
3 phương tr ình —» gồm có A E (C), B E (C) và R = ‘sịĩõ. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi dạng tổng quát của phương trình cần tìm là: 

(x - aỷ + (y-b) 2 =R 2 =10 

* Ta có 

ẩg(C) ị a 2 +(5-b) 2 =10 Ịa 2 +25-10b + b 2 =10 (1) 

' B E (C) ^ [(2 ■- df + (3 - b) 2 = 10 ^ \a 2 - 4a + 4 + 9 - 6b + b 2 = 10 (2) 

* Trừ vế theo vế hai phương tr ình (1) và (2) ta được: a - b + 3 = 0 
=> b = a + 3 (3) 

* Thay (3) vào (1) ta được: a 2 +25-10(ư + 3) + (ư + 3) 2 =10 

9 . ^ a = —\=>b = 2 

Suy ra 2a -Aa — 6 = ữ<=> 

a — 3 => b — 6 

Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là 



Còn đây là hình ảnh 2 đường tròn thỏa yêu câu bài toán trên hệ trục Oxy. 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn có dạng: 

(C) :x 2 +y 2 — 2 ax - 2 by + c = 0 , trong đó I(a; b) và R = ytT+b 2 


—c 


* Theo đề bài ta có: < 


Ảe(C) 


-10 b + c- -25 


( 1 ) 


Be(C) <=>^-4ư-6Z) + c = -13 (2) 


* 


Từ (1) và (2) 


R = s/ĨÕ 

a = b — 3 
c = 10Ồ-25 


a 2 +b 2 -c -10 


thay vào (3) ta được : 


( 3 ) 


(b-3) 2 +b 2 +25-10Ỗ = 10 


Suy ra 2b 2 -16Ỗ + 24 = 0 


b-2 
b = 6 


* Với b = 2 < 


a — -\ 

c = -5 

2 . 2 


* Với b = 6 


Vậy(C 1 ):x +y +2x —4y —5 = 0 

a = 3 
c = 35' 

Vậy (C 2 ) : X 2 +y 2 -6x-12y + 35 = 0 

Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là 

(C { ): X 2 + y 2 + 2x - 4y - 5 = 0 
(C 2 ) : X 2 + y 2 -6x-12y+ 35 = 0 
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■ Lòi bình: Có thể thấy việc bạn xuất phát ở cách 1 hay 2 thì mấu chốt 
chính là cách chúng ta giải hệ phuơng trình 2 ấn hay 3 ấn. Đây là kỹ năng 
giải các bài toán đại số mà học sinh phải nắm vững. Cũng phải lưu ý với 
bạn đọc về “hệ phương trình” hình thành trong quá trình giải các bài toán 
hình học không hề quá khó, bạn sử dụng các kỹ năng thường thấy khi 
giải hệ đó chính là “ cộng, trừ, rút, thế ” các vế của từng phương trình 
trong hệ để quy về 1 ẩn 1 phương trình. 

CÂU 28 (CHÍNH THỨC - ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho các đường thắng lần lượt có phương trình di: X + y + 3 = 0, 
dĩ', x-y - 4 = 0 và ds: X- 2y = 0. Tìm tọa độ điếm Mnằm trên đương 
thẳng d 3 sao cho khoảng cách từ M đến đường thẳng di bằng hai lần 
khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng d 2 . 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Bài toán này chỉ dựa trên 2 vấn đề “ tham số hóa 1 điểm” và “khoảng 
cách”. Đây là một trong những câu hỏi dễ trong đề thi tuyển sinh đại học 
- cao đẳng chính thức dễ nhất mà chúng ta từng thấy. 

_ Tham số hóa điểm M theo đường d 3 và xét d[M;di] = 2d[M;d2] 

—» tìm tọa độ điểm M. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có M e d 3 ! X - 2y = 0 => M(2m; m) 

* Theo yêu cầu bài toán ta có: d[M; d x ] = 2d[M; d 2 ] 

_ |2m + m + 3| A2m — m — 41 

Suy ra ■ — — 2 -7=— 

Vĩ+T a/ĩtĩ 

<=>| 3 m + 3 1=1 2 m — 8 I 

3>m + 3 = 2m - 8 \m = —W 
<=> <=> 

3m + 3 = 8- 2m m = ì 

Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là 



■ Lòi bình: Chúng ta có thê kiêm tra lại kêt quả băng cách đưa cách diêm 
lên hê truc Oxv. 
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CÂU 29 (CHÍNH THỨC - ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho (C): X 2 + y 2 —2x — 6y + 6 = 0 và điểm M(-3; 1). Gọi Tivà T '2 là các 

tiếp điểm của các tiếp tuyến kẻ từ M đến (C). Viết phương trình 
đường thẳng T 1 T 2 . 

■ Đặt vấn đề : đối với các bài toán liên quan đến đường tròn thì ngoài tiếp 
tuyến là một chủ đề khá quen thuộc thì dây cung cũng là một dạng hay 
bắt gặp trong các đề thi. Vậy khi đó ta sẽ tiếp cận viết phương tr ình 
đường thẳng chứa dây cung như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Trước tiên, chúng ta sẽ xét vị trí tương đối giữa điểm M và đường tròn 
(C) bằng cách xác định độ dài đoạn MI với R. 

_ Ở đây thực chất T 1 T 2 chính là dây cung tạo bởi 2 tiếp điểm của 2 tiếp 
tuyến kẻ từ M và chúng ta có một số hướng tiếp cận như sau: 

+ Hướng thứ 1: Suy nghĩ rất giản đơn là ta tìm tọa độ của điểm Ti và T 2 
—» Xét Ti và T 2 trong sự tương giao của đường tròn (C) và một đường 
tròn ẩn mình (C’) có tâm M và bán kính MTi. 

+ Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1 ta cũng phát hiện T 1 T 2 chính là 
dây cung chung của 2 đường tròn (C) và (C’) ((C’) có tâm M và bán kính 
MI) —> T 1 T 2 chính là Trục đẳng phương của 2 đường tròn. 

+ Hướng thứ 3: Theo tính chất qua một điểm nằm ngoài đường tròn kẻ 
được 2 tiếp tuyến đến đường tròn thì ta phát hiện T 1 T 2 vuông góc với MI 
—» nếu Gọi H = MI n T 1 T 2 thì ta sẽ viết được phương trình đường T 1 T 2 
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—» tìm tọa độ H ? —» tính độ dài IH (do nhận xét AMIT 1 _L Ti có IT 1 là 
đường cao) —» đọ tỉ số độ dài với IM và ta sẽ được IH = kIM 


->IH = kIM ,(Ả:>0). 


+ Hướng thứ 4: Dựa trên đáp án lời giải của Bộ GD&ĐT —» Gọi 
T(x 0 ; y f) ) là tiếp điểm —> ta có T E (C) và MI _L TI —> giải tiếp bạn sẽ 

thấy chúng giống hướng thứ 2 (dùng trục đẳng phương). 

+ Hướng thử 5: Dựa vào phương pháp phân đôi của tiếp tuyến đối với 
đường tròn (C) —» để tìm ra quỹ tích biểu diễn tọa độ điểm Ti và T 2 
—» phương trình T 1 T 2 . 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 3) và bán kính R = 2. 

Ta có Tđỉ = (4; 2) => MI = 2=> MT X = 4 

* T x ,T 2 chính là giao điểm giữa đường tròn (C) và (C’) có tâm M(-3;l) và 


bán kính MT X — 4 

Suy ra tọa độ Ti, T 2 thỏa hệ 

xin dành cho bạn đọc). 

X = !=> y = \ 


ịx 2 + y 2 — 2x - 6y + 6 = 0 
ị (v + 3) 2 +(y— l) 2 = 16 


/T 7* A _ _ • ? • 1 A _7 _ 

(Việc giải hệ này 


Suy ra 


-3 


21 


X = 


y = 
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Do vai trò của Ti, T 2 là như nhau nên đặt TỊ(1; 1), T 2 


r-3.20 


5j 

* Đường thẳng T 1 T 2 qua TỊ(1;1) và nhân MI = (4; 2) làm véctơ pháp tuyến 


có dạng là: 2(x-1) + l(y-1) = 0 <^> T X T 2 :2 x+ y- 3 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là VTi :2x+y-3 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 3) và bán kính R = 2. 

Ta có M7 = (4; 2) => MI = 2 V 5 => MT X = 4 

* Phương trình đường tròn (C’) tâm M(—3; 1) và bán kính MTi = 4 là: 
(x+ 3) 2 + (y - ì) 2 - 16 

* Nhận xét T 1 T 2 chính là giao điểm chung của 2 đường tròn => T 1 T 2 chính 
là trục đẳng phương của hai đường tròn nên có phương tr ình : 

T x T 2 : (x 2 + y 2 - 2x — 6y + 6) — [(x + 3) 2 + (y — ì) 2 — 16] = 2x + y — 3 


9 A 

phương trình đường thăng cân tìm là ụT :2x+y-3 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 3) và bán kính R = 2. Ta có 

M7 = (4; 2) ^ M/= 2 V? 

* Gọi H = T 1 T 2 n MI, ta có ÀMITi _L Ti, đường cao HTi có 

IT 2 


ir = IH.IM => IH = 


IM 


IH IT 


IM IM 2 20 5 


4 =-=>IH = -IM<^\ 


X H 1 


y H ^ 


-4 

5 

-2 


H 


^Ị_ RỌ 

v5 ; Ty 


* Đường thẳng T 1 T 2 qua H 


r 

tuyên có dạng là: 2 


r y\_Ỷ 


và nhân MI = (4; 2) làm véctơ pháp 


( 0 


í 13 ^ 


X- 

+ 1 

y V 


V 


l 5 J 



7^2:2 x+ y- 3 = 0 


9 A __ 

phương trình đường thăng cân tìm là ụT :2x+y-3 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 3) và bán kính R = 2. 
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Ta có MI = (4; 2) => MI = 2\[S > R nên M nằm ngoài đường tròn (C). 
* Gọi T(x o ;y 0 ) là tiếp điểm của tiếp tuyến kẻ từ M đến c thỏa: 

Ị Te(C) 

ĨTMT = 0 


Với MT - (x + 3; V -1), IT = (x -1; V - 3). 


Do đó ta có: 


x o + y 0 2 - 2x 0 - 6y ơ +6 = 0 
(x 0 + 3)(x -1) + ( V -1X V - 3) = 0 


Suy ra 


X 2 + V 2 — 2x„ — 6 V +6 = 0 

o J o o Vo 


2x +v -3 = 0 (*) 


x n + y n + 2x n - 4 V = 0 

^ ơ */ ơ o s o 

Vậy tọa độ các tiếp điểm Ti và T 2 của các tiếp tuyến kẻ từ M đến (C) 
đều thỏa mãn đẳng thức (*). 

Do đó phương trình đường thẳng T X T 2 :2x+y-3 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là ụT :2x+y-3 = 0 

► Hướng dẫn giải cách 5: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 3) và bán kính R = 2. 

Ta có MI = (4; 2) => MI = 2 V 5 > R nên M nằm ngoài đường tròn (C). 

* Gọi T (x 0 ; y o ) là tiếp điểm của tiếp tuyến À đến (C) thì phương tr ình À có dạng: 


À: x a x + y a y - (x + x a ) - 3(y + y a ) + 6 - 0 


* M(—3; l)eA=> 2x 0 + y o —3 — 0 (*) 

* Vì T x {xy Ỵ x \ r 2 (x 2 ;y 2 ) là tiếp điểm => \ 2x ) 3 = 0 

1 2x 2 +y 2 - 3 = 0 


Vậy phương trình đường thăng cân tìm là ụTi :2x+y-3 = 0 

■ Lòi bình: Cả 5 cách giải đều có cái hay riêng của nó. Tuy nhiên cho đến 
thời điểm hiện tại cách giải 1 và 3 là được sử dụng nhiều nhất. Đối với 
trục đẳng phương, tác giả đã giới thiệu ở những bài trước bạn đọc có thể 
theo dõi để hiểu rõ hơn. Riêng với phương pháp phân đôi (thuộc chương 
trình sách giáo khoa cũ) thì đây là một phương pháp cũng khá hay khi sử 
dụng viết phương trình tiếp tuyến của một đường tròn mà bạn đã biết tiếp 
điểm. Bạn đọc có thể tìm hiểu thêm ở phần bài tập của chủ đề 3, chương 
2 để hiểu rõ hơn. 
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CÂU 30 (CHÍNH THỨC - ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho (C): X 2 + y 2 -2x-2y + \ = 0 và đường thẳng d: X -y + 3 = 0. Tìm 

tọa độ điểm M nằm trên d sao cho đường tròn tâm M, có bán kính gấp 
đôi bán kỉnh đường tròn (C), tiếp xúc ngoài với đường tròn (C). 

© Nhận xét và ý tường: 

_ Để xác định tọa độ M —» tham số hóa M theo đường d —» 1 ẩn nên cần 
một phương trình 

_ Bài toán đã đề cập đến một trong những vấn đề liên quan đến bài toán 
tiếp xúc của đường tròn. Đó chính là bài toán “đường tròn tiếp xúc ngoài 
với một đường tròn” —» vậy điều kiện tiếp xúc là gì ? —> Tổng độ dài 
hai bán kính bằng khoảng cách giữa hai tâm —» phương trình cần tìm. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 



* Do Med:x-y + 3 = 0=> M(m; m + 3) 

* Theo yêu cầu bài toán ta có MI = R + 2R 


<=> (/77 -1) 2 +(m + 2) 2 - 9 <=> 


m — ỉ 
m = — 2 


Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là Mj (1; 4) hay M 2 (-2; 1) 

■ Lòi bình: Qua bài toán này, ta rút ra một số lưu ý 

Một là, điều kiện tiếp xúc giữa 2 đường tròn gồm có tiếp xúc ngoài và 
tiếp xúc trong. Đối với tiếp xúc ngoài thì như đã chỉ ra —» “tổng hai bán 
kính = khoảng cách 2 tâm”, đối với tiếp xúc trong thì “hiệu hai bán kính 
= khoảng cách 2 tâm”. 
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Hai là, giả sử bài toán này cho một điểm M thuộc đường tròn (C’) khác 
thì bạn đọc sẽ xử lý như thế nào ? —» chúng ta có thể tham số hóa theo 
lượng giác. Ví dụ M E (C’): X 2 + y 2 - 4 => M(2cost; 2sint). 

CÂU 31 (Dự BỊ 1 - ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho elỉp 

2 2 

(E): ị - + 2— — 1. Viết phương trình hypebol (H) có hai đường tiệm cận 

lày = ±2x và có hai tiêu điểm là hai tiêu điểm của elip (E). 

■ Đặt vấn đề : dạng bài viết phương trình chính tắc của các đường conic 
(elip, hypebol, parabol) từ lâu đã không còn quá xa lạ với các bạn học 
sinh. Với các dạng bài này thường đề bài đề cập đến các thuộc tính của 
các đường conic như tiêu điểm, tâm sai, các đường chuẩn, v,v... Tuy vậy 
về bản chất để xác định được phương trình chính tắc của các đường conic 

mà cụ thể là đường hypebol ở bài trên thì ta phải xác định được 2 biến số 

2 2 

X y Ấ Ằ 

a và b trong phương trình — - = 1, tât là ta đang cân tìm 2 phương 

a o 

trình chứa 2 ẩn a, b để giải. Mời bạn đọc xem lời giải. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Từ phương trình (E) đề bài cho —» ta khai thác 2 tiêu điểm (E) chính là 2 
tiêu điểm của (H) —» phương tr ình (1) 

_ Do đề bài đã cho sẵn đường tiệm cận y = ± 2x —» ta thiết lập tìm được 
phương trình thứ (2). 

_ Giải hệ gồm 2 phương trình (1), (2) —» phương trình (H) cần tìm 
_ Lưu ý: bạn cần nắm vững các kiến thức liên quan đến các đường conic 
trước khi vào giải bài tập này (để hiểu rõ hơn hãy xem lại kiến thức 
chương (1)). 

► Hướng dẫn giải 

2 2 

* (E): T^ + 2 = ^ ^ ^ rá ^ tiêu điểm là EỊ(-VĨÕ;0), i^(VĨÕ;0) 

2 2 

* Gọi phương trình chính tắc của (H) có dạng: \ với a 2 +b 2 = c 2 

a b 

* Do (H) và (E) có cùng tiêu điềm nên a 2 +b 2 =10 (1) 

b , _ b ^ 

* (H) có hai đường tiệm cận y = ± — x = ±2x <=> — = 2 b - 2a (2) 

a a 
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* 


Thay (2) vào (1) ta được: a 2 + 5 a 2 =10 o a 2 = 2 => z > 2 = 8 


_ A 

Vậy phương trình (H) thỏa yêu câu bài toán là 



CÂU 32 (Dự BỊ 2 - ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có đỉnh A thuộc đường thắng d: X - 4y — 2 = 0, cạnh BC 
song song với d, phương trình đường cao BH: X + y + 3 = 0 và trung 
điểm của cạnh AC là M(l; 1). Tìm tọa độ các đỉnh A, B , c. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Để tìm tọa độ của một điểm ngoài 
việc “tham số hóa” điểm đó, ta còn có 
thể xét chúng trong sự tương giao của 
các đường. Đe bài đã gợi ý cho ta 3 
yếu tố gồm có : đường cao BH, trung 
điểm M, đường thẳng d // BC. Trong 
các yếu tố đó yếu tố nào có thể kết 
hợp lại để tạo ra yếu tố mới ? —» câu 
trả lời chính là đường cao BH và 
trung điểm M của AC 

—» Vì AC _L BH, AC qua M —» viết được phương trình AC. 

_ Đến đây thì tọa độ điểm A tìm được vì A = AC nd^ cùng với tọa độ 
điểm c (Do M là trung điểm) 

_ Lúc này đây đã có thêm 2 yếu tố mới c hính là điểm A và c, trong 2 yếu 
tố đó thì nếu kết hợp tọa độ điểm c và đường thẳng d // BC —» viết được 
phương trình BC —» BC n BH = B. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có AC _L BH: X + y + 3 = 0 

=> AC: X - y + m = 0, AC qua M(l; 1) => m = 0 
Vậy AC: X - y = 0. 

* Ta có A = AC nd^> Tọa độ A là nghiệm của hệ 




-2 

X - 4y - 2 = 0 

X — 

3 


<N 

1 

<N 

1 

ị <=> ^ 

=> 

A 

• 

o 

II 

1 

X 

II 

' i 


13 3 J 


l 3 
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* 


9 

Lại có M là trung điêm AC => 


^ 8 ^ 

v3 ; 3 y 


* Mặt khác, BC // d: X - 4y - 2 = 0 => BC: x-4y + n = 0(n^-2), BC qua 

(8 8Ì 


c 


n = -8 


v3 ’ 3 J 

Vậy BC: X - 4y - 8 = 0 

* Ta có B = BH n BC => Tọa độ B là nghiệm của hệ 


X - 4y - 8 = 0 
X + y + 3 = 0 


<=>< 


X — —4 

y = 1 


s(-4;l) 


9 





B{- 4;1), c 


v3 ’ 3 J 


■ Lòi bình: Qua bài toán này, ta thây được các yêu tô trong một bài toán 
thường có một mối liên kết chặt chẽ với nhau và nhiệm vụ của ta là xâu 
chuỗi chúng lại. Các yếu tố mới tìm được từ yếu tố cũ bao giờ cũng là 
những “gợi ý quan trọng” giúp ta tìm kiếm ra kết quả. 


CÂU 33 (Dự BỊ 3 - ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC cân tại B với tọa độ các đỉnh A(l; -1), B(3; 5). Điếm B nằm 
trên đường thẳng dĩ 2x - y = 0. Viết phương trình các đường thẳng 
AB , BC. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Do tính chất ÀABC cân tại B, gọi 
H là trung điếm AB => BH chỉnh 
là trung trực của AC —» viết 
phương trình BH —» BH n d = B 
—» tọa độ điểm B. 

_ Có tọa độ B kết hợp với A —> viết 
phương trình AB (tương tự với 
điểm c —» viết phương trình BC) H C(3;5) 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là trung điểm AC => H(2; 2). Do ÀABC cân tại B => BH là đường 
trung trực của AC 

Do đó BH qua H(2; 2) nh ận AC = (2; 6) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 
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2(x— 2) + 6(y— 2) = 0 <=> BH: x+ 3 y- 8 = 0 
* Ta có BH nd = B=> Tọa độ B là nghiệm của hệ 


X + 3y — 8 = 0 
X - 2y = 0 


<=> 



y = 


7 


* 


Phương trình đường AB qua A(l; -1) nhận AB = 


phương có dạng là: ——- = 


(123} 

[ri) 


làm véctơ chỉ 


1 


23 


AB : 23x — y — 24 = 0 


* 


Phương trình đường BC qua C(3; 5) nhận BC = 


phương có dạng là: ——- = -— o 


(13 19^1 

V 7 ’ 7 J 


làm véctơ chỉ 


13 


19 


BC :19x-13y + 8 = 0 


Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 

ịBC :19x-13y + 8 = 0 
AB : 23x - y + 24 = 0 


CÂU 34 (Dự BỊ 4 - ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có đỉnh A(2; 1), đường cao qua đỉnh B có phương trình 
X - 3y - 7 = 0 và đường trung tuyến qua đỉnh C: X + y + 1 = 0. Xác 
định tọa độ các đỉnh B và c cửa tam giác. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

Ta có thể tọa độ điểm B và c một 
cách độc lập như sau: 

+ Tham số hóa B theo đường BH và 
gọi M là trung điểm AB —» tham số 
hóa M theo B —» M E MC —» giải 
phương trình tìm được tọa độ B. 

+ viết pt đường AC _L BH và AC qua A 
—» AC n MC = c —»tọa độ điểm c. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có B E BH: x-3y-7 = 0=> B(3b + 7; b). 
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, _ _(3b + 9 1 + b) 

Gọi M là trung điểm AB => M ———; —— 

V 2 2 J 

* Mặt khác MgCM 

3 b + 9 1 -ị- b , 7 7 7 

=> —+ \ = 0o3b + 9 + \ + b + 2 = 0ob 

2 2 


5(-2;-3) 


* Ta có AC _L BH: X - 3y -7 = 0 => AC: 3x + y + m = 0, AC qua A(2; 1) 
=> m = -7 . 

Vậy AC: 3x + y - 7 = 0. 

* Lại có c = AC n MC => Tọa độ c là nghiệm của hệ 

3x + V — 7 = 0 ị X-4 1 ————I 

< n <=>i^ _ e => C(4;-5) 

[x + y + l = 0 [y = -5 - 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là B(- 2;-3), C(4;-5) 


CÂU 35 (Dự BỊ 5 - ĐH D2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
đường thẳng d: x-y + ì ->/2 = 0 và tọa độ A(-l; 1). Viết phương trình 
đường tròn (C) đi qua A, o và tiếp xúc với d. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Đe viết phương trình đường tròn ta có hai hướng chính khai thác: 

+ Hướng thứ 1, đó là dựa trên phương trình khai triển của đường tròn (do 
hiện tại phương trình chưa xác định được tâm và bán kính) —» thiết lập 3 
phương trình 3 ẩn a, b,c để giải. 

+ Hướng thứ 2, đó là dựa trên phương trình tổng quát của đường tròn 
—» thiết lập 3 phương trình 3 ẩn a, b, R để giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) là: X 2 +y 2 - 2 ax - 2by + c = 0, 

trong đó tâm I(a; b) và bán kính R 2 = a 2 +b 2 - c> 0 

* Theo đề bài ta có: 

ơ(0;0)e(C) c = 0 c = 0 í c = 0 

G (C) o < 2 + 2a-2b + c - 0 <=> < a-b = -\ <$<a-b = - 1 

(C)txd d[I;d] = R |a-6 + l-V2| ^ ^ = 1 

i lĩ 
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* Mặt khác 


R z = a 2 +b 2 -c ol = (b-iy +b z <=> b z - b = 0 


2 . 7.2 


Ổ = 0 => ứ = -1 
b = 1 => a = 0 


, „ , (C,): X 2 + V 2 — 2v 

Cớ hai đường tròn thỏa yêu câu bài toán là - 


|Ị_(C 2 ):x 2 +/+2x 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi phương trình tổng quát của đường tròn (C) là: (x-ữ) 2 + (y-ố) 2 
trong đó tâm I(a; b) và bán kính R. 

* Theo đề bài ta có: 


0(0; 0) €E (C) a 2 +b 2 = R 2 a 2 +b 2 = R 2 (1) 

rì(-l; 1) E (C) <z> J (1 - af + (-1 - ồ) 2 = R 2 <=> L = ồ - 1 (2) 


(C) tx d 


-Ò + 1-V2 

V 2 




R = 1 


( 3 ) 


Thay (2) và (3) vào (1) ta được: (ồ-1) 2 +b 2 = 1 
b = 0 => ư = -1 
b -1 => a - 0 

^ , _ „ , ^ Ir (C,):X 2 + (y-1) 2 = 1 

Vậy có hai đường tròn thỏa yêu câu bài toán là 


|[(C 2 ):(x + 1) 2 +/+ = 1 

Lòi bình: Cả hai cách giải đều đòi hỏi ở người làm những kỹ năng cơ 
bản trong việc giải hệ phương trình, vấn đề giải hệ phương trình từ lâu 
không còn xa lạ với các bạn học sinh tuy nhiên nếu không rèn luyện tốt 
các bạn sẽ gặp một số trục trặc trong quá trình giải chúng. Các kỹ năng 
yêu cầu thường thấy khi giải hệ phương trình đó chính là các kỹ năng: 
“rút, thế, cộng, trừ vế các phương trình” trong hệ phương trình nhằm mục 
đích quy tất cả về 1 ẩn 1 phương trình để giải. 


CÂU 36 (Dự BỊ 6 - ĐH D2006). Trong mặtphẳng tọa độ Oxy , lập phương 

trình chính tắc của elip (E) có độ dài trục lớn bằng 4y2, các đỉnh trên 
trục nhỏ và các tiêu điểm của (E) cùng nằm trên một đường tròn. 


© Nhận xét và ý tưửng: 
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a, b —» cần thiết lập 2 phương trình 2 ẩn. 

+ Ta có (E) có độ dài trục lớn => phương trình (1). 

+ Ta có 2 tiêu điểm và 2 đỉnh trên trục nhỏ thuộc một đường tròn 
phương trình (2). 

_ Giải hệ gồm phương tr ình (1) và (2) => tìm được a, b => phương trình (E). 

► Hướng dẫn giải: 


* 


2 2 

' y 1 1 r 1 r 2/ I X y ^ 2 2 

Gọi phương trình chính tăc của (E): — + = 1 với a -b =c 

a b 


* Theo giả thiết của bài toán thì độ dài trục lớn của (E) bằng 4 V 2 
=> 2 a — 4 V 2 <^> a — 2 V 2 =^> a 2 — 8 

* Ta có tứ giác B l F ỉ B 2 F 2 là hình thoi, theo giả thiết 4 đỉnh nằm trên đường 
tròn nên hình thoi trở thành hình vuông 

b = c mà a 2 = b 2 + c 2 => 8 = 2 b 2 => b 2 = 4 


2 

Vậy phương trình (E) thỏa yêu câu bài toán là 



CÂU 37 (CHÍNH THỨC - ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho tam giác ABC có tọa độ các đỉnh A(0; 2), B(-2; -2) và C(4; -2). 
Gọi H là chân đường cao kẻ từ B và M, N lần lượt là trung điếm của 
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© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Đây rõ rang là bài toán đường 
tròn đi qua ba đểm H, M, N và 
đang bị khuyết tâm và bán kính. 
Vì vậy ta sẽ gọi dạng khai triển 
của đường tròn để làm. 

_ Trong ba tọa độ trên thì tọa độ 
của điểm M và N tìm được 


B(-2;-2) 


m/ 

N '\n 


• X ] \ 


C(4;-2) 


qua công thức trung điểm. Để 
tìm tọa độ điểm H ta có hai 
hướng đi cho bài toán: 

+ Hướng thứ 1: Gọi H(xh; yừ) —» 2 ẩn nên cần 2 phương trình 
— » phương trình (1) là BH _L AC, phương trình (2) là H E AC (điều này 
dẫn đến ta phải lập phương trình đường AC) 

+ Hướng thử 2: Xét H = BH n AC (lập phương trình hai đường 
thẳng) —» tọa độ H. 

+ Hướng thứ 3: Gọi K = MN n BH ( K chính trung điểm BH) viết 
phương trình hai đường thẳng MN và BH —» tọa độ K —» tọa độ H. 

Các hướng đi là tương tự nhau nhưng trong quá trình phân tích chúng ta 
sẽ chọn cách ngắn nhất để làm. 

► Hướng dẫn giải: 

* Do M, N lần lượt là trung điểm AB, BC 
=>M(-1;0) vàN(l; -2) 


* AC qua A(0;2) nhận AC = (4;-4) làm véctơ chỉ phương có dạng là : 

X—0 y- 2 


1 


-1 


•£í> AC :x + y -2 = 0 


* Ta có H E AC => H(h; 2 - h) và BH = (h + 2; 4 - h) 

* Mặt khác BH1AC 


BH.AC = 0 <z> 4(h + 2) - 4(4 - h) = 0 <z> h = 1 => H{ 1; 1) 
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* Gọi dạng phương t rình khai triển của đường tròn là (C) :x 2 +y 2 -2ax-2by+c 
với tâm I(a; b) và bán kính R 2 = a 2 + b 2 - c > 0 . 


= 0 


* Ta có: < 


M(-l;0)e(C) 


1 4" 2ữ + c — 0 


N(ì; -2) E (C) <5 - 2a + Ab + c - 0 < 


/f(l;l)E(C) 


2 - 2a - 2b + c = 0 


1 

a = — 
2 

b = — 
2 

c = —2 


Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu câu bài toán là 


(C) :x 2 +y 2 -x + y-2-0 


CÂU 38 (CHÍNH THỨC - ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho điếm A(2; 2) và các đường thắng di: X + y - 2 = 0 và (Ỉ2: X + y - 8 = 0. 
Tìm tọa độ các điếm B và c lần lượt thuộc di và d2 sao cho tam giác 
ABC vuông cân tại A. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Với gợi ý B E di và C E Ớ 2 
—> chắc chắn ta sẽ tham số hóa 
điểm B và c —» như vậy ta cần 
2 ẩn —» lập 2 phương trình 2 ẩn. 

_ Trong đề bài còn dữ liệu nào ta 
chưa sử dụng đến —» ÀABC 
vuông cân tại A —» AB = AC và 
AB 1AC. 



di: X + y - 2 = 0 


A(2;2) 


_ Giải hệ gôm 2 phương trình trên ta tìm được B và c. 

► Hướng dẫn giải: 

* TacóBEdi:x + y- 2 = 0=> B(b; 2 - b) và c E d 2 : X + y - 8 = 0 
=> C(c; 8 - c) 

* Do ÀABC vuông cân tại A 



\AB = AC 

\ab 2 = ac 2 


<^> ^ 

(*) vói < 


AB _L AC 

AB.AC = 0 

V k 


AB = {b-2\-b) 


AC - (c-2;6-c) 


* 


Do đó (*) 


ị(b- 2) 2 +b 2 =(c- 2) 2 +(c — 6) 2 
I (b - 2)(c - 2) + b(c- 6) = 0 




ịb 2 -2b = c 2 -8c + 18 
bc — c — 4b+ 2 = 0 

V 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


(để giải quyết hệ trên ta có thể xử ỉỷ bằng cách rút thế, tuy nhiên chủng 
ta có cách giải đẹp hon) 


<=> 


Ị (Ế-l) 2 =(c-4) 2 +3 Í(ế-1) 2 =(c-4) 2 +3 Í(ế-1) 2 -(c-4) 2 =3 

(b-l)c-4b + 4-4 + 2 = 0 \(b-ì)c-4(b-\) = 2 { (b- l)(c-4) = 2 



ịu-b-ì 
v — c-4 


thì hệ thảnh 


<=> 





r 

r _ _ 

2 2 o 

u —V = 3 

u 2 = 3 + v 2 

u 2 = 3 + v 2 






uv = 2 

V 

^ U 2 V 2 = 4 1 

(3 +v 2 )v 2 =4 



V =1 (n) 

V 2 = -4 (ỉ) 

Do đó uv = 2 > 0 nên hoặc u, V cùng dưong hoặc u,v cùng âm nên ta có: 


2 _ . 

u = 3 +V 

2 


li = 2 ịu = — 2 

\-=x hay \ v =-\~ 


b-3 \b = -\ 
hay\ 


Ịc = 5 " [ c - 3 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 


£(-l;3),C(3;5) hay B( 3;-l),C(5;3) 


■ Lòi bình: Qua bài toán trên ta thấy khâu giải hệ phuơng trình 2 ẩn mới là 
vấn đề ta quan tâm nhất. Dĩ nhiên việc giải hệ theo phương pháp rút thế 
cũng có thể thực hiện được nhưng so với việc tìm cách đổi biến số (vận 
dụng 1 số kỹ thuật trong hệ phương trình đại số) lại giúp ta có những lời 
giải đẹp hơn. 


CÂU 39 (CHÍNH THỨC - ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho (C): (x — 1)" +(y + 2) 2 =9 và đường thẳng d: 3x - 4y + m = 0. Tìm 

m để trên d có duy nhất một điểm p mà từ đó có thể kẻ được hai tiếp 
tuyến PA, PB tới (C) (A,B là các tiếp điểm) sao cho tam giác PAB đều. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Với bài toán này viêc xác định quỹ 
tích của điểm M là cực kì quan 
trọng —» Ở đây tập hợp những 
điểm p cách đều I một khoảng cho 
trước sẽ lập nên 1 “đường tròn ẩn 
mình (C’) ” với tâm I bán kính IP. 

Nhờ giả thiết ÀAPB đều nên ta dễ 
dàng suy ra IP = 2IA = 2R. 
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Với mọi điểm M thuộc đường tròn (C’) ta sẽ kẻ được 2 tiếp tuyến đến (C) và 
tạo được 2 tiếp điểm A, B để cùng với điểm M lập thành tam giác đều. 

_ Do vậy giả sử nếu đường thẳng d cắt đường tròn (C’) tại hai điểm M, N 
phân biệt thì sẽ có đến 2 điểm thỏa yêu cầu bài toán. 

_ Do yêu cầu bài toán là có “duy nhất” một điểm p nên dẫn đến d chỉ cắt 
(C’) tại 1 điểm —» điều này dẫn đến việc đường thẳng d tiếp xúc với 
đường tròn (C’) tại p —» dùng điều kiện tiếp xúc —» giải tìm được m. 

_ Để hiểu rõ hon bài toán này bạn đọc có thể tham khảo {bài toán 10 - chủ 
đề 2 - chương 2: vị trí tương đổi giữa đường thẳng và đường tròn ) 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm I( 1; -2) và bán kính R = 3. 

Do AAPB đều => BPA = 60 ơ => IPA = 30° 

TA TA 

* TacóAIPAlAcó sin/PA = 4^ =>IP = —= 2IA = 2R = 6 

IP sin30 ớ 

* Vậy tập hợp những điểm p thỏa yêu cầu bài toán chính là đường tròn 
(C’) có tâm là I và bán kính IP. 

* Theo yêu cầu bài toán o đường thẳng d tiếp xúc với đường tròn (C’) 


Suy ra dự; d] = IPo 


3 + 8 + m 

V9 + 16 


= 6 <=>l 11 + m =30 <=> 


m — 19 
m = -41 


Vậy yêu câu bài toán tương đương với m = 19 hay m = -41 


CÂU 40 (Dự BỊ 1 - ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho đường 
tròn (C): X 2 +y 2 = ì. Một đường tròn (C r ) cỏ tâm 1(2; 2) cắt (C) tại các 

điểm A, B sao cho AB = v2. Viết phương trình đường thẳng AB. 

© Nhận xét và ý tưởng: 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 



Bài toán yêu câu ta viêt phương trình đường AB (thuộc chủ đê 2, chương 
2 “viết phương trình đường thẳng”) thì ta có thể tiếp cận dựa trên những 
hướng nào ? 

+ Hướng thứ 1 (tìm tọa độ của hai điểm A và B) —» Từ đây chúng ta 
dễ dàng viết được phương trình đường thẳng AB đi qua 2 điểm (“nắm 
đắm kép”). Ớ đây ta có một nhận xét quan trọng đường thẳng nối tâm OI 
chính là đường phân giác y = X của góc phần tư thứ nhất hệ trục và vì độ 

dài AB= *JĨ nên A và B chính là giao điểm của (C) với Ox, Oy. 

+ Hướng thử 2 (tìm tọa độ điểm H = AB n OI ) —» Với nhận xét 
AB _L OI nên ta dễ dàng có được véctơ pháp tuyến. Như vậy chỉ cần xác 
định được tọa độ điểm H trong bài là đã có thể viết phương trình AB 
—» Với độ dài OI, OA, AB —» tính được độ dại OH —» lập tỉ số OH với 
OI —» để chuyển đẳng thức độ dài về đắng thức véctơ (Tuy nhiên khi làm 
bài toán này, bạn phải xét đền hai trường hợp o và I nằm cùng phía và 
khác phía so với AB) 

+ Hướng thử 3 (gọi dạng hàm số của đường thẳng AB: y = kx + m) 
—» Với nhận xét tương tự như hướng thứ 1 ta sẽ có hệ số góc của đường 
AB là k = -1 —» ta chuyển bài toán trong hình học phẳng sang bài toán 
tương giao giữa các đường trong hàm số —» biện luận định m thỏa 

mãn AB= \Í2 . 

+ Hướng thứ 4 (Gọi H = AB n OI) —» Bản chất AB c hính là trục 
đẳng phương của 2 đường tròn (C) và (C’) nên chúng ta chỉ cần xác 
định được bán kính R’ —» việc xác định bán kính R’ ta thực hiện tương tự 
như hướng thứ 2 và cũng xin lưu ý đến hai trường hợp o và I nằm cùng 
phía và khác phía so với AB. 
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► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm 0(0;0) và bán kính R = 1. Đường thẳng 01 nối 2 
tâm của 2 đường tròn (C) và (C’) là đường phân giác d: y = X. 

Do đó AB _L d => hệ số góc của đường thẳng AB bằng - 1. 

* Vì độ dài AB = yỊĨ =^> A, B phải là giao điểm của (C) với Ox, Oy. 


Suy ra 


4 CO; 1), A d; 0) 

4(-l;0),£*(0;-l) 

* THI: AiBi chính là phưong trình chắn hai trục tọa độ nên có dạng: 

XV . 

—+ — = 1<^> 


1 1 


A Ì B Ì : X + y — 1 = 0 


* TH2: A 2 B 2 chính là phưong trình chăn hai trục tọa độ nên có dạng: 


XV , 

+ - = lo 


-1 -1 


A 2 B 2 : X + y +1 — 0 


? 2 

Vậy phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là: 


X + y — 1 — 0 
x+y+ì -0 


► Hướng dẫn giải cách 2: 




Trường hỢp 1: o, I khác phía so với AB 


Trường hỢp 2: o, I cùng phía so với AB 


* Đường tròn (C) có tâm 0(0;0) và bán kính R = 1 và gọi H = AB n OI 

* THI: o và I nằm khác phía với đường AB. 

Khi đó ta có: 

OH 2 =OA 2 -đẼL = i và OI 2 =8 do đó = = \õĩ 

4 2 OI 4 4 
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Xfí 2 „( 1 n e fi 1 

Suy ra < "7 =>H . Khi đó đường thăng AB qua H —; — 


■X/ = 


2 2 


2 2 


nhận OI = (2; 2) làm véctơ pháp tuyến có dạng là : 

( n _ . _ 

2 X — — +2 y — 4- = 0<=>x+v —1 = 0 

{ 2) ự 2) 

* TH2: o và I nằm cùng phía với đường AB. 

Khi đó ta có: 

OH 2 = OA 2 = ỉ và ơ/ 2 = 8 do đó ^ = ị => ~ÕH = ^Ỡ? 

4 2 OI 4 4 


Suy ra 


X H 


y H = 


f-i -n 

H . 

2 2 


. , f-l -A t „ —* 

Khi đó đường thăng AB qua H —; — nhận OI = (2; 2) làm véctơ 

u 2J 

£ _ „ J IV r n A .. 

pháp tuyên có dạng là: 2 X + — +2 y + — =0<^>x + y + l = 0 

V 2) \ 2) 


? A 

phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là: 


x+y-1=0 
x + y + 1 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1. Đường thẳng OI nối 2 
tâm của 2 đường tròn (C) và (C’) là đường phân giác d: y = X. 

Do đó AB _L d => hệ số góc của đường thẳng AB bằng - 1. 

Suy ra phương trình AB có dạng là (AB): y = —x + m 

* Xét phương tr ình hoành độ giao điểm giữa AB và đường tròn (C) ta có: 

X 2 + (—X + nì) 2 = 1 <=> 2x 2 — 2 mx + m 2 —1 = 0 (*) có À' = 2 — m 2 

Đổ AB cắt (C) tại hai điểm phân biệt => phương trình (C) có 2 nghiệm 
phân biệt 

Suy ra A'>0<^>2 — m 2 — 72 <m< 72 

* Khi đó gọi XI, X2 là 2 nghiệm của phương trình (*) nên ta đặt 

A(x J; — Xj + nì), B(x 2 ; —x 2 + nì) 
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Suy ra AB = (x 2 —x ỉ ;x Ị —x 2 ). 

Theo đề bài ta có 

AB — \Ỉ2 <^> AB 2 2(x ỉ — x 2 ) 2 — 2 <^> x( — 2x x x 2 + 


X 


= 1 


Suy ra S 2 -4P = \vởi ị 


c _ ~ b _ ™ 

s — — — m 
a 

2 1 
c m -\ 

p= ã = — 


do đó ta có: 


m 2 — 2(m 2 — 1) = 1 m 2 = 1 m = ±1 

Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 


x + y — ì = 0 
x + y + 1 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 4: 

* Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1 và gọi H = AB n OI 

* THI: o và I nằm khác phía với đường AB. 


Khi đó ta có: OH = 


1 


OA - 


và 01 = 2^2 do đó HI = OI-OH = — 


AB 2 


Suy ra AI = AIH 2 + = s =>(C’): (x-2) 2 +(y-2f =5 

Nhận xét A, B chính là giao điểm chung của 2 đường tròn (C) và (C’) 
=> AB chính là trục đẳng phương của (C) và (C’) nên AB: 

(x — 2) 2 + (y — 2) 2 — 5 = X 2 + y 2 — 1 <=> X + y +1 = 0 
* TH2: o và I nằm cùng phía với đường AB. 


Khi đó ta có: OH - 


1 


OA 2 - 


— = Ặ và 01 = 242 do đó HI = OI + OH = ^ệ- 


AB 2 


Suy ra ẨI = AIN 2 +^-= 4Ĩ 3 ^ (C’): (x-2) 2 +(y-2) 2 =13 

Nhận xét A, B chính là giao điểm chung của 2 đường tròn (C) và (C’) 
AB chính là trục đẳng phương của (C) và (C’) nên AB: 

(x — 2) 2 + (y - 2) 2 - 13 = X 2 + y 2 - 1 X + y -1 = 0 


9 A 

Vậy phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là: 
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■ Lòi bình: Có thể thấy cả 4 cách làm trên đều rất cần điểm tựa chính là 
« hình vẽ ». Tuy nhiên với cách 2 và 4 thì rất có thể bạn đọc sẽ làm thiếu 
trường hợp còn lại do sự « ngộ nhận hình học » , áp đặt trong suy nghĩ 
« tư duy hình thức » (« Con người chịu ảnh hưởng sâu sắc bởi tư duy 
hình thức ») chỉ có 1 trường hợp. Việc giải bằng nhiều cách giúp chúng 
ta soi sáng lại những cách cũ và đồng thời tìm một hướng đi mới cho bài 
toán bằng những công cụ rất đỗi bình thường. 


CÂU 41 (Dự BỊ 2 - ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có trọng tâm G(-2; 0)y biết phương trình chứa cạnh A B, AC 
theo thứ tự 4x + y +14 = 0, 2x + 5y - 2 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh Ay B , c. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Dễ dàng xác định tọa độ điểm A 
do A = AC n AB. Đến đây ta 
có thể tìm B, c theo hai hướng: 

+ Hướng thứ 1: Gọi tọa độ 
B(xb; ỵb) và C(xc; yc) —> 4 ẩn 
nên cần 4 phương trình lập 

—> B E AB (1), c E AC (2) và 
G là trọng tâm AABC ((3) và 
(4)) —» giải hệ tìm được B và c. 


A 



+ Hướng thứ 2: Tham sô hóa diêm B E AB và c E AC — » 2 ân nên 
cần 2 phương trình —» G là trọng tâm ÀABC —> giải hệ tìm được B và c. 
Ở đây tác giả xin được trình bày theo hướng thứ 2. 

► Hướng dẫn giải: 

* A = AC n AB 


=^> Tọa độ A là nghiệm của hệ 


4x + y + 14 = 0 
\2x + 5y — 2 — 0 



<=>< 


V 


y = 2 


Ả(-4; 2) 


* B E AB: 4x + y + 14 = 0 => B(b; -4b - 14) và c E AC : 2x + 5y - 2 = 0 
=> C(l — 5c;2c) 


* 


Do G là trọng tâm ÀABC 



X A +x fí +x r =3x r 

-4+b +1 - 5c = -6 

' b-5c = -3 

=> < 


<=>< 

<=>< 


y A + yB + y c = 3 yG 

[2 + (-4b-\4) + 2c-0 1 

-4b + 2c-\2 

L V 


b = - 3 
c = 0 


* 


Do đó tọa độ điểm 


B(r 3;-2), C(1;0) 
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Vậy tọa độ của các điểm cần tìm là A(-4;2), B(- 3;-2), C(1;0) 


■ Lòi bình: Bài toán đã quá quen thuộc với chúng ta trong quá trình tìm 
hiểu về cách tìm tọa độ điểm với các yếu tố liên quan trong tam giác. 
Nếu bạn để ý một chút thì thì việc đặt ẩn cho “khéo” cũng góp phần giúp 
ta giải nhanh bài toán. Cụ thể trong bài toán này chính là việc đặt tọa độ 
điểm c. (Bạn đọc có thể tham khảo lại chủ đề 1, chương 2 để hiểu rõ hơn). 


CÂU 42 (Dự BỊ 3 - ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho (C): 
X 2 +y 2 -Sx + 6y + 21 = 0 và đường thẳng d: X + y -1 = 0. Xác định tọa 

độ các đỉnh hình vuông ABCD ngoại tiếp (C), biết A G d. 


d:x + y- l = 0 



© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Đường tròn (C) cho phép ta khai thác 
triệt để 2 yếu tố chính là tâm 1(4; -3) và 
bán kính R = 2 —» tính cạnh AB. Đường 
thẳng d giúp cho việc tham số hóa tọa độ 
điểm A. (Đây hầu hết là những “thủ tục 
cơ bản” chúng ta phải thực hiện khi bước 
đầu giải bài toán này. 

_ Để tìm tọa độ điểm A —» Ta có thể dùng 
độ dài IA = R để giải tìm tọa độ A. 

_ Sau khi tìm được tọa độ điểm A —» dễ dàng suy ra tọa độ điểm c. Để tìm 
tọa độ điểm B và D ta có thề: 

+ Hướng thử 1: viết phương trình BD (BD vuông AC và BD qua I) 
và đường tròn (C’) có tâm I bán kính IA —» B và D là giao điểm giữa (C) 
và BD. 

+ Hướng thử 2: Sử dụng phép biến hình cụ thể là “Phép Quay” để 
giải tìm nhanh tọa độ B và D. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(4; -3) và bán kính R = 2 => ỈA — 2 V 2 . 

Do hình vuông ABCD ngoại tiếp đường tròn (C) nên tâm I cũng chính là 
tâm của hình vuông ABCD => I là trung điểm của AC và BD. 

* Lại cóAed:x + y- l= 0=> A(a; 1 - a) và ỈA = (a - 4; 4 - a). 

a = 6 => A(6; —5) 


Do đó: IA =8 <3- 2(a - 4) = 8 <=> 


a = 2 => A(2;— 1) 
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* THI: với A(6; -5) => C(2;-l). Phương trình đường thẳng BD qua 1(4;—3) 
và nhận AC = (-4;4) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

—l(x — 4) + l(y + 3) = 0<^>x — y — 7 = 0. 

Khi đó B và D là giao điểm giữa đường thẳng BD và đường tròn (C’) có 
tâm là 1(4;—3) và bán kính IA = 2 V 2 => tọa độ B và D là nghiệm của hệ: 


x—y—1 =0 
(x — 4) 2 + (y + 3) 2 = 8 

* THI: với A(2; -1) => C(6; -5). 


<=> 


5(2;-5),C(6;-l) 

5(6;-l),C(2;-5) 


Phương trì nh đường thẳng BD qua 1(4;—3) và nhận AC = (4;-4) làm 
véctơ pháp tuyến có dạng là: l(x - 4) - 1 (y + 3) = 0 <^> X - y-1 = 0 . 

Khi đó B và D là giao điểm giữa đường thẳng BD và đường tròn (C’) có 
tâm là 1(4;—3) và bán kính IA — 2 V 2 => tọa độ B và D là nghiệm của hệ: 


x—y—1 =0 
(x - 4) 2 + (y + 3) 2 =8 


<^> 


B(2; -5), D(6; -1) 
5(6;-l),D(2;-5) 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là 


A(2; -1), B( 2; -5), C(6; -5), Đ(6; -1) 
A(6; -5), 5(6; -1), C(2; -1), D{ 2; -5) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(4; -3) và bán kính R = 2 => IA — 2 V 2 . 

Do hình vuông ABCD ngoại tiếp đường tròn (C) nên tâm I cũng chính là 
tâm của hình vuông ABCD => I là trung điểm của AC và BD. 

* Lại cóAed:x + y- l= 0=> A(a; l-a)vầ ỈẢ = (a- 4; 4 - a). 

a = 6 => A(6; —5) 


Do đó: IÁ 2(a -4) =80 


a — 2 => 4(2;-1) 


* THI: với A(6; -5) =^> C(2;-l) Ta có phép quay Q _ : A B 


-(i;-90°) 




X B = ( x A - X I )• cos(-90°) - (y A - y ĩ ). sin(-90°) + Xj 
y B =( X A -x I ).sin(-90°) + (y A -y I ).cos(-90°) + y I 


x b =2 

y B = - 5 


B(2;-5) 


Do I là trung điểm BD => D(6; -1). Do vai trò B và c là như nhau nên ta 
có B(2;-5) vàD(6;-l) 


40Ỗ 
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* TH2: với A(2; -1) => C(6;-5) .Ta có phép quay Q : A —» B 

(I;—90 ) 


o < 


X B = ( X A 

y B = ( X A 


- Xj ). cos(-90°) - (y A - y l ). sin(-90°) + Xj 

- Xj ). sin(-90° ) + (y A -y,). cos(-90°) + y, 


x b =6 

y B =- 1 


B(6;-l) 


* Do I là trung điểm BD => D(2; -5). Do vai trò B và c là nhu nhau nên ta 
có B(6;-l) và D(2;-5) 


? 



Ả( 2; -1), 5(2; -5), C(6; -5), D(6; -1) 
Ả(6; -5), 5(6; -1), C(2; -1), D(2; -5) 


Lòi bình: Có thê thây việc giải bài toán theo cách 1, phát sinh ra rât 
nhiều trường hợp và trong quá trình giải cũng “khá nặng” về tính toán, 
việc ứng dụng phép biến hình cụ thể là phép quay trong bài toán này góp 
phần giúp cho lời giải gọn nhẹ hơn rất nhiều tránh những bước phải lập 
phương trình đường thẳng, đường tròn phát si nh . 


CÂU 43 (Dự BỊ 4 - ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 
(C): X 2 + y 2 - 2x + 4y + 2 = 0. Viết phương trình đường tròn (C’) có tâm 

M(5; 1) biết (C y ) cắt (C) tại các điểm A, B sao cho AB = \Í3. 


© Nhận xét và ý tưởng : 



Tương tự như câu 40 (Đề Dự bị 1 - ĐH khối A năm 2007) thay vì phải 
lập phương trình trục đẳng phương giữa hai đường tròn thì ở bài toán này 
chúng ta chỉ cần xác định bán kính R của đường tròn cần tìm là xong. Ở 
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đây tác giả xin trình bày lời giải dựa trên việc chia trường hợp M và I 
cùng phía hay khác phía so với đường thẳng AB. 

► Hướng dẫn giải: 

* Phương trình đường tròn (C) có tâm 1(1; -2) và bán kính r = V 3 và độ 
dìa IM = 5 

* THI: I và M nằm khác phía với đường AB. 

ị do đó HM = IM-IH = 5-ị = ị 
2 2 2 


Khi đó ta có: IH = AỉA 2 -^—=- do đó HM = IM-IH = 5-- = - 


Suyra R = jMH 2 + 


2 ■ A Ệ- =VĨ3 => (C’): |(x-5) 2 +(y-l) 2 = 13 


* TH2: o và I năm cùng phía với đường AB. 


AB 2 3 
2 


Khi đó ta có: IH = AlA 2 - : ^=- do đó HM = IM + IH = 5-- 


3 

2 


13 


A £ 2 


Suyra R = AMH 2 + ^-=a/43 => (C’): (x-5) 2 + (y-l) 2 = 43 


phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là: 

(C'):(x-5) 2 +(y-l) 2 =13 
(C'): (x - 5) 2 + (y -1) 2 = 43 


CÂU 44 (Dự BỊ 5 - ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho điểm 
A(2; 1), lẩy điếm B thuộc trục Oy có hoành độ X >0 và điếm c thuộc 
trục Oy có tung độ y > 0 sao cho AABC vuông tại A. Tìm tọa độ B, c 
sao cho diện tích AABC lớn nhất. 

■ Đặt vấn đề : Một lần nữa trong suốt chặng đường ra đề của Bộ GD&ĐT, 
chủ đề “Max-Min cực trị hình học lại xuất hiện”. Trong bài toán có liên 
quan đến chủ đề trên thì ta nên tiếp cận theo những hướng nào. Mời bạn 
đọc cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Ta xuất phát từ yêu cầu : Saabc đạt 
giá trị lớn nhất —» câu hỏi đặt ra: 
chúng ta có tìm được biểu thức chứa 
biến biểu diễn diện tích AABC ? 

40B 



A(2;l) 


ceoy (y> 0) 






















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 39103821 - 0903 906 848 


—» câu trả lời là: Diện tích tính 
thông qua độ dài của AB và AC 
mà AB và AC thì phụ thuộc theo 
hai biến là XB và yc cùng với giả 
thiết AB 1 AC. 

Tổng hợp dữ kiện lại ta lựa chọn 
“phương pháp hàm số để tìm giá 
trị lớn nhất - nhỏ nhất” cụ thể như 
sau: 

+ Tham số hóa điểm B e Ox, c <E Oy — » xuất hiện biến b và c 

+ Do AB _L AC => tạo được phương trình liên hệ biến b và c —» tính 
độ dài AB và AC theo 1 biến (hoặc b hoặc c). 

+ Diện tích tam giác cũng biểu thị theo biến đó (hoặc b hoặc c) —» 
Dùng “phương pháp hàm số để tìm giá trị lớn nhất - nhỏ nhất của diện 
tích”. 

Chú ý: Bạn vẫn có thể giải bài toán theo hướng 
F = X 2 + A> A, VA eRo 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có B E Ox, c e Oy => B{b\ 0), C(0;c) và b>0,c>0 


F mm =A^X = 0 


* Do AABC vuông tại A 


<=> AB _L AC o AB.AC = 0 (*) với < 


AB = (b- 2;-l) 


AC - (-2;c-1) 


Do đó (*)<=>-2(ố-2)-(c-l) = 0 


<^> 


c = —2b + 5 , do c>0 <=> 



* Mặt khác. 


S AABC = ị ẢB.AC = ị Ậb - 2f +1^4 + (c -Tỷ = (b - 2f + 1 > 1 


Vậy yêu cầu bài toán <£> S MBC = \ <=> b - 2 = Q ■£=> b = 2 (thỏa 0 < b < ^) 
c = 1 


? A _ 

Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 5(2; 0), C(0;1) 
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■ Lòi bình: Mặc dù khi phân tích bài toán ta “ngầm hiểu” dùng “phương 
pháp hàm số” nhưng đến “phút chót” lại chuyển sang dùng dạng đặc biệt 
của chú ý cũng bởi chúng ta chưa chủ động được biểu thức hàm mà mì nh 
tạo được sẽ như thế nào ? Do khi thu gọn xong về 1 biến b thì biểu thức 
chứa biến cần đạt max - min quá “Đẹp” nên ta có thể kết luận ngay. 
Trong một số tình huống khác, có khi chúng ta phải biến đổi phức tạp để 


đưa được về dạng F = X 2 


+ A > A. VA € R o 


F_:_ = Ao x = 0 


min 


hoặc có 


khi là không thê. Cũng lưu ý tập xác định của bài toán này trong quá 
trình giải. 


CÂU 45 (Dự BỊ 6 - ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các 
điếm A(0; 1), B(2; -1) và các đường thắng 

dị : (m — l)x + (m — 2)y + 2 — m = 0, d 2 (2 — m)x + (m — 1 )y + 3 m — 5 = 0 

Chứng minh di và d 2 luôn cắt nhau. Gọi p là giao điểm của di và d 2 . Tìm 
m sao cho PA + PB lớn nhất. 

■ Đặt vấn đề : Như đã đề cập ở phần phương pháp tiếp cận thì với những 
bài toán liên quan đến max - min cực trị hình học thì một trong những 
vấn đề cần quan tâm đó c hính là “vị trí tương đối” giữa các đối tượng 
hình học. Với câu 45 này thì “vị trí tương đối” có thế xem là chìa khóa 
giải quyết vấn đề không ? Mời các bạn cùng theo dõi. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Đọc đề bài ta thấy có 2 yêu cầu nổi lên là “chứng minh di và ch luôn 
cắt nhau” và xác định p = di n ẩ 2 sao cho PA + PB lớn nhất. 

_ Với yêu cầu chứng min h dí và d 2 luôn cắt nhau thì ta xử lý như thế nào ? 
—» Ở đây chúng ta có thể hiểu là hệ phương trình gồm phương trình của 
di và d 2 luôn có nghiệm —» nghĩa là định thức Crammer của phương trình 
khác 0. (đê hiểu rõ hơn bạn đọc có thể xem lại phần lý thuyết về vị trí 
tương đổi giữa 2 đường thắng ở chương 1). Ngoài ra, còn một yếu tố 
quan trọng nữa là dí và d 2 vuông góc nhau (Đây thật sự là một chi tiết 
quan trọng giúp ta “giải nhanh” bài toán). 

_ Đối với yêu cầu tìm p để thỏa mãn PA + PB lớn nhất thì ta có thể phân 
tích theo 3 hướng sau: 

+ Hướng thứ 1 (sử dụng bất đẳng thức trong Đại số): Do phát hiện 
di _L d 2 nên ta dễ dàng => p thuộc đường tròn đường kính AB. Ở đây do 
để tìm giá trị lớn nhất nên ta sẽ sử dụng BĐT Bunyakovski cụ thể là: 

(Ì.PA + Ì.PB) 2 <(ì 2 +Ì 2 )(PA 2 +PB 2 ) = 2AB 2 . Cho nên ta suy ra đẳng 
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thức trên xảy ra khi PA = PB nghĩa là tam giác PAB vuông cân tại p —» 
p chính là giao điểm giữa đường trung trực cạnh AB và đường tròn 
đường kính AB. (Bạn đọc có thể xem hình minh họa ở hướng dẫn giải 
cách 1 để hiểu rõ hơn). 

+ Hướng thứ 2 (sư dụng bất đẳng thức hình học): Nhận xét di _L ck và 
A E di, B E ck nên p thuộc đường tròn đường kính AB. Với 2 điểm A, B 
cố định, góc APB không đổi. Trên tia đối tia PB, ta chọn điểm c sao cho 
PA = PC khi ấy PA + PB = PC + PB = BC —» Như vậy PA + PB lớn nhất 
khi và chỉ khi BC lớn nhất mà góc PBC và P—» điều này dẫn đến BC là 
đường kính của đường tròn đi qua 3 điểm PBC —» p là điểm chính giữa 
của cung AB — » PA = PB và vì vậy p E đường trung trực của cạnh AB. 
(Bạn đọc có thể xem hình minh họa ở hướng dẫn giải cách 2 để hiểu rõ 
hơn). 

► Hướng dẫn giải cách 1: 



B 



B 


* Tọa độ giao điểm p giữa đường (di) và (d 2 ) là nghiệm của hệ phưong 
ịm — 1 )x + (m — 2 )y + 2 — m — 0 

(2 - m)x + (m — 1 )y + 3m — 5 = 0 
m —1 m—2 


trình: 


Xét định thức D = 


2 — m m — ì 


= (m — 1) +(m — 2) 


í 


— 2ni - 6/77 + 5 = 2 


3 ) 


m — 
V 2 


) 


+ ị- > 0,Vm e R 
2 


Suy ra đường thẳng di và d 2 luôn cắt nhau. 

* Nhận xét A(0; 1) E di, B(2; -1) E d 2 và di _L d 2 => AAPB vuông tại p 
p nằm trên đường tròn đường kính AB. 
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* Ap dụng bât đăng Bunyakovski ta có: 

(1 .PA +1 .PBý < (l 2 + Ý )(PẨ 2 + PB 2 ) = 2 AB 2 = 16 

Suy ra PA + Pổ < 4. Dấu “=” xảy ra <=> PA = PB p thuộc đường trung 
cạnh AB 

* Gọi I là trung điểm AB => 1(1 ;0) và IA = R = yf2 nên phương trình 
đường tròn đường kính AB là: 

(C) :(x-ì) 2 + y 2 -2 


* 


* 


Đường trung trực của cạnh AB qua 1(1; 0) nhận AB = (2;-2) làm véctơ 
pháp tuyến có dạng là: 


2(x -1) - 2(y - 0) = 0 <^> 


d : x — y — ì = 0 


9 > 

Ta có tọa độ diêm p thỏa yêu câu bài toán là nghiệm của hệ 


(x-ìý+y 2 =2 
x—y— 1=0 


<^> 


X = 2 => y = 1 
X = 0 => y = -1 


Vậy điểm p thỏa yêu cầu bài toán là 


P(2; 1) hay P(0; 1) 



* Việc chứng minh hai đường thẳng di và Ớ 2 cắt nhau ta làm tương tự như 
cách 1. Tuy nhiên dựa vảo định thức Cramer ta cũng có thể tính nhanh 
giá trị của X và y như sau: 


I (m- l)x + (m - 2)y + 2 - m - 0 
[(2 - m)x + (m - \)y + 3m-5 = 0 
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m- 2 2 - /77 » 

D x = — Am 2 -14/77 + 12 

m-ì 3/77-5 í _ P x _ 4/77 2 -14/77 + 12 

Tn , n _ 2-777 m-1 2 D 2/77 2 -6/77 + 5 

Ta có <! Z) = =-2m + 4/77-1 => í 

3 / 77-5 2 - m _D y _-2m 2 +Am-\ 

m — 1 777 — 2 _ 0 _ l D 2m 2 —6m + 5 

D - _ - 2/77 2 -6/77 + 5 

2 - /72 777 -1 

* Nhận xét di _L ch, A e di, B e Ở 2 và p = di n Ở 2 => p thuộc đường tròn 
đường kính AB. 

* Gọi c là điểm thuộc tia đối của tia PB sao cho CP = CA. 

Khi đó PA + PB = PC + PB = BC 

* Do góc APB không đổi và góc ACB cũng không đổi => c đang chuyển 
động trên một cung tròn cố định. Để PA + PB đạt giá trị lớn nhất thì BC 
chính là đường kính của cung tròn trên. 

* Khi đó p chính là điểm chính giữa của cung AB => p thuộc đường trung 

trực của cạnh AB 
• • 

* Đường trung trực của cạnh AB qua 1(1; 0) nhận AB = (2;-2) làm véctơ 
pháp tuyến có dạng là: 2(x-1)- 2(y -0) = 0<^> d :x-y -1 = 0 

* p G d 

4/77 2 -14/77 + 12 -2/77 2 + 4/77 -1 , 2 , - . o ^ [//7 = 2 

2/77 - 6/77 + 5 2/77 - 6/77 + 5 |_ /77 = 1 

Vậy điểm p thỏa yêu cầu bài toán là P( 2; 1) hay P{ 0; 1) 


CÂU 46 (CHÍNH THỨC - ĐH A2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
hãy viết phương trình chính tắc của elip (E) biết rằng (E) có tâm sai 

ò yịs , , r 3 

băng —— và hình chữ nhật cơ sở của (E) có chu vi băng 20. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

2 2 

_ Đê lập phương trình chính tăc của (E); — + JY = 1, ta cân xác định 2 ân 

a b 

a, b nghĩa là cần lập 2 phương trì nh . 
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\ c 

_ Dựa vào các thuộc tính của elip ta có: tâm sai elip băng — = —và chu vi 

a 3 

HCN cơ sở là 2(2 a + 2 b) = 20 

_ Hiện ta đã có 3 phuơng trình 3 ẩn a, b, c —» cần 1 phương trình liên hệ 

. . 2 2 7.2 

nữa —> c = (2 —b 

_ Giải hệ trên ta tìm được phương trình chính tắc của Elip. 

► Hướng dẫn giải: 

2 2 

* Gọi phương tr ình c hính tắc của (E): —J + yr- = 1 và c 2 - a 2 - b 2 . (a > b > 0) 

a b 

* Ta có tâm sai elip 

— = -- -Cí> 9 c 2 = 5a 2 <£> 9(a 2 —b 2 ) = 5ứ 2 4ứ 2 = 9 b 2 (1) 

ứ 3 

* Chu vi hình chữ nhật cơ sở của elip là 


2(2 a + 2b) = 20 a + b = 5 <=> \a = 5 — b\ (2) 

* Thay (2) vào (1), ta được: 

b = 2 (n) 

b = - 10(0 

Vậy phương trình chỉnh tắc của elip (E) thỏa yêu cầu bài toán là 


4(5 - bý = 9b 2 5b 2 + 40b -100 = 0 <=> 


a = 3 



> 

Lòi bình: Cũng qua bài toán này ta lưu ý vê hình chữ nhật cơ sở: 



Một là, chu vi hình chữ nhật cơ sở MNPQ là 2(MN + NP) = 2(2a + 2b) 
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Hai là, diện tích hình chữ nhật cơ sở MNPQ là MN.NP = 2a.2b 
Ba là, đường chéo hình chữ nhật cơ sở MNPQ là 

MP = NQ = yỊộp 2 + PN 2 = Ặĩã) 2 + (2 bý 


CÂU 47 (CHÍNH THỨC - ĐH B2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
hãy xác định tọa độ đỉnh c của tam giác ABC biết rằng hình chiếu 
vuông góc của c trên đường thắng AB là điếm H(-l; -1), đường phân 
giác trong của góc A có phương trình X - y + 2 = 0 và đường cao kẻ từ 
B có phương trình 4x + 3y -1 = 0. 


© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Để tìm tọa độ c (theo 
cách nghĩ thông thường) 


ta sẽ thử tham số hóad»:4x+3y-l- 


điểm theo một đường 
thẳng đi qua c. Nhưng 
hiện tại thì chưa có. Do đó 
ta tìm c dựa trên sự tương 
giao giữa các đường thẳng 





—» điều này có nghĩa là ta sẽ lập phương trình các đường thẳng đi qua c. 
Ở đây ta xét thấy c = CH n CA hay c = CH n CB hay c = CA nCB^ 
trong các cập phương trình trên thì CA và CH là “khả dĩ” nhất. Vì CA _L 
ẩ 2 (CA chỉ cần qua thêm 1 điểm nữa), CH thì qua H chỉ cần qua thêm 1 

điểm nữa —» từ nhu cầu lập phương trình đường thẳng —» ta chuyển sang 

> ? 


nhu câu tìm thêm diêm mới. 


Vậy trong các dữ kiện mà đê bài cho —» dữ kiện nào giúp ta “ tìm thêm 
điểm mói” —» ở đây chính là điểm đường di (phân giác trong góc A) do 
t ính đối xứng của phân giác nên nếu ta gọi K là hình chiếu của H lên di 
và I là điểm đối xứng của H qua phân giác thì ta sẽ có K là trung điểm HI 
và đặc biệt I thuộc AB. 

“Điểm mới I” này giúp gì cho ta trong quá trình tìm điểm c ? —» viết được 
phươn trình AC (AC qua I và AC _L Ớ 2 ). 

Và “phương trình “đường thẳng mói” AC giúp gì cho ta ? —» AC n di = 
A —» tìm được tọa độ A. 

Đen đây giống như hiện tượng “Domino”, các giả thiết tưởng như “rời 
rạc” không liên quan nhưng lại xô đổ “lẫn nhau” hoặc cũng có thể hiểu 
những mảnh ghép cứ ngày một hé mở, bức tranh bí mật dần được giải 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


đáp —» Đường thẳng HC qua H và vuông góc với HA —» viết phương 
trình HC. 

► Hướng dẫn giải: 

* kí hiệu d x : X - y + 2 = 0, d 2 : 4x + 3 y - 1 = 0. Gọi K là hình chiếu của H 

lên di và I là điểm đối xứng của H qua di (I e AC). 

* Ta có KH _Ldi:x-y + 2- 0=> KH: X + y + m = 0. KH qua H(-l; -1) 
=> m = 2. 

Vậy KH:x + y + 2 = 0 


* Ta có K = KH n di => tọa độ K là nghiệm của hệ 


X + y + 2 — 0 

X - 0 


oị 

=> 

K(- 2;0) 

o 

II 

CN 

+ 

1 

X 

T = 0 



Mặt khác K là trung điểm HI => /(-3; 1) 


* Đường thẳng AC _L di: 4x + 3y - 1 = 0 => AC: 3x - 4y + n = 0, AC qua 
I(-3;l) => n — 13 
Vậy AC: 3x-4y +13 = 0 


* 


Lại có A = AC n di => tọa độ A là nghiệm của hệ 


3x-4y+ 13 = 0 
x-y + 2- 0 




x = 5 
y = l 


+5;7) 


* HC đi qua H (-1; -1) nhận -- HA = (3; 4) làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


3(x +1) + 4(y +1) = 0 <^> HC : 3x + 4y + 7 = 0 


* 


c = HC n AC 


tọa độ c là nghiệm của hệ 
-10 


3x-4y + 13 = 0 
3x + 4y + 7 = 0 




X = 


y = 


3 

3 



Vậy tọa độ điểm c thỏa yêu cầu bài toán là 



CÂU 48 (CHÍNH THỨC - ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , 
cho parabol (P): y 2 -16x và điểm A(l; 4). Hai điểm phân biệt B , c (B 
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và c khác A) di động trên (P) sao cho góc BAC bằng 90°. Chứng minh 
rằng đường thẳng BC luôn đi qua một điểm cố định. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Thực chất bài toán này thuộc về kiểu bài toán “quỹ tích”, đây là một 
dạng toán khó. Neu chưa có hình học tọa độ Decartes thì hình học phang 
gặp rất nhiều khó khăn khi tìm quỹ tích của một điểm, một đường thắng 
thẳng, v.v... 

_ Cách làm thường thấy nhất ở đây chính là tham số hóa các biến cần tìm 

và tìm cách khử đi ẩn “phụ thuộc” của tham số. Cụ thể trong bài này 

“yếu tố vuông góc” và B và c di động trên (P) sẽ giúp ta tìm được điểm 

cố định trên. 

• 

► Hướng dẫn giải: 

( h 2 > (2 \ 

* Do B và c thuộc (P), B khác c (B và c khác A) nên B ~—',b , c Ỵ-;c 

l 16 J l 16 ) 

với b, c e R, b ^ 4, c ^ 4. 

_ í h 2 'N (2 \ 

* Ta có AB = f--l;ố-4 , AC = f--l;c-4 

l 16 J l 16 J 

_ ( h 2 Y 2 A 

Do góc BAC - 90° nên AB.AC = Oo ^--1 ^--1 + (b - 4)(c- 4) = 0 

l 16 Jl 16 J 

<^> |272 + 4(Z? + c) + Z?c = OỊ (1) 

* Mặt khác, phưong trình đường thẳng BC có dạng: 


X- 


_16 

,2 2 

b c 


ZzT 

b-c 


1 6x - (b + c)y + bc - 0 (2) 


16 16 


* Từ (1) và (2) suy ra đường thẳng BC luôn đi qua điểm /(17;-4) 
Vậy đường thẳng BC luôn đi qua điểm /(17; -4) 


CÂU 49 (CHÍNH THỨC - CĐ 2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , tìm 
điếm A thuộc trục hoành và điếm B thuộc trục tung sao cho AvàB đối 
xứng nhau qua đường thẳng d: X - 2y + 3 = 0. 


© Nhận xét và ý tưửng: 
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_ Bài toán này không quá khó khi đã gợi ý A e Ox, B E Oy. Như vây ta 
cần thiết lập 2 phương trình 2 ẩn để giải tìm tọa độ A và B —» ở đây do 
A và B đối xứng qua d nên trung điểm của A và B thuộc đường thẳng d 
và véctơ chỉ phương của d vuông góc với véctơ AB. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có A E Ox => A(a; 0), B E Ợy => B(0;b ) và AB = (- a;b ) 


9 —*■ 9 

Véctơ chỉ phương của đường thăng d là H = (2;1) và tọa độ trung diêm 


của AB là I 


í a b \ 
2’2 


V 


J 


* Do A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng d nên ta có: 

a — 2 

a-2b + 6 = 0 b = 4 


AB _L d 


abIi = 0 í 

I ed 

V 

<^> < 

ị 


ỉ ed 

L k 


<^> < 


Vậy tọa độ điểm cần tìm là Ẩ(2; 0), B(0; 4) 


CÂU 50 (Dự BỊ 1 - ĐH A2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC các đường cao kẻ từ đỉnh B và đường phân giác trong của 
góc A lần lượt có phương trình là 3x + 4y +10 = 0 và X-y +1 = 0, 

điểm M(0; 2) thuộc đường thẳng AB đồng thời cách điểm c một 

khoảng bằng v2. Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Sử dụng tính chất của phân giác 
ta tìm được thêm điếm mới M’ 

(phần vận dụng này mời bạn 
đọc xem lại chương 2, chủ đề 
tìm tọa độ điểm và viết phương 
trình đường thắng ) 

_ Khi đã có điểm M’ E AC 

—» viết phương trình AC _L BH 
-» AC n Ở 2 = A. 

_ Khi đã có điếm A —» viết phương trình AB qua A và M —» B = AB n BH 

_ Tham số hóa điểm c E AC —> sử dụng giả thiết d[C; AB] = \Ỉ2 —> giải 
tìm tọa độ điểm c. 

► Hướng dẫn giải: 
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* Gọi K là hình chiêu của M lên phân giác trong góc A và M’ là điêm đôi 
xứng của M qua phân giác trong góc A (M’ e AC). 

Ta có MK_L d 2 :x — y +1 = 0 => MK: x + y + m = 0. 

MK qua M(0;2) => m = -2 
VậyMK: x + y -2 = 0. 

Lại có K = MK n ch => Toa độ K là nghiệm của hệ 

íx-y + l = 0 x= 2_ Jl.y 

X + V — 2 = 0 3 1 2 2 J 

H 

Mặt khác K là trung điểm MM’ => |m’(1;1) € AC 

* Đường thẳng AC _L BH : 3x-\-4y + 10 = 0 => AC \4x-3y + n = 0. AC 

qua M(l;l) => n = -1 
VậyAC: 4x — 3y -1 = 0 

Ta có A = AC n Ớ 2 => Tọa độ A là nghiệm của hệ 

JC — y +1 = 0 ị X -4 — — I 

ị A * A( 4;5) 

ụ x -3y-l = 0 \y = 5 

* Đường thẳng AB qua M(0;2) và nhậnM4 = (4; 3) làm véctơ chỉ phưong 

có dạng là: x 0 = - - - <=> AB : 3x - 4y + 8 = 0 

4 3 


Lại có B = AB n BH => Tọa độ B là nghiệm của hệ 

3x + 4y+ 10 = 0 x r7 7 -0 

< . __<=>>! _1 => B -3;—- 

3x - 4y + 8 = 0 y = ~7 V 4 )_ 

I 


c e AC: 4x — 3y — 1 = 0 => c c; 


4c-l 


3 _ ( 4c-l^ 

và MC = c;-^ 

J l 3 


Tã cỏ: MC 2 = 2 <£» c 2 + = 2^> 


c = l=>Cl(l;l) 


31 ^ r 31 33 

c = TT=>C 2 tt;tt 
25 1 25 25 


9 A 

Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là'. 


( „ - 1 ) _ _ , . ( , -n í 31 33 

A(4;5),B -3;—- , C;l(1;1) hay A(4;5), B -3;-i , c 2 

4 / V4/V25 5 
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CÂU 51 (Dự BỊ 2 - ĐH B2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho hai 
điếm A(3; 0), B(0; 4). Chứng minh rằng đường tròn nội tiếp tam 
giác OAB tiếp xúc với đường tròn đi qua trung điểm các cạnh của 
tam giác OAB. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Có một tình huống khá thú vị mà một thầy giáo đặt ra cho học trò mình 
trong giờ dạy Toán là “nếu một căn phòng đã xác định được chiều rộng, 
chiều dài và chiều cao” thì các thông số như diện tích của các mặt xung 
quanh, thể tích của căn phòng hay đại loại tất cả các yếu tố về điểm, 
đường có được xác định không ?” —» điều này củng cố cho học sinh một 
niềm tin rằng bằng cách này hay cách khác chúng có thể tìm được hay 
chứng minh một điều chưa biết bằng những số liệu đã xác định. 

_ Trở lại bài toán này, khi mà cả 3 tọa độ o, A, B đã hiện hữu thì việc 
chứng minh đường tròn nội tiếp tam giác OAB tiếp xúc với đường tròn đi 
qua trung điểm của 3 cạnh OAB không hề khó. Ta cứ tuần tự làm theo 
các chỉ thị mà câu hỏi đặt ra. Dĩ nhiên bạn phải chắc chắn rằng mình đã 
nắm được các lập phương trình đường tròn. 


► Hướng dẫn giải: 

* Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm 
của OA, OB, AB 


=> M 


r 3 

v2 


\ 


:0 


J 


N(0;2),p 


(3 

V 2 

v2 


\ 

) 


* AMNP _L p nên tâm đường tròn 
ngoại tiếp (C 2 ) AMNP c hính là trung 


9 > 

diêm cạnh huyên MN => / 


( 3 


\ 


— :1 




và 


J 


bán kính R = 


MN _ 5 
~2~~4 



* Mặt khác ÀOAB _L o nên đường tròn nội tiếp (Ci) tam giác OAB có 

_ OA + OB + AB ì A li _ , 1 A r 

r = -—-= 1 và tâm J năm trên đường thăng y = X và thuộc góc 

phần tư thứ nh ất nên J(l; 1). 
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* Ta có IJ = IJ = -- = ^- — 1 = R-r => đường tròn (Ci) và (C 2 ) 
trong => điều phải chứng minh 


r 

tiêp xúc 


CÂU 52 (Dự BỊ 3 - ĐH B2008). Trong mặtphẳng tọa độ Oxy , tìm tọa độ 
các đỉnh của tam giác ABC biết rằng đường thắng AB, đường cao kẻ 
từ đỉnh A và đường trung tuyến kẻ từ B lần lượt có phương trình là 
X + 4y - 2 = 0, 2x - 3y + 7 = 0, 2x + 3y - 9 = 0. 


© Nhận xét và ý tưởng 

Dễ dàng tìm được tọa độ điểm A 
—» AB n AH = A. Tương tự với điểm B 
—» BM n AB = B 

Để xác định tọa độ điểm c —» viết 
_ • • • 

phương trình BC qua B va BC _L AH 
—» tham số hóa c theo BC 
Gọi M là trung điểm AC —» biểu diễn 
tọa độ của M theo c —» M E BM 
—» tìm được M => c. 


A 



► Hướng dẫn giải: 

* Ta có A = AB n AH => Tọa độ A là nghiệm của hệ 


X + 4y - 2 = 0 
2x - 3y + 7 = 0 

có B = AB n BI 
X + 4 y - 2 = 0 
\lx + 3y-9 = 0 

9 




X = -2 

y = 1 


A(- 2;1) 


* Ta CÓ B = AB n BM Tọa độ B là nghiệm của hệ 

X = 6 


<=> < 


y =-1 


Bị 6;-l) 


* Đường thăng BC _L AH: 2x - 3y + 7 = 0 => BC: 3x + 2y + m 
BC qua B(6; -1) =^> m = -16 
Vậy BC: 3x + 2y- 16 = 0. c e BC => C(2c;8-3c) 


= 0 . 


* Mặt khác, M là trung điểm AC => M 
Lại có M E BM: 2x + 3y - 9 = 0 


í 


c-1; 


9-3c^ 


V 


y 
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Suy ra 2(c-l) + 3 


r 9-2>c 


-9 = 0<^>c = l=> 


C( 2; 5) 


7 > 



A(-2;l), 5(6;-1), C(2;5) 


CÂU 53 (Dự BỊ 4 - ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho 

(C) : (x-4) 2 + y 2 =4 và diểm E(4; 1). Tìm tọa độ điểm M trên trục 

tung sao cho từ M kẻ được hai tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (C) 
với A, B là các tiếp điểm sao cho đường thẳng AB đi qua điểm E. 

© Nhận xét và ý tưởng: 


A 



__ Nhìn chung tâm điêm của bài toán này, “nhân vật chính” của bài toán này 
chính là đường thẳng AB —» Do đề bài đã cho ta một gợi ý ngầm ẩn E E AB. 

_ Để giải bài toán này theo góc độ đó, ta có thể tiếp cận theo 3 hướng sau: 

+ Hướng thứ 1: sử dụng phưong pháp gọi điểm 
+ Hướng thứ 2: sử dụng phương pháp tách đôi của tiếp tuyến 
+ Hướng thứ 3: sử dụng trục đẳng phương giữa hai đường tròn. 

(tất cả những cách giải trên đều đã được giới thiệu ở chương 2, chủ đề 3, 
cách lập phương trình đường tròn). Cụ thể mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm I(4;0) và bán kính R = 2. Do M thuộc trục tung 
=> M(0; m) 

* Giả sử Ẩ(x A ;y A ), B(x B ;y B ) và MA = (x A ;y A -m), Lá = (x A -4;y A ) 

Vì IA.MA = 0 (x A — 4)x a + y A (y A — m) = 0 
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o Ca - 4 ) 2 + yẦ + 4 Ca -4)-my Ẩ =0 ( 1 ) 

Mặt khác A E (C) => Ca ~ 4 ) 2 +yỉ = 4 (2) 

* (1), (2) ta có A E đường thẳng d :4x-my-\2 = 0 

* Tương tự, B E đường thẳng d : 4x - my -12 = 0 . 

Do đó phương trình đường AB: d : 4x - my -12 = 0 

* Lại có E(4; 1) E AB => m = 4 => Ịm(0; 4) 

Vậy tọa độ điểm M cần tìm là M{ 0; 4) 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) tại A(x Ẩ ;y Ẩ ) có dạng: 

(x Ẩ -4)(x-4) + y Ẩ y-4^0 

* Vì tiếp tuyến qua M(0; m) nên ta có: Ca - 4 )(^4) + yA m “4-0 

* Tương tự tọa độ B(x B ;y B ) thỏa Cb -4)(-4) +y B m-4 - 0 
Suy ra phương trình AB là 4x - my - 12 = 0 

* Lại có E(4; 1) E AB => m = 4 => Ịm(0; 4) 

Vậy tọa độ điểm M cần tìm là M{ 0; 4) 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Đường tròn (C) có tâm I(4;0) và bán kính R = 2. 

Do M thuộc trục tung => M(0; m) 

* Ta có IM 2 -16 +m 2 => ẢM 2 - IM 2 -R 2 -m 2 +12 

* Đường tròn (C’) có tâm M(0; m) và bán kính R’ = V m 2 +12 có dạng là: 

(C'):x 2 +(y-m) 2 =m 2 +12 

* Khi đó A, B là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (C’) => AB chính là 
trục đẳng phương giữa hai đường tròn (C) và (C’) thỏa: 

X 2 + (y — m) 2 -m 2 —12 — (x —4) 2 +y 2 — 4 ■£> AB : 4x — my — 12 = 0 

* AB qua E(4; 1) => m = 4 => M(0; 4) 

Vậy tọa độ điểm M cần tìm là M( 0; 4) 
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CÂU 54 (Dự BỊ 5 - ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 

giác ABC với AB = v5, tọa độ đỉnh C(—l; -1), đường thẳng AB có 
phương trình X + 2y — 3 = 0 và trọng tâm tam giác ABC thuộc đường 
thắng x+y- 2 = 0. Hãy tìm tọa độ các đỉnh A và B. 


© Nhận xét và ý tưửng: 

_ Gọi M là trung điểm AB 
—» M E AB (tham số hóa M) 

-> CG = ịcA -> Biểu diễn 
3 

tọa độ G theo M. 

Mặt khác G E d:x + y -2 = 0 


AB =Í5 


AB: X + 2y - 3 = 0 
GE X + y- 2 = 0 



3 / ' -\g \ 

tọa độ G theo M. / 'V'-'-- 

Mặt khác G E d:x + y - 2 = 0 Ị \ 

—> Tìm được tọa độ G và M. B C(-l;-l) 

Để xác định tọa độ A và B —» A E AB và do M là trung diêm —» Biêu 

^ 9 ^ ^ /VI 91 ẢB 

diên tọa độ B theo A —» 1 ân nên cân một phương trình —» MA = —- 

2 


—> Giải tìm ra A và B. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi M là trung điểm của AB, ta có M E AB: X + 2y - 3 = 0 
=> M(3 — 2m;m). 

Mặt khác ta có G là trọng tâm AABC 


2 


CG = ^CMoị 
3 


x G +ì = ^(4-2m) 
% +1 = |( m + 1 ) 


5 4 m 


X G --- 


<=> 


X G - 


3 3 

2/77 1 

T~ 3 


* Lại có G E X + y - 2 = 0 


<=> (5 - 4m) + (2/77 — 1) —6 = 0 <=> m = -1 => M{ 5;—1) 


A R /5 _„ 

* Ta CÓ 4 E AB =^> 4(3 - 2 a; à) và MA = —— = —— với MA = (-2 a - 2; a +1) 


* Do đó MA 2 = -7 <^> 4 (a + 1) 2 + (ữ +1) 2 = ^ <^> (ữ +1) 2 = 7- <^> 


a = 


ứ = 


-1 

T 

-3 

T 


* Với 4 


f -n 

L 4; “V 

V 2 ) 


9 

do M là trung diêm AB =>5 6; 


r -3 ì 


V 


y 
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* Với A 


(, -z\ , 

6; — 1 do M là trung diêm AB => B 


V 


f A -C 

4: — 


) 


V 




Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 



( A -0 


( -3 ì 


( -3 ì 


( A -n 

A 


6; 2 

^ 2 ) 

hay A 

V 

^ 2 ) 

,B 


l 2 J 



l 2 ) 


CÂU 55 (CHÍNH THỨC - ĐH A2009 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho hình chữ nhật ABCD có điếm 1(6; 2) là giao 
điểm của hai đường chéo AC và BD. Điểm M(l; 5) thuộc đường thẳng 
AB và trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng A: X + y - 5 = 0. 
Viết phương trình đường thẳng AB. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Do tính chất đối xứng của các 
điểm qua tâm I của hình chữ nhật 
nên nếu gọi N là điểm sao cho I 
là trung điểm MN thì khi đó N 
thuộc đường thẳng CD. 

_ Do đề bài đã gợi ý điểm E —» ta 
tìm tọa độ điểm E bằng cách 
tham số hóa E theo đường X + y - 
5 = 0 —» 1 ẩn nên cần 1 phương 
trình ? —» Lại có IE _L EN —» giải 
phương trình tìm E. 

_ Phương trình AB đã qua M nên chỉ còn cần đi qua 1 điểm nữa hoặc tìm 
thêm được vécto pháp tuyến. 

+ Hướng thứ 1: Ở đây ta có thể dùng tính đối xứng của tâm I thêm lần 
nữa để tìm tọa độ E’ sao cho I là trung điểm EE’ (E’ E AB). 

+ Hướng thứ 2: Hoặc ta cũng có thể chọn IE làm véctơ pháo tuyến 

hoặc EN làm vécto chỉ phương để viết phương trình AB. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi N là điểm đối xứng với M qua I => V(ll;-1) và N thuộc đường 
thẳng CD. 

* Tacó:EeA: x + y-5 = 0 

=>£(e;5-é>) và ĨẼ = (e-6;3-e) và NẼ = (e-U;6-e) 


A M(l;5) B 
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* Do E là trung điểm CD suy ra IE _L EN 

<=> ĨẼ.ẼN = 0<=>(e-6)(é?-ll) + (3-e)(6-e) = 0 


<=>e -13e + 42 = 0o 


e = 6 
e = l 


* Với e = 6, ta có IE = (0; -3). 

Khi đó AB qua M(1; 5) và nhận IE làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


0(x-1)-30>-5) = 0<=> AB:y -5 = 0 


* Với e = 7, ta có IE = (l;-4). 

Khi đó AB qua M(1; 5) và nhận IE làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 


l(x-1)- 4{y -5) = 0 <^> AB : x-4y+ 19 = 0 


Vậy phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là: 


AB: y - 5 = 0 hay AB :x-4y + 19 = 0 


CÂU 56 (CHÍNH THỨC - ĐH A2009 - PHẦN NÂNG CAO). Trong 

mặt phẳng tọa độ Oxy , cho đường tròn (C): X 2 +y 2 +4x + 4y+ 6 = 0 và 

đường thẳng A: X + my - 2 m + 3 = 0 với m là tham số thực. Gọi I là 

tâm đường tròn (C). Tìm m để A cắt (C) tại hai điểm phân biệt A và B 
sao cho diện tích tam giác IAB lớn nhất. 

© Nhận xét và ý tưởng: 



Bài toán trên đã đề cập đến vấn đề “max - min” trong việc tính diện tích 
tam giác. Một số công thức diện tích tam giác ta có thể liên hệ như: 
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hay 



1 

Saabc = - đường cao. cạnh đáy 

Zể 


1 

Saabc = - tích 2 cạnh kê . (sin góc họp giữa hai cạnh kê) 


_ Ở đây ta sử dụng bất đẳng thức hình học: 

s 


’AAIB 


= -IA.IB.sin AIB <-IA.IB = -R 2 


Smax sin AIB max — 1. 

2 2 2 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm /(-2; -2) và bán kính R = *JĨ. 

* Ta có S AÂR r = ị IA.IB .sin AIB < ị IA.IB = ị R 2 = 1. 

AAtíL 2 2 2 

Do đó (Smab)^ = 1 ^ sir yAIB = \^AIB = 90° ^ AẢBC1Ỉ 

* Gọi H là trung điểm AB (theo định lý đường kính và dây cung) ta có: 

AB 

IH _L AB và IH = 


Do AABC-LI oAB 2 =IA 2 +IB 2 =4^IH = 1 

—2 — 2/77 — 2/77 + 3 I 

* Mặt khác IH = d[I;d]<^\ = —- 




<=> vĩ + =11 — 4 m 


+ m 


Suy ra 1 + m 2 = 1 — 8 m + 16/77 2 15/77 2 — 8/77 = 0 


m — 0 
8 


/77 = 


15 


Vậy giá trị m thỏa yêu câu bài toán là: 



CÂU 57 (CHÍNH THỨC - ĐH B2009 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 

1 

2 2 4 

phăng tọa độ Oxy , cho đường tròn (C):{x- 2) +y -—và hai đường 

? 

thăng Ai: x-y = 0, Á 2 Ĩ X - 7y = 0. Xác định tọa độ tâm K và bán kính 

r r 9 

đường tròn (Ci), biêt đường tròn (Ci) tỉêp xúc với các đường thăng Ai, 


Á 2 và tâm K thuộc đường tròn (C). 


© Nhận xét và ý tưởng: 
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_ Để tìm tâm K của đường tròn ta chắc chắn phải thiết lập K(a; b) (2 ẩn) 
nên cần 2 phương trình. 

+ Phương trình thứ 1: điều kiện tiếp xúc giữa đường tròn với di và ải 
+ Phương trình thứ 2: tâm K thuộc đường tròn (C). 

_ Sau khi tìm được tâm K thì việc xác định bán kính của đường tròn cần 
tìm không vì ta lại sử dụng điều kiện tiếp xúc một lần nữa. 

► Hướng dẫn giải: 

* Đặt K(a; b) là tọa độ tâm K của đường tròn cần tim. 

Ta có K € (C): (x - 2) 2 + J> 2 = J => (a- 2) 2 + è 2 = J (1) 


\(C')tỉepxucdĩ 

* Mặtkhác^' , od[K;d ] ] = d[K;d 7 ] = R 

Ị(C') tiep xuc d 2 

Suy ra a r-2 = Zr <=> 25 (a — bÝ — (a - lb) 2 = 0 (2) 


4 Ĩ 5V2 

* Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 


(a-2) 2 +b 2 =ị 

5 

25 (a - b) 2 - (a - lb) 2 = 0 


a - 2b 


o < 


256-400 + 16 = 0 


<^> (a;b) = 


^8 6 ^ 


* Bán kính R = 


a 


-b\ 2V2 


síĩ 


2 

Vậy yêu câu bài toán tương đương với 
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CÂU 58 (CHÍNH THỨC - ĐH B2009 - PHẦN NÂNG CAO). Trong 
mặt phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC cân tại A có đỉnh A(—l; 4) 
va các đỉnh B , c thuộc đường thẳng A: x-y - 4 = 0. Xác định tọa độ 
của các điểm B và c biết diện tích tam giác ABC bằng 18. 


A(-l; 4) 



S ABC “ 18 


© Nhận xét và ý tưửng: 

Trước khi triển khai việc tìm 
tọa độ điểm ? ta cũng nên đặt ra 
câu hỏi : “có tìm thêm được tọa 
độ điểm mới nào không ?”. “có 
lập thêm được phương trình 
đường thẳng nào không ?” hay 

“có lập được phương trình đường ỵ Ị~ị \ X - y - 4 = 0 

tròn ân mình nào không ?” B H c 

—» Quá trình này giúp ta liên kết các giả thiết tưởng chừng rời rạc nhưng 
lại có một sợi dây liên kết vô hình xâu chuỗi chúng lại ? 

_ Để trả lời cho câu hỏi trên, khi quan sát hình vẽ, ta nhận thấy do tính chất 
đặc biệt của tam giác cân nên đường cao hạ từ đỉnh cân của tam giác sẽ 
vuông góc với cạnh đáy BC —» viết phương trình AH. 

_ Ngoài ra H cũng chính là trung điểm của cạnh BC 

—» tìm tọa độ H = AH n BC —» như vậy ta chỉ cần hoặc tìm tọa độ B 
hoặc tìm toa độ c —» giảm bớt quá trình đặt ẩn. 

_ Như vậy đến đây ta còn đúng duy nhất 1 dữ kiện chưa dùng đến chính là 
diện tích tam giác. Ta có: 


s 


A ABC 


= ị AH.BC = ị AH2BH = AH.BH 
2 2 


BH = 1 


—» giải phương trình trên tìm tọa độ B —» tọa độ c 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là trung điểm BC (do tam giác ABC cân tại A) 
=> AH _L BC: X - y - 4 = 0 
Nên AH: X + y + m = 0. AH qua A(-l; 4) 


m = - 3. Vậy AH; X + ỵ - 3 = 0 


* 


Ta có: H = AH n BC => Tọa độ H là nghiệm của hệ 
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x + y-3- 0 
x — y — 4- 0 


<=> < 


7 

X = — 
2 


y = 


-1 

T 


H 


U ; tJ 


* 


Ta có B E BC: X - y - 4 = 0 


í 


B(b + 4\b)wầ HB = 


1 


7 


n 


V 


Ồ + 4- — :b + -~ 

2 2 ; 


7 


1 


n 


b + ^-;b + ^~ 

V 2 2; 


* Mặt khác, S MBC = ị AH.BC 


ị AH2BH = AH.BH => BH 2 
2 


= 8 


Suy ra 



+ 







tọa độ điểm B và c thỏa yêu cầu bài toán là: 



CÂU 59 (CHÍNH THỨC - ĐH D2009 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có M(2; 0) là trung điếm của cạnh 
ẢB. Đường trung tuyến và đường cao qua đỉnh A lần lượt là 
Ix - 2>’ -3 = 0 và đường thắng 6x - y - 4 - 0 . Viết phương trình đường 


thẳng AC. 


M(2; 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Dễ dàng tìm được tọa độ 
điểm A = AH n AI —» do M 
là trung điểm AB —> tọa độ 
B —> BC qua B và BC 
vuông AH —» viết phương 
trình BC —» I = BC n AI 
—> I là trung điểm BC —» tọa 
độ c —» AC qua A và c. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là chân đường cao kẻ từ A và I là trung điểm BC. 
Ta có A = AI n AH => Tọa độ A là nghiệm của hệ 

ẩO0 


AI: 7x - 2y - 3 = 0 
AH: 6x - ý - 4 = 0 
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lx — 2 V -3 = 0 


oị 


6x — y — 4 = 0 
* Do M là trung điểm AB 


x-ì 

y = 2 


A( 1;2) 


X A X]Ị 

1x4 + X? = 2 Xlf 

9 


<=>« 


Vg = -x a = 4 — 1 = 3 

X? =2y M -X4 =°- 2 = - 2 


<=> 


5(3; - 2) 


* Đường thăng BC _L AH: 6x-y-4 = 0=> BC: X + 6y + m = 0. 
BC qua B(3; -2) => m = 9. Vậy BC : X + 6y + 9 = 0 

* Ta có I = AI n BC => Tọa độ I là nghiệm của hệ 

1X — 2y -3 = 0 


x + 6y + 9 = 0 


<=> < 


X 

II 

o 


( 

-3\ 

i -3 => 

I 

0 

• 

y = ~~ 



2 J 

l 2 





* Đường thẳng AC qua A(l; 2) và nhận IM = 


I 3) 
2 :- 

{ 2 ) 


làm véctơ chỉ 


1 r\ 

phưong (do MI // AC) có dạng: —— = —— <^> AC: 3x - 4y + 5 = 0 


_ 9 A 

Vậy phương trình đường thăng cân tìm là A c: 3x - 4y + 5 = 0 


CÂU 60 (CHÍNH THỨC - ĐH D2009 - PHẦN NÂNG CAO). Trong 
mặtphẳng tọa độ Oxy , cho đường tròn (C): (x-ì) 2 + y 2 — ì. Gọi Ilà tâm 
của (C). Xác định tọa độ điểm M thuộc (C) sao cho góc IMO bằng 30°. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Trong bài toán này ta có thể ha 
hướng để giải quyết: 

+ Hướng thứ 1: Sử dụng 
định lý hàm số cosin cho tam 
giác IMO —> tính được độ dài 
cạnh OM —» Tọa độ M chính 
là giao điểm giữa đường tròn 
(C) và đường tròn (C’) có tâm 
o và bán kính OM. 



+ Hướng thứ 2: Ta có góc IMO băng 30° —» góc IOM = 30° => M 
thuộc đường thẳng d tạo với trục hoành một góc 30° —» viết phương trình 
đường OM —» M = OM n (C). 
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► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm I( 1; 0) và bán kính R = 1. 

* Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác IMO ta có: 


cos IMO - 


— tm Tĩ 


2 IM.OM 2 

* Đường tròn (C’) có tâm 0(0; 0) và bán kính R’ = OM = V3 có dạng là: 

(C) : x 2 +y 2 = 3 

* Điểm M chính là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (C’) => Tọa độ M 
là nghiệm của hệ: 

slỉ 


2 . 2 _ o 

X + y = 3 


2 . 2 _ o 

X + y =3 


(x-l) 2 +/ =1 \-2x + 3 = 0 


<=><^ 


y=± , 

Á 

3 

X = — 
2 



Vậy tọa độ điểm M cần tìm là 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 0) và bán kính R = 1. 

* Ta có góc IMO bằng 30° => góc IOM bằng 30° (do ÀOMI cân tại I) 

=> đường thẳng OM hợp với trục hoành một góc 30° => hệ số góc cua 

đường OM là k = tan(±30°) = 


* THI: OM qua o có hệ số góc k { = -4= 

Khi đó M = OM n (C) 


OM: y = 


X 


Vã ■ 


Suy ra tọa độ M là nghiệm của hệ: 


y = 


X 




<^> 


(x-1) 2 +y 2 - 1 


X = 0, y = 0 


slỉ 


x = — ,y= ^ 
2 2 



* TH2: OM qua o có hệ số góc k 2 - 


-Ị_ 

Vã 


OM: y = 


-X 


Vã 


â02 
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Khi đó M = OM n (C) 


Suy ra tọa độ M là nghiệm của hệ: 


y = 


-X 


Vã 


<=> 


(x-1) 2 +y 2 - ì 


X — 0 , y — 0 


-V3 


X — — ,y — —— 

2 2 



Vậy tọa độ điểm M cần tìm là 



CÂU 61 (CHÍNH THỨC - CĐ 2009 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh C(-l; -2), đường trung 
tuyến kẻ A có phương trình là 5x + y — 9 = 0 và đường cao kẻ từ B có 

phương trình là X + 3y — 5 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh A và B. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Trong các dữ kiện đề bài 
cho thì ta thấy dữ kiện 
đường cao BH có thể giúp 
ta thiết lập thêm một phưong 
tr inh đường thẳng nữa —» đó 
chính là đường thẳng AC 
(AC qua c, AC JL BH) 

Khi đó A = AC n AM 

—»tọa độ A. B M C(-l;-2) 

_ Mặt khác điểm B E BH —» tham số hóa điểm B theo đường BH —» biểu 
diễn tọa độ M theo tọa độ B (do M là trung điểm BC) —» M e AM —» tọa 
độB. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có AC _L BH: x + 3y-5 = 0=> AC: 3x - y + m = 0. 

AC qua C(-l ; -2) =^> m = 1. 

Vậy AC : 3x - y + 1 = 0. 

Lại có A = AC n AM (với M là trung điểm BC) 


A 
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3x — y + 1 = 0 íx = l 

Suy ra tọa độ A là nghiệm của hệ < _ _ _ <w> i 

[5x + j;-9 = 0 \y = 4 

* TacóB E BH:x + 3y-5 = 0=> B(5-3b;b) 

..í4-3b b-2\ 


Mặt khác M E AM : 5x + y - 9 = 0 
4-3/) b-2 

Suy ra 5—^ + ^-^-9 = 0^20-15/) + />-2-18 = 0^/) = 0 
2 2 

Vậy tọa độ điểm Avà B cần tìm là Ẩ( 1; 4), B( 5; 0) 


Aíl:4 



CÂU 62 (CHÍNH THỨC - CĐ 2009 - PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho các đường thắng Ai: X — 2 y — 3 = 0 và 

Á 2 Ĩ X + y +1 = 0. Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng Ai sao cho 


9 r ? A 

khoảng cách từ điêm M đên đường thăng A 2 băng 


Jĩ' 


© Nhận xét và ý tưởng: Bài toán trên ta không thiết phải dựng hình, mà 
chỉ đơn thuần kiểm tra kiến thức về dạng toán khoảng cách. Mời bạn đọc 
xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có M e Ai: X - 2y- 3 = 0 => M(2m + 3;m) 


* Ta có d[M; A 2 ] = 


2m + 3 + m + l 


72 


m = —\ 

1 , „ 

—?= o\ 3m + 4 ị= 1 <=> -5 

V 2 m = —- 

3 


T-l -5^ 

Vậy tọa độ điểm M cần tìm là M (l; — 1 ) hay M —-; — - 

I_ V 3 3 J 

CÂU 63 (CHÍNH THỨC - ĐH A2010 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 
phẳng tọa độ Oxy , cho hai đường thẳng di: X\Ị3 + y — 0 và ẩ 2 .' 

xjĩ — y = 0. Gọi (T) là đường tròn tiếp xúc với ch tại A, cắt d 2 tại B và 


ễoa 
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c sao cho tam giác ABC vuông tại B. Viết phương trình của (T), biết 

V3 . 

tam giác ABC có diện tích băng —— và diêm A có hoành độ dương. 


© Nhận xét và ý tưởng: 



Để lập phương trình đường tròn (T) chúng ta chỉ cần —»tìm được tọa độ của 
A và c —»tọa độ tâm I và độ dài bán kính R. (do nhận xét AABC _L B). 

Đe xác định tọa độ A và c ta có thể giải theo cách hướng sau: 

+ Hướng thứ 1 {khôngphát hiện di và ẩ 2 tạo góc 60° với nhau): Ta sẽ 
viết phương trình đường tròn đi qua 3 điểm A, B, c —» như vậy ta cần 
tìm đầy đủ tọa độ của 3 điểm A, B, c —» lần lượt tham số B và c theo Ở 2 
và A theo di —» chúng ta cần đến 3 phương trình bao gồm: 

R 

(1). Saabc = 2 5 (2)- AC±d 1 , (3). ẢB±d 2 . 

+ Hướng thứ 2 {khôngphát hiện di và d 2 tạo góc 60° với nhau): Ta sẽ 
tham số hóa A theo di —» viết phương trình AC _L di phụ thuộc theo tham 
số của A. Khi đó c = AC n &2 —> biểu diễn tọa độ c theo tọa độ A. 
Tương tự ta viết phương trình AB _L ẩ 2 —> B = AB n d 2 (tọa độ B biểu thị 

theo A). Cuôi cùng là sử dụng công thức S mbc = : -BA.BC —> giải 

phương trình và suy ra A và c. 

+ Hướng thứ 3 {phát hiện di và d 2 tạo góc 60° với nhau tại O) —» dẫn 
đến góc AOB = 60° suy ra BAC = 60° —» vận dụng công thức diện tích 

tam giác S MBC =^-BA.AC —> dễ dàng tính được cạnh OA —» suy 
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ra tọa độ điểm A. Đến đây thì ta viết phương trình AC (như hướng thứ 
nhất) — » c = AC n di —» tọa độ c. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

AB = (b - + a*JĨ) 

AC — (c - a\c\Ị?> + a\Ị?>) 

Uì = (l;-'JĨ>)ỉavtcp cua d Ị 
U 2 = ( 1 ; V3) la vtcp cua d 2 



A E í/j 

r 

A(a;-a\l 3) (ư > 0) 

* Ta có < 

i? e í/ 2 => < 

B(b;b\J 3) và < 


c £ 6^2 

C(c;cV3) 

V 


ABld. 


* Theo đề bài ta có: <1 AC-Ld ì <=> <Ị 

slĩ 


s 


A ABC 


AB. u 2 — 0 

AC. u ỉ = 0 

S mbc = X -BA.BC 


( 1 ) 

( 2 ) 

Vã 


(3) 


* 


* 


Từ(l)=> b-a + 3b + 3a - 0 <^> 4b + 2a - 0 



Từ (2) 


c — a — 3c — 3ữ = 0 <=> —2c — 4a = 0 <=> c = —2a 


* Khi đó 


AB = 


í 


í 




-3 a a\Ỉ3 

^ 5 ^ 






BC = 


-3 a -3a\Í3 

' T 5 _ 


\ 


V 


) 


Từ(3)=> BA 2 .BC 2 =3 <^> 


( 9 a 2 3a 2 '\( 9 a 2 21 a 2 ') 


V 4 + 4 J 


V 4 + 4 J 


= 3 


Suy ra ư 4 = — <^>ư 2 = — <=># = - 4 = , (do a > 0) 
y 9 3 s 



í 


* 


Suy ra tâm I 




-1 -3 

2V3 ’ 2 


'\ 




và bán kính R = IA = 1 


Vậy phương trình đường tròn (T) là 



ẩOS 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có e c/j => A{a‘,ã\Ịỹ), (a > 0) 

* AC vuông góc với d x : x^3 + j/ = 0=> AC:x-y^3+m = 0. 


Lại có AC qua A => AC : X- yv3 —4a - 0 


Ta có c = AC n d 2 => Tọa độ c là nghiệm của hệ 


a/ 3 - y = 0 


X = -2 a 


xyó—y = yj x — —z.u 

r- 

X- y v3 —4a — 0 [y = -2ay3 



* AB vuông góc với d 2 : x\Ỉ3-y = 0=> AB: X + y4ĩ + n = 0 


Lại có AB qua A => AB : X + yv3 + 2a = 0 


Ta có B = AB n ch => Tọa độ B là nghiệm của hệ 

—a 

x^3 —y = 0 


X = 


x + y\Ỉ3 +2a = 0 




y = 


* 


5 


A ABC 


/T 1 

^ <^> /1Ổ.ỔC = 43 oa = -C 

2 73 





* 


Suy ra tâm / 




-1 -3 

2Vã ; 2 


\ 


7 


và bán kính i? = IA = 1 


phương trình đường tròn (T) là 


► Hướng dẫn giải cách 3: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
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V3 


3 

3V3 


(Ơ4. sin 60° )(OẨ. tan 60°) 


OA 


Do $abc 


V 3 

Vv => OA z = - 

2 3 


2 4 


V3x + V = 0 


* 


Tọa độ A(x; y) với X > 0 thỏa mãn hệ 



* AC đi qua A và vuông góc với ch, suy ra AC : V3x - 3 V - 4 = 0 . 
Ta có c = AC n ch => Tọa độ c là nghiệm của hệ 
V3x - y = 0 


Vũc - 3 J’ - 4 = 0 


<=> 





* 


V 


-1 -3 

2 V 3 ’ 2 


\ 


J 


và bán kính 



Đường tròn (T) có đường kính AC, suy ra tâm I 


R = IA = 1 


Vậy phương trình đường tròn (T) là 


Lòi bình: Rõ ràng việc xác định được góc giữa hai đường thẳng di và ch 
đã tạo sự thuận lợi cho ta rất nhiều trong quá trình tính toán. Cách 1 tuy 
dài nhưng sẽ được nhiều bạn nghĩ đến, cách 2 đòi hỏi phải có một chút 
liều lĩnh và ở cách 3 là ở sự quan sát, liên hệ với các đối tượng hình học 
xung quanh một đối tượng đang tìm kiếm. Qua bài trên, chúng ta cũng 
đút rút cho mình một số kỹ năng như khi thấy bài toán có cho nhiều 
đường thẳng thì nên kiểm tra khoảng cách cũng như góc của chúng. 


CÂU 64 (CHÍNH THỨC - ĐH 

A2010 - PHẦN NÂNG CAO).. 

_ w 2 „ MN: X + y 

Trong mặt phăng tọa độ Oxy , cho 

tam giác ABC cân tại A có đỉnh 

A(6; 6), đường thẳng đi qua trung 

điểm của cạnh AB và AC có 

phương trình là (d): X +y - 4 = 0. 

ẩOS 


A(6;6) 
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Tìm tọa độ các đỉnh B và c bỉêt 
điểm E(l; -3) nằm trên đường 
cao đi qua đỉnh c của tam giác đã 
cho. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Một câu hỏi đặt ra là đường thẳng MN mà đề bài cho và điểm E thuộc 
đường cao kẻ từ c gợi ý cho ta điều gì ? 

+ Thứ 1, đường thẳng MN trước hết là đường trung bình của ÀABC 
—» MN // BC và MN _L AH —> viết được phương trình AH. Nếu gọi K là 
trung điểm MN —» K cũng là trung điểm AH (hình vẽ) —» điều này có 
nghĩa là ta đã viết được phương trình BC (Việc lập phương trình BC có ý 

nghĩa quan trọng trong quá trình tìm tọa độ B và c vì khi đó ta dễ dàng 

tham số hóa B (hoặc C) và kết hợp với trung điểm H tìm được để giảm số 
ẩn xuống thấp nhất (1 ẩn theo B) —» vấn đề đặt ra ta cần thiết lập phương 
tr ình chứa tham số của B. 

+ Thứ 2, Điểm E thuộc đường cao kẻ từ c thì cũng để lộ “ yếu tố 
vuông góc” mà thôi —» ta bắt đầu liên kết tọa độ của các điểm lại thì lúc 
này EC _L AB —» đó chính là phương trình mà ta đang cần tìm. Mời bạn 
đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là trung điểm BC, K là trung điểm AH 

Ta có AH _L BC: x + y- 4 = 0=> AH: X - y + m = 0 
AH qua A(6; 6) => m = 0. Vậy AH: X - y = 0 

* K = AH n MN => Tọa độ K là nghiệm của hệ 

X + y — 4 = 0 fx = 2 —— — I — ——I 

„ K(2; 2) => H (- 2 ; - 2 ) 

[ x-y = 0 [y = 2 — — - 

* Đường thẳng BC đi qua H và BC // MN suy ra BC: X + y + 4 = 0. 

* Ta có B e BC => B(b; -4 - b ). Do H là trung điểm BC => C(-4 - b; b ) 

'ÃB = (b-6;-\0-b) 

* Ta có EC _L AB AB.EC - 0 (*) với \ _ 

EC = (-5-b;b + 3) 

Do đó 

~ Ị - b = 0 

(*) <=> (b- 6)(-5- b)- (10-+ b\b + 3) = 0 <=> -b 2 -6b = 0 <=> 

b = - 6 


• Với b = 0 => B(0; -4), C(-4; 0) 
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Với b = -6 => B(-6; 2), C(2; -6) 

Fổy tọa độ điếm B và c cần tìm là 


5(0;-4),C(-4;0) hay 5(-6; 2), C(2;-6) 


CÂU 65 (CHÍNH THỨC - ĐH B2010 - PHÀN cơ BẢN). mặt 

phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A có đỉnh C(-4; 1), 
phân giác trong góc A có phương trình X +y - 5 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng BC, biết diện tích tam giác ABC bằng 24 và đỉnh A có 
hoành độ dương. 


► Hướng dẫn giải cách 1 (Sử dụng tính chất của đường phân giác): 

* Gọi C’ là điểm đối xứng của c qua d 
ta có C’ E AB. Phương trình CC’: 

X - y + m = 0 

Do CC’ qua C(-4; 1) => m = 5. 

Vậy CC’: X - y + 5 = 0. 

Lại có H = CC’ n d 

Tọa độ H là nghiệm của hệ 
x + y-5 = 0 


X-y + 5 = 0 




H{ 0;5) 


* Mặt khác, H là trung điểm CC’ nên ta 
có |c'(4;9) 



= 0 


* 


VìAed:x + y- 5 = 0=> A(a; 5 -a) và ta có < 


AC — (-4- a;-4 + a) 


AC' = (4-a;4 + a) 


* 


Do À ABC ± A => AC’ 1AC 

<» ÃC.Ã(T' = 0o2a 2 -32 = 0oa = 4^A(4;l) 

Lại có S AfíC = 24 = ị AB.AC ^ AB = 6 


AC = 8 


2 


Vì AB _L Ox => ẮB = y B -y A <=> y B = 7. Do B, c nằm về hai phía của 
phân giác d nên y B > y A 
Vậy tọa độ điểm B(4; 7). 


ễ(D0 
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* Nên phương trình đường thẳng 
x + 4_y-\ 


BC : -—- = —— 
4 + 4 7-1 


BC: 3x - 4y +16 = 0 


_ > _ 

Vậy phương trình đường BC cân tìm là BC : 3x + 4y -16 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 2 (Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ) 



* Vì C(-4;l) và góc CAB - 90°, phân giac trong góc A là d: X + y 
XA > 0 nên đường thẳng AC phải tạo với d một góc 45° 

4(4; 1)1 AC = 8. 


-5 = 0. 


* 


Mặt khác S ÀBC = 24 = ị AB.AC AB = 6 


2 


* Mặt khác AB _L trục hoành nên B(4; 7) 

* Nên phương trình đường thắng 
x + 4_ y-\ 


BC : -—- = 

4 + 4 7-1 


BC: 3x - 4y +16 = 0 


_ _ 2 _ 

Vậy phương trình đường BC cân tìm là BC : 3x + 4 y -16 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 3: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Gọi D là điểm đối xứng của C(—4; 1) qua d: X + y - 5 = 0, suy ra tọa độ D 
thỏa mãn: 
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_ ? ? 

Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


(x + 4) - (y-1) = 0 

£zl + Z±l_ 5= o 

2 2 



* Điểm A thuộc đường tròn đường kính CD, nên tọa độ A thỏa mãn: 

í X + y - 5 = 0 . I 

ị ~ _ => A(4;ĩ) do X A > 0 

|x 2 + (y-5) 2 = 32 1 v 4 


Suy ra AC = 8 => AB — = 6 . B thuộc đường thẳng AD: X = 4 

AC 


=> tọa độ B(4; y) thỏa mãn: (y - 1) 2 = 36 => B( 4; 7) hay B(4; -5) 

* Do d là phân giác trong cua góc A nên AB và AD cùng hướng, suy ra 
B(4; 7) 

* Nên phưong trình đường thăng 

BC: ^-—7 = r <=> \BC : 3x-4v+ 16 = 0 
4 + 4 7-1 1 -———- 1 

Vậy phương trình đường BC cần tìm là BC : 3x + 4y - 16 = 0 


CÂU 66 (CHÍNH THỨC - ĐH B2010 - PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

z _,z /7, X 2 y 2 ~ 

phăng tọa độ Oxy , cho tọa độ điêm A( 2; v3) và elip (E): — + : -— - 1. Gọi 

0 2 

Fi và F2 là các tiêu điểm của (E), (Fi có hoành độ âm); M là 
giao điểm cổ tung độ dương của đường thẳng AFi với (E)y N là điểm 
đối xứng của Ỉ 2 qua M. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ANF2. 

© Nhận xét và ý tưởng: 


ẩ(D2 
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_ Để viết phương tr ình đường tròn đi qua ba điểm A, N, F 2 chúng ta cần 
xác định tọa độ của điểm N ? (do đề bài đã cho ta tọa độ của điểm A và 
F 2 ). Để tìm tọa độ điểm N ta dựa vào yếu tố M là trung điểm NF 2 

—> tìm được tọa độ M suy ra tọa độ N. Lại có M = AF 1 n (E) nên ta dễ 
dàng tìm được M. 

_ Đến đây nếu khéo léo ta có thể kiểm tra xem tam giác ANF 2 có là tam 
giác đặc biệt ? (thông qua hai cách tính độ MA và so sánh với MF 2 hoặc 
cũng có thể xét tích vô hướng giữa hai véctơ NA và AF 2 ). Tuy nhiên nếu 
không phát hiện được thì bạn vẫn có thể lập được phương trình đường 
tròn đi qua 3 điểm trên thông qua dạng khai triển của đường tròn (C). 
Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

a = \Ỉ3 


* ceA+ z 


= !=>« 


2 


a 2 - 3 

b 2 =2 <=> i 

c 2 =a 2 -b 2 =\ 


b = 4Ĩ suy ra Fì(-1;0), F 2 (1;0) 
c = 1 


* 


Phương trình đường AF X : 


x + ì _ y 


y = 


X +1 


3 Vã vã 

* Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa (E) và AF 1 ta có: 

x — ì ( trn ) 


2x 2 +3.Ệ(x + l) 2 = 6 <=> 3x 2 + 2x - 5 = 0 <=> 
9 


X = —- (ktm) 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


í 


Vậy M 


1: 


2 


'\ 


V 





V 






1 : 


V 




) 


* Gọi dạng khai triển của đường tròn (C) cần tìm là: 

X 2 + y 2 — 2mx — 2ny + p = 0, (R = yịm 2 +n 2 -p) 



'We( C) 

, 16 8 n 

1 + — — 2 m - —7= + p - 0 f 

3 s 

Theo đề bài ta có: < 

Ẩe(C)o< 

4 + 3 - 4 m — In^sỊĨ + p = 0 <=> < 


/2 e (C) 

1 — 2 m + p = 0 

V 

< 


m = 1 
2 


n — 


•ã 

p =1 


> 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là (C): 



* Những cách khác để lập phương trình đường tròn khi tìm được tọa độ 
điểm N. 


Xét AN = 




- 1 : 


2 




V 


>/3 


XF 2 = (-1;-V3). Do XV.XF 2 = 0 => A ANF 2 JL rì 





Vậy đường tròn qua A, N, ¥2 là đường tròn đường kính NF 2 có tâm M và 
bán kính R = MF 2 . 


\ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là (C): 


(Hay ta cũng có thể làm theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

2 " . , 

Ta có MA = MF 2 = —j= và do N là điếm đối xứng của F 2 qua M nên 

v3 

MF 2 = MN 

Suy ra MA - MF 2 - MN => Do đó đường tròn ngoại tiếp tam giác ANF 2 
chính là đường tròn tâm M, bán kính MF 2 . 


\ 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là (C): 


A 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là 



ểm 
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CÂU 67 (CHÍNH THỨC - ĐH D2010 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh A(3; -7), trực tâm H(3; -1), 
tâm đường tròn ngoại tiếp là I(-2; 0). Xác định tọa độ đỉnh c, biết c có 
hoành độ dương. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Bài toán này có thể tiếp cận theo 2 hướng chính (hoặc kẻ thêm đường 
phụ, hoặc không kẻ thêm đường phụ). Cụ thể ta có các cách tiếp cận sau: 

+ Cách 1: (kẻ thêm đường phụ - kéo dài AH cắt (C) tại H’): Do đề bài 
cho A và I —» nên ta viết được phương trình đường tròn (C) có tâm I và 
bán kính R = IA —» Khi đó H’ và A là giao điểm giữa AH và (C). Điều 
đặc biệt là trung điểm HH’ thuộc đường thẳng BC —> viết phương trình 
BC —» B và c là giao điểm giữa BC và (C). 

+ Cách 2: (kẻ thêm đường phụ - kéo dài AI cắt (C) tại A’): tương tự 
cách 1, ta cũng tìm được tọa độ A\ Ở đây nhận xét BHCA’ là hình bình 
hành (xem lại bổ đề chương 1) —» trung điểm HA’ thuộc đường thẳng BC 
—» viết phương trình đường thẳng BC _L AH —» B và c là giao điểm giữa 
BC và (C). 

+ Cách 3: (không kẻ thêm đường phụ - theo đáp án của Bộ GD&ĐT). 
Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Kéo dài AH cắt đường tròn (C) tâm I 

bán kính IA tại H\ 

• 

Dễ dàng chứng mình được góc HCH’ 

= góc BAH\ Mà góc BAH’ = góc 
BCH’ (góc nội tiếp cùng chắn một 
cung) => góc HCB = góc BCH’ 

=> BC là đường phân giác của góc 
HCH’ mà BC 1 HH’ 



Nên AHCH’ cân tại c => BC là trung trực của HH\ BC n HH’ = M 
=^> M là trung điểm của HH’ 

* Đường tròn (C) có tâm I(-2; 0) và bán kính R = IA = VỸ4 


(C):(x + 2) 2 +y 2 =74 
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Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

* Đường thẳng AH có phương trình AH : X—3 = 0. 

* Ta có H’ và A là giao điểm giữa (C) và AH thỏa hệ 


(* - 2) 2 + / = 74 

X —3 = 0 


<=> 


x = 3,y = -7 
x = 3,y = 7 


Do A(3; -7) nên ta nhận H’(3;7). 

* Đường thẳng BC có phương trình: BC : y - 3 - 0 cắt đường tròn (C) tại 
hai điểm B và c thỏa hệ: 


(* - 2) 2 + y 2 =74 
y -3 = 0 


<^> 


X = -\fỏ5 - 2, y = 3 
X = Vó5-2 ,y = 3 


Do c có hoành độ dương nên ta nhận C(Vó 5-2; 3) 


Vậy điểm tọa độ điểm c thỏa yêu cầu bài toán là C(v65 - 2; 3) 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Đường tròn (C) có tâm I(-2; 0) và A (3; 

bán kính R = LA = V 74 



* Gọi AA’ là đường kính. 
ịCA'±AC 


Ta có <j „„ , _=>CA7/BH (1) 
Btì ± AC 

V 

\BA'LAB __ 

và \ “ „=> BA 7 /CH (2) 

[CH LAB 



Từ (1) và (2) suy ra BHCA’ là hình bình hành và gọi M là trung diêm BC 
=> M cũng là trung điểm của HA’ 

Ta có IM là đường trung bình của tam giác A’AH nên 
1 


M(-2; 3) 


IM = -7 AH 
2 

* Phương trình đường thẳng BC qua M và vuông góc AH là y - 3 = 0. 

* Tọa độ c thỏa mãn hệ phương trình 


(x + 2) 2 +y 2 =74 
T-3 = 0 

X > 0 




X — —2 + \J 65 
T = 3 


C(-2 + Vó5;3) 


ếm 
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Vậy điểm tọa độ điểm c thỏa yêu cầu bài toán là C(v65 - 2;3) 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC có phương trình: 


A(3;-7 


(C) : (x + 2) 2 + y 2 =74 



* Phương trình AH: X = 3 và BC _L AH 
=> BC: y = a (a ^ -7) do BC không 
đi qua A. 

* Do đó hoành độ B, c thỏa phương 
trình: (x + 2) 2 + a 2 = 74 

<tí> X 2 + 4x + a 2 — 70 = 0 (1) 

* Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt, trong đó có ít nhất một nghiệm 
dương khi và chỉ khi I a |< v70 . 

* Do c có hoành độ dương nên ta có: 

5(-2-V74-ư 2 ,ư) và C(-2 +V74-ư 2 ,ư). 

* AH _L BC 

=> ÃỈĨTĨC = 0 <=> Ị- 4ĨÃ^cT -5jí'+ 5j + (a + 7)(-l - a) = 0 


<=> a +4a-2 \ = 0 <=> 


a = —l ( ktm ) 
a = 3 (tm) 


Vậy điểm tọa độ điểm c thỏa yêu cầu bài toán là C(v65 — 2; 3) 


LÒI bình: Có thể thấy lời giải của Bộ GD&ĐT đậm chất “đại số hóa hình học”. 
Điều này không có gì là không tốt nhưng nó sẽ làm mất đi một phần nào đó ý 
nghĩa hình học mà bài toán mang lại. Con đường giải quyết bài toán hình học 
dựa trên công cụ đại số không phát triển về tư duy và óc thẩm mĩ của học sinh 
mà chỉ đơn giản rèn luyện và phát huy những kỹ năng mạnh của đại số. Với 
hình học, thì kĩ năng kẻ đường phụ là cực kì quan trọng. Neu có một nền tảng 
vững chắc khi bắt đầu học về hình học thì bài toán này không quá khó để chúng 
ta phải giải quyết. Nhưng làm sao để nghĩ ra việc phải kẻ những đường phụ đó 
lại là vấn đề cần được quan tâm. Liệu chăng vấn đề dạy và học chỉ là nhồi nhét 
những kiến thức phục vụ cho kì thi hay phát triển năng lực của học sinh trước 
việc giải quyết một bài toán ? 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


CÂU 68 (CHÍNH THỨC - ĐH D2010 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(0; 2) và A là đường thẳng đi qua o. Gọi 
H là hình chiếu vuông góc của A trên A Viết phương trình đường thẳng A, 
biết khoảng cách từ H đến trục hoành bằng AH. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Đây có thể coi là một trong những câu 
Oxy “khó nhất” mà khối D đã từng ra 
thi. Bài toán này có thể tiếp cận theo 
nhiều hướng khác nhau như xuất phát 
điểm là việc tìm toa độ điểm H (tính độ 
dài, tính góc, đặt ấn giải hệ) hoặc xuất 
phát từ việc gọi dạng của đường thẳng 
A (do A đã đi qua gốc tọa độ O). 

+ Hướng thứ 1: (sử dụng khoảng cách) ớ đây ta gọi H(a; b) —» 2 ấn nên 
chắc chắn cần 2 phưong trình —» pt (1) đó là AH _L OH, pt (2) đó là 
AH = d[H;Ox] —> giải hệ trên tìm được tọa độ H . 

+ Hướng thứ 2: (sử dụng kỹ thuật dùng góc) ở đây ta thấy góc HOM = góc 

HM ttas^ OH OH 2 ẵ 

HAO —» Ún HOM — và sin HAO - —> — HM — AH kết 

OH AO 2 



hợp AH 2 + OH 2 = OA 2 = 4 —» tính được hết độ dài các cạnh —» suy ra tọa 
độ của điểm H. 

+ Hướng thứ 3: (gọi dạng hệ số góc k của đường A ). Ta có thể nhận xét 
nhanh nếu A = Ox hay đường A = Oy đều không thỏa mãn —» A: y = kx —» viết 
phưong trình AH _L A —» tìm tọa độ H = A n AH. Cuối cùng là việc sử dụng 
d[H; Ox] = AH —» giải phương trình tìm k —» suy ra đường thẳng A. 

+ Hướng thứ 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT): tương tự như hướng thứ 1, 
cách giải gọi H(a; b) và thiết lập 2 phương trình 2 ẩn để giải —> trong đó H e 
đường tròn đường kính OA và d[H;Ox] = AH. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi H(a;b) là hì nh chiếu của A xuống A. Ta có AH = (a;b- 2), OH = (a;b). 


* Do giả thiết ta có: < 


AH.OH = 0 
AH = d[H;Ox\ 


<=> < 


a 2 + b(b — 2) = 0 
^a 2 +(b- 2) 2 =1 b 


ễ(DS 
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a 2 = 2 b — b 2 
a 2 +{b- 2) 2 =b 2 


a 2 =2 b — b 2 


b z + 2b-4 = 0 


b = — 1 + \Ĩ5 => ÍZ 2 = —8 + 4%/5 (//72) 


\b = -l-S ^>a 2 =-8-4>/5 (te) 

Do đó: //ỊV4V5-8;-l + V5j hay -8;-l + j 


Vậy phương trình đường thẳng A là: Ị V 5 — ljx±y 


5-8=0 


5 * ^ 

phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là \y = ± 


2 + 2V5 


► Hướng dẫn giải cách 2: Gọi M là hình chiếu của H lên trục hoành. 

* Ta có góc HOM = góc HAO nên 

. OH HM AZJ OH 2 _OH 2 

sin HOM = sin HAO <^> —— = —— => HM - AH - ——— = V 

04 OH OA 2 

* Mặt khác AAHO1H có AH 2 + OH 2 = 04 2 = 4, (4// > 0) 


o AH 2 +2AH-4 = 0 o 

AH = 


OH 2 =2HM = -2 + 2^5 


-- -1 + VJ (/m) 

-I-V5 (ktm) 


* LạicóAOHMlM 


OM 2 =OH 2 -HM 2 = -2 + 2^5 -6 + 2V5 =-8 + 475 => OM = 7 - 8 + 475 


Do đó: //(^4^5-8;-l +j hay T/Ị-V 4 V 5 -8;-l +j 


Vậy phương trình đường thẳng A là: {^[5 — (jx±y^ỊÃj5 


- 8=0 


phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là y = ± 
► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Giả sử A = Ox => H = A: không thỏa mãn AH = d[H; Ox] 

* Gỉả sử A = Oy => H e O: không thỏa mãn AH = d[H; Ox] 

* Phương trình đường thẳng A có dạng y = kx(Â:^0). 


42+245 

±-- ——X 

2 
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Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


Ta có AH _L A và AH qua A 



* Ta có H = AH n A => Tọa độ H là nghiệm của hệ 

2 k 


y = kx 


< 1 , 
y = — X + 2 

k 


X = 





r+1 


* 


Mặt khác AH = d[H; Ox] 


<=> 


\ 2 k ' 

V k 2 +1J 


2 ^ 2Ấ: 2 


+ 






k 2 +1 


-2 


24 -Ó* 4 -* 2 -! 




k 2 +1 


= 0 


<=> 


7 2 1 + \Ỉ5 / x 

k = (<m) 


k 2 — ^ < 0 (k/m) 


k — + — 

'2 + 2^5 

ri — _L_ 

2 



Kậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 

► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Gọi tọa độ H là (a; b). 

Ta có AH 2 —a 2 +(b — 2) 2 và d[H; Ox ] =1 b \o a 2 +(b — 2) 2 — b 2 (1) 
Mặt khác do H thuộc đường tròn đường kính OA, nên a 2 +(b— 2) 2 = 1 (2) 


* 


Từ (1), (2), ta có 


a z -4b + 4 = 0 


\ ỵ s \ ỵ s /-N n. 

a 2 +b 2 - 2b = 0 

k. 

Suy ra hỤ 4n/ 5-8;-l + ^ j hay HỈ-yl 4>/5-8;-l +V?j 


Kậy phương trình đường thăng thỏa yêu câu bài toán là 



CÂU 69 (CHÍNH THỨC - ĐH A2011 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy , cho đường thẳng A: X + y + 2 = 0 và đường tròn 

(C): X 2 +y 2 — 4x — 2y = 0. Gọi I là tâm của (C), M là điểm thuộc A Qua M 
ểQQ 
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kẻ các tiếp tuyến MA và MB đến (C) (A và B là các tiếp điểm). Tìm tọa độ 
điếm My biết tứ giác MAIB có diện tích bằng 10. 

© Nhận xét và ý tưởng: 



_ Nhận xét: Med-> tham sô hóa điêm M theo d —> 1 ân nên cân 1 phương trình. 
_ Phương trình đó chắc chắn ta phải khai thác từ dữ kiện Smaib = 10 = 2Saiam 
=> AM = ? => IM = ? 

Lưu ý: Với một số bài toán cho các khối hình tứ giác phức tạp, thậm chí là các 
hình tứ giác quen thuộc (hình thang, hình bình hành, hình thoi,...) mà ta “bất 
chợt quên” mất công thức của nó thì cách tốt nhất là “chia” các khối hình đó về 
“tam giác con”. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Ta có M e d: X + y + 2 = 0 => M{m;— 2 — m) 

* Đường tròn (C) có tâm 1(2; 1) và bán kính IA = IB = R = a/J . 

* Tứ giác MAIB có góc MAI = góc MBI = 90° và MA = MB 

Suy ra S MAIB = IAMA => MA = 2a/J 


Mặt khác, AIAM T A có IM 2 = IA 2 + AM 2 - 25 (*) với IM = (m — 2; — m — 3) 


* 


Do đó (*) <=> (m — 2) 2 + (m + 3) 2 = 25 <=> m 2 +m — 6 = 0 <=> 


m — 2 
m = — 3 


Vậy ta có M(2;—4) hay M{— 3;1) 


Vậy tọa độ điểm M thỏa yêu cầu bài toán là M{ 2;-4) hay M(— 3;1) 
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CÂU 70 (CHÍNH THỨC - ĐH A2011 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 

2 2 

2 X V , , 

phăng tọa độ Oxy , cho elip (E): — + I — = 1. 77//1 tọa độ các điêm A và B 

4 1 

thuộc (E), có hoành độ dương sao cho tam giác OAB cân tại o và có diện tích 
lớn nhất. 

© Nhận xét và ý tưởng: 



Việc xác định tọa độ A và B sao cho ÀOAB có diện tích lớn nhất —» ta có thể 
biểu diễn công thức tính diện tích tam giác theo một ẩn số nào đó ? —» sử dụng 
phương pháp hàm số hoặc vận dụng các bất đắng thức Cauchy, bất đắng thức 
hình học để giải. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Do A và B đối xứng qua trục hoành. Ta gọi 




A 



V 



e (E) => B 




(a>0) 


Suy ra: AB =1 2 y 1= 74 —ứ 2 

* Gọi H là trung điểm AB thì H(a; 0) và OH _L AB 

_ , _ 1 ^ TT 1 I~ A T a 2 +4-a 2 

* Ta có S An4R = 4 OH.AB = 4 ơv 4 — a 2 < ---= 1 

AOAB 2 2 4 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = sỊế — a 2 a = 72 


Suy ra A 

u-f) 


í^fì 

hay A 

[<] 


Urf) 

V 2 J 


l 2 ) 


l 2 ) 


l 2 ) 



* Chú ý nêu không áp dụng bât đăng thức Cauchy. Ta có thê dùng phương pháp 
khảo sát hàm số để tìm giá trị lớn nhất của Saoab. 
ẩ02 
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Đặt f(a) - (S AOAB ) 2 = ỉ<2 2 (4-ữ 2 ) = —U 4 + < 2 2 . 
Tập xác định D = (0; + co) do a > 0. 


<2 = 0 


Khi đó f \à) — —a 3 


+ 2a. Xét f \a) - 0 <=> 


<2 = 42 
<2 = —yjĩ 


Do a > 0 nên ta nhận <2 = v2 . 

Khi đó dựa vào bảng biến thiên ta có max f(a) = 1 <=> <2 = ■ã 


Suy ra A 




hay A 



u-f) 


l 2 ) 


l 2 ) 


l 2 ) 


V 2 ) 


Vậy tọa độ diêm AvàB cân tìm là 



CÂU 71 (CHÍNH THỨC - ĐH B2011 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy , cho đường thẳng A: x-y - 4 = 0 và d: 2x-y - 2 = 0. Tìm tọa độ 
điểm N thuộc đường thẳng d sao cho đường thẳng ON cắt đường thẳng A 
tại điểm M thỏa mãn OM.ON = 8. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Đe xác định tọa độ điểm M và N 
trong đề bài ta có thể M e A, N e d 
—» 2 ẩn nên cần 2 phương trình —» pt 
(1) chính là OM.ON = 8, pt (2) 
chính là o, M, N thẳng hàng. Tuy 
nhiên cần chú ý việc giải một 
phưong trình bậc cao đòi hỏi ở 
người giải những kỹ năng đại số 
nhất định. Mời bạn đọc cùng xem 
lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi — 4)eA và N(n;2n — 2)Gd 

__ , _ ... m — 4 

* Ta có o, M, N thăng hàng <=> 


w y 

y 


/c 

1: X - y 

Aỉ2x - 

-4 = 0 

y- 2 = 

0 




M 




iíA* 




X 




5 



l 

N / 






n 


2n — 2 


M 


= 0 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


/77(2/7 - 2) = /7(/77 — 4) •+> /77/2 - 2/77 = -4/7 



* Do đó < 


ỡtV = 


OM = (/72;/72 —4) 

^ 2/77 2(/77 - 4 ) ^ 


^/77 + 4 /77 + 4 J 

* Mặt khác OM.ON = 8 <+> OM 2 .ON 2 — 64 




/77 2 +(/77 — 4) 


4/72 2 4(/72 — 4) 


+ 


(/77 + 4) 2 (/77 + 4) 2 

^ (2/T7 2 - 8/77 + 16) 2 = [4(777 + 4)] 2 


= 64 




<^> 


2 / 77 2 — 8/77 + 16 = 4(/77 + 4 ) 
2/77 2 — 8/77 + 16 = — 4(/72 + 4 ) 




2777 2 —12/77 = 0 
2/77 2 — 4/77 + 32 = 0 (V77) 


/77 = 0 hay /72 = 6 


tọa độ diêm thỏa yêu câu bài toán là: 



CÂU 72 (CHÍNH THỨC - ĐH B2011 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 

(1 ) ' 

phang tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh B 2-; l . Đường tròn nội tiếp 

V 2 


tam giác ABC tiêp xúc với các cạnh BC, CA, AB tương ứng tại các điêm D, E, 
F. Cho D(3; 1) và đường thẳng EF có phương trình y — 3 = 0. Tìm tọa độ 

đỉnh A, biết A có tung độ dương. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Việc phát hiện một tính chất hình 
học ẩn sau trong một bài toán là 
điều rất quan trọng vì nó góp 
phần cho ta “manh mối” đe tìm 
cho ra câu trả lời mà ta đang 
muốn tìm. Ở đây theo phản xạ tự 
nhiên chắc chắn chúng ta sẽ 
“lập phucmg trình đường BC. 
Nhưng trong quá trình lập đó ta 
phát hiện BC // EF => điều này 



ểm 
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dẫn đến AABC là tam giác cân 
tại A. 

Mọi chuyện gần như sáng sủa hơn rất hơn nhiều vì khi đó ta có thể —» viết 
phương trình AD _L EF và AD qua D. Đồng thời do tính chất của đường tròn nội 
tiếp tam giác nên BE = BD —» tìm tọa độ điểm E —» viết phương trình AB và 
kết hơp AB n AD —»tọa độ điểm A. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* BC qua B 




Í5 A 


có véctơ chỉ phương BD = - 7 -; 0 suy ra BC: y - 1 = 0 

u J 


Mà phương trình EF: y - 3 =0 do đó BC // EF nên AABC cân tại A. 
* Gọi £'(m;3)e EF. 


Ta có BD = BE <=> —— = 


25 ( n 


m — 


V 




í 


+ 4<^> 




m — 


V 




9 

= --<=> 

4 


m = 2 
m = — 1 


Vậy E ỉ (2; 3) hay E 2 (—1; 3) và do BC // y’Oy nên AD // x’Ox => X A — X D — 3 

, f 2 3 1 , 

* AB qua B có vtcp BE X — 2 =2-(3; 4 ). 

\1 ) 2 

Phương trình BE , : ——— — —— <^> 4x — 3 y +1 = 0 

1 3 4 

A e AB : X A = 3 => y A = (nhận vì thỏa yêu cầu bài toán) 


* AB qua B có vtcp BE 2 — 




_ 2 

J 


2 V 3 

Phương trình ỔE, : —— — — — <0 4x + 3 y — 5 — 0 

1 -3 4 

_7 

A e AB : X A = 3 => y A = —- (nhận vì thỏa yêu cầu bài toán) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là: 


A 

f_ 13^ 


l 3 J 


► Hướng dẫn giải cách 2: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

J\ \ ( 5 \ 

* BC qua B 7 -; 1 có véctơ chỉ phương BD = - 7 -; 0 suy ra BC: y - 1 

\2 ) \2 ) 

Mà phương trình EF: y - 3 =0 do đó BC // EF nên AABC cân tại A 

=> AD ± BC 


= 0 
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Nên AD : x + m = 0. AD qua D(3; l)=>m = -3. Vậy AD: X — 3 = 0 


* 


F có tọa độ dạng F(t; 3). Ta có: BD 2 = BF 2 <=> — = 

4 


25 f n 


. , 

V 


+ 4o 


í = 2 

/ = -l 


* Với t = -1 => F(— 1; 3); suy ra đường BF có phương trình .Ổ7 7 : 4x + 3y - 5 = 0 
Khi đó A — BF n AD => Tọa độ A là nghiệm của hệ: 

X - 3 = 0 


4x + 3y - 5 = 0 


<=> < 


y = 


X — 3 
-7 


(ktm) 


Do A có tung độ dương. 


* 


Với t = 2 => F{ 2; 3) ; suy ra đường BF có phương trình BF: 4x — 3 y +1 = 0 
Khi đó A — BF n AD => Tọa độ A là nghiệm của hệ: 

X = 3 


x-3 = 0 
4x — 3y + 1 = 0 


<=> < 


13 . , 

y = Ỹ ( tm ) 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là: 


A 

( 13^1 
3; 


l ' 3 J 


CÂU 73 (CHÍNH THỨC - ĐH D2011 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có đỉnh B(-4; 1), trọng tâm G(l; 1) và đường 
thăng chứa phân giác trong của góc A có phương trình x-y -1 = 0. tìm tọa 
độ các đỉnh A và c. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

Giữa hai tọa độ cần tìm là 
A và c thì tọa độ điểm A 
có nhiều lợi thế hơn cả do 
A thuộc phân giác trong kẻ 
từ A. Và nếu tìm được tọa 
độ điểm A ta gần như chắc 
chắn tìm được tọa độ điểm 
c (thông qua công thức 
trọng tâm G). 

Vấn đề đặt ra là tìm tọa độ điểm A như thế nào ?^Aed:x-y-l=0—» viết 
thêm một phương trình đường thẳng nữa —> Ở đây ta chọn AC do AC có trung 
điểm N thỏa 3BG = 2BN và đồng thời nhờ tính chất “phân giác” nên ta tìm 
thêm được điếm mới M (Bạn đọc có thế xem lại dạng toán này ở phần chủ đề 
2.1, 2.2 chương 2). 

ẩQỖ 


A(?; ?) 
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► Hướng dẫn giải: 

* Gọi H là hình chiếu vuông góc của B lên d: X - y - 1 = 0 và M là điểm đối xứng 
của B qua phân giác d. (M G AC). Ta có BM _Ld:x-y-l=0 

=> BM : X + y + m = 0. BM qua B(-4; 1) => m = 3. 

Vậy BM :x+y+3=0 

* Ta có H = BM nd=> tọa độ H là nghiệm của hệ 

X— y — 1 = 0 fx = -l 
X + y + 3 = 0 [y--2 

Mặt khác H là trung điểm BM nên ta có M( 2; —5) 

* Gọi N là trung điểm AC nên ta có : 

r r _ 

— 5 = 2{x n -1) x n =t 1/7 

BG = 2GNoị: : 2 => 

0 = 2(y N -\) {2 ) 

XN 1 

_. f 3 'N 3 

* AC qua M (2 ;-5) có vtcp MN = - 7 -; 6 = 7 - (l; 4 ) có dạng là 

u J 2 

, X — 2 V + 5 „ 

AC : — 7 — = —-— 4x - y -13 = 0 


Lại có A — AC n d => tọa độ A là nghiệm của hệ 

4x-y-13 = 0 íx = 4 — —n 

\ _ „ «• f, ’=>^(4;3) 

X - y -1 = 0 [v = 3 ^— — 

Ta có N là trung điểm AC => C(3; —1) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là : 4(4; 3), C(3; —1) 


CÂU 74 (CHÍNH THỨC - ĐH D2011 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho tọa độ điểm A(l; 0) và đường tròn (C): 

X 2 + y 2 — 2x + 4y — 5 = 0 . Viết phương trình đường thẳng A cắt (C) tại điểm 
M và N sao cho tam giác AMN vuông cân tại A. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

__ Do AAMN vuông cân tại A nên 
ta có AI _L MN => dạng phương 
trình của đường MN // Ox. Đen 
đây ta có 2 hướng tiếp cận: 
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+ Hướng thứ 1: Đó là vận 
dụng bài toán cắt giữa đường 
thăng và đường tròn tạo thảnh 
dây cung với cách thiết lập 


(d[I;MN]) 2 + 


MN 


= MA = R 



+ Hướng thứ 2: Đó là thay 
phương trình đường thăng 
y = f(x) vào phương trình 
đường tròn (C) và biện luận m 
theo yêu cầu bài toán. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; -2) và bán kính R = Vũ) . Vì A và I đều đồng thời 

cách đều M và N nên MN _L AI và AI = (0; —2) nên phương trình MN có 
dạng y = t (t e R) 

* Ta có MN = 2 d[A;MN] = 2 I b I và d[I;MN] =\b + 2 


* 


MN 


= MẢ 2 = R 2 <=> b 2 +2b-3 = 0 


Mặt khác ị^d[I;MNìỹ + 

Suy ra b = 1 hay b = -3. 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là y = 1 hay y = — 3 


► Hướng dẫn giải cách 2: (Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; -2) và bán kính R — Vĩõ. 

* Ta có IM = ỈN và AM = AN => AI _L MN => Acỏ dạng y = m. 

* Hoành độ M, N là nghiệm của phương trình: 

X 2 — 2x + m 2 + 4m — 5 = 0 (1) 

(1) có hai nghiệm phân biệt Xj , x 2 khi và chỉ khi: 771 2 + 4/71 — 6 < 0 (*). 
Khi đó giả sử M(x ỉ ;m ) và N(x 2 ;m) 


* Ta có AM -L ẢN o ẢM.ẢN = 0 

2 


<^> (jCj — l)(x 2 - 1) + 771 = 0 <^> XjX 2 — (Xj + x 2 ) + 771 +1 = 0 (2) 

—b 


Theo hệ thức Vi-et của phương trình (1) ta có 


Xj + x 2 = — = 2 
a 


Xj ,x 2 = — = 771 2 + 4/77 - 5 
a 


ễQB 
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9 _ m = \ 

Do đó (2) <^> 2 m + 4m — 6 = 0 <^> thỏa mãn (*). 

m = — 3 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là y = 1 hay y = — 3 

■ Lời bình: Thoạt nhìn ta cứ tưởng cách giải 1 là ngắn nhưng có thể đã để hở một 
số điều kiện đó chính là A, M, N không được thẳng hàng. Ở cách giải 2 của Bộ 
chặt chẽ về mặt điều kiện và dễ dàng tiếp cận hơn với cách giải thiên về hình 
học của của cách giải 1 . 

CÂU 75 (CHÍNH THỨC - CĐ 2011 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phàng tọa 
độ Oxy, cho đường thẳng d: X + y + 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng đi 
qua điểm A(2; -4) và tạo với đường thẳng d một góc bằng 45°. 

► Hướng dẫn giải: 

* Phương trình đường thẳng A qua A(2; -4) có vécto pháp tuyến 

n = ( a;b ) (a 2 +b 2 > 0 ) là: 

a(x — 2) + b(y + 4) = 0 

* Đường thẳng d có velcto pháp tuyến là u = (1; 1) 

Do đó cos (d ; A) = I cos (n; u) I = JT-L— 

I n I. I u 

Theo đề bài ta có cos(í/; A) = cos45° = —4^=== = <=> ab = 0 

42 4a 2 +b 2 

* Với a = 0, do a 2 +b 2 >0 nên ta chọn b = 1. Khi đó Aj : y + 4 — O 

* Với b = 0, do a 2 +b 2 >0 nên ta chọn a = 1. Khi đó A 2 : X — 2 = 0 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: Àj : y + 4 = 0 hay A 2 : X — 2 = 0 

CÂU 76 (CHÍNH THỨC - CĐ 2011 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt phàng tọa 
độ Oxy, cho tam giác ABC có phương trình các cạnh là AB: X + 3y - 7 = 0, 
BC: 4x + 5y - 7 = 0, CA: 3x + 2y - 7 = 0. Viết phương trình đường cao kẻ từ 
đỉnh A của tam giác ABC. 

► Hướng dẫn giải: 

* A = AB n AC 


a — 0 
b = 0 
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Tọa độ A là nghiệm của hệ 
X + 3y — 7 = 0 

3x + 2y - 7 = 0 

[ X = 1 

T = 2 


41 ; 2 ) 


* Gọi d là đường cao kẻ từ A, 
ta có d _L BC 
=> d: 5x - 4y + m = 0 
Mặt khác d qua A(l; 2) => m = 3. 



Vậy phương trình đường thăng cân tìm là d : 5x — 4y + 3 = 0 


CÂU 77 (CHÍNH THỨC - ĐH 
A2012 - PHÀN Cơ BẢN). 
Trong mặt phang tọa độ Oxy , 
cho hình vuông ABCD. Gọi M 
là trung đỉêm của cạnh BC, N là 
điểm trên cạnh CD sao cho 
CN = 2 ND. Giả sử tọa độ điểm 
f \ \ \ \ 

-2-; 2- và đường thẳng AN 
V 2 2) 


M 


có phương trình 2x - y - 3 = 0. 
Tìm toa độ điêm A. 



© Nhận xét và ý tưởng: 

Một lợi thế cực lớn của bài này đó chính là A e AN —> ta có thể tham số tọa độ 
A theo đường AN. Tuy nhiên việc tìm được phương trình còn lại liên hệ với 
tham số của A thì không dễ chút nào. Thử liệt kê lại các dữ kiện đã cho trong 
bài ta có: phương trình AN ? trung điểm M và N e CD sao cho CN = 2ND. 

Từ đây ta có thể đề nghị các hướng giải sau: 

+ Hướng thứ 1 : (xét điểm A trong sự tương giao giữa AM và AN) nghĩa là 
ta cần tìm véctơ pháp tuyến của AM —» gợi lên nhu cầu tính góc AMN = ? 
Do xét thấy AAMN không là tam giác đặc biệt nên ta sẽ phải vận dụng định lý 
hàm số cosin —» do vậy ta bắt buộc đặt 1 cạnh của hình vuông là số đo chưa biết 
(ví dụ AB = a > 0) và tìm cách tính các cạnh AM, MN, NA theo a ? 

+ Hướng thứ 2: (liên hệ tọa độ A và M) —> nghĩa là ta cần tính độ dài AM =? 
—» Ở đây ta có thể đặt cạnh AB = a > 0 và liên hệ giữa “điểm và đường” tạo nên 


ễ00 
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khoảng cách, gọi H là hình chiếu của M lên AN —> biểu diễn cạnh a theo độ dài 
MH đó. 

+ Hướng thứ 3: (sử dụng kỹ thuật kẻ đường phụ - theo đáp án của Bộ 
GD&ĐT). Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Đặt AB = a > 0 


a , 2 a 

ND = ^-,NC = ^r 
3 3 


MB = MC = ^ (vì ABCD là hình vuông) 


* Áp dụng định lý Pytago ta có: < 


a 5 a 


AM - AB + BM =a + — = 


AN 2 = AD 2 + DN 2 = a 2 +^— = 

9 9 


4 4 

2 10 a 2 


, „ r 2 A r^2 , ^,.2 4 ữ 2 a 2 40 a 2 

MN = NC + CM = —— + — = —— 

9 4 


* Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 

AM 2 + AN 2 -MN 2 \fĩ 
cos ZMAN = - - -= — 

2 AM.AN 2 

Mặt khác, gọi n x — (a { ; bị ) (a 2 + b{ > 0) là vtpt của AM và ta có vtpt AN là 
n 2 — (2;—1) nên: 

cos ZMAN =1 cos(n x ,n 2 ) \<=> -==3=: ^= = = -Ặ 

^a 2 +b 2 V2 2 +1 2 2 

<=> 3 a 2 — 8 a x b x — 3 bị 2 = 0 (*) 

* Với bi = 0 thì (*) => ai = 0 (không thỏa a 2 +b 2 >0). 

a = -l 


Với bị ^ 0, ta chọn b x = 3 thì (*) <=> 


a-9 


* THI: với n l =(— 1;3) ta có phương trình AM qua M 


í 11. Tì 


V 


2 ’ 2 


là 




X — 3y — 4 = 0 
Lại có A = AM n AN 

Tọa độ A là nghiệm của hệ Ằ 


X — 3y — 4 = 0 
2x-y-3 = 0 




x = ì 

y = -1 


41;-1) 
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* TH2: với n x — (3; 1) ta có phương trình AM qua M 
3x + y —17 = 0 

Lại có A = AM n AN => Tọa độ A là nghiệm của hệ 


V 2 ’ 2 J 


là 


3x + >’ -17 = 0 
2x - y - 3 = 0 


<=> 


X — 4 

ly = 5 


Ẩ(4; 5) 


độ điêm 4 thỏa yêu câu bài toán là A( 1;—1) hay A( 4; 5) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

A 


B 


* Đặt AB = a > 0 
vuông) 



* Áp dụng định lý Pytago ta có: 


2 


2 c „2 

9 9 9 9 ứ jtì( 

AM 2 = AB 2 + BM 2 = a 2 + — = — 

4 4 

2 i A 2 

> A7 -2 ^7^2 2 Q íOữ 

AN - AD + zw = a + — = —— 

9 9 

, „ r 2 _ A r^2 , ,2 4ữ 2 <2 2 25a 2 

MA = AC + CM = 


9 4 36 


* Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 

AM 2 +MN 2 -AN 2 yỊị 


cos ZAMN = 

2 AM.MN 

sin ZAMN = Vl - cos 2 ÃÃĨm = 


5 

2 


* Ta có = ỉ M[M; MAH .MA" = ỉ AM.MN. sin ZAMN 

^ 2 . 2 


ễ02 
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<^> 


n 4- 3 ia7ĩõ 


VJ 


5ữ 2 

3 6 75 


2 45 


Suy ra AM = - 7 - ( 1 ). 


( 11 


Mặt khác A e AN: 2x-y-3 = 0=> A(t; 2t - 3) và MA — t — ; 2t — — 

V 2 2 J 




* Do đó 


( 1 )*> 


r in 

t-~y 

\ 2) 


+ 


7 Ì 

l 2j 


45 , 

= -2-<^>í 2 -5í + 4 = 0<^> 
2 


Í = 1=>4(1;-1) 
7 = 4=^4(4;5) 


9 A 

tọa độ diêm A thỏa yêu câu bài toán là 4(1; —1) hay 4(4; 5 ) 


B 


* 


Bộ GD&ĐT - kỹ thuật kẻ đường phụ) 

Gọi H là giao điểm của AN và BD. Kẻ 

đưởng thẳng qua H và song song với AB, 
cắt AD và BC lần lượt tại p và Q. Đặt 
HP = X => PD = X, AP = 3x, HQ = 3x. 

* Ta có CQ = X => MQ — X . Do đó 
A AHP = A HMQ suy ra AH _L HM . 
Mặt khác AH = HM 



Suy ra AAHM vuông cân tại H => AM — y nviri — V zaụvi ; A1M J = 

( 11 - 


2 


* A(t; 2t - 3) và MA = 


1-- 

V 2 2y 


* Do đó 


( 1)0 


t-~y 

\ 2) 


í 


+ 


- 2) 
2 1--~ 

V 2 ) 


45 2 „ 

— t — 5t + 4 

2 


= 0^ 


í = 1 => 4(1;-1) 
í = 4 => 4(4; 5) 


9 

độ điêm 4 thỏa yêu câu bài toán là 4(1;—1) hay 4(4; 5) 


CÂU 78 (CHÍNH THỨC - ĐH A2012 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy , cho đương tròn (C): X 2 + V 2 =8. Viết phương trình chính 

tắc của elip (E), biết rằng (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và (E) cắt (C) tại bốn 
điếm tạo thành bốn đỉnh của một hình vuông. 
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► Hướng dẫn giải: 



* Theo đề bài ta có độ dài trục lớn bằng 8=>2a = 8 =>a = 4 

* Do (E) và (C) cùng nhận Ox và Oy làm trục đối xứng và các giao điếm là các 
đỉnh của hình vuông nên (E) và (C) có một giao điểm dạng A(t; t) (t > 0). 

* Ag(C)^í 2 +í 2 =8o/ 2 =4oí = 2^42;2) 


4 4 16 

* Mặt khác A e (E) => — + — = \<y>b 2 — - 7 - 

16 ố 2 3 


_ 

Vậy phương trình chính tăc của elip (E) là 



2 2 

X y 

—+ T-7 

16 16 

3 



CÂU 79 (CHÍNH THỨC - ĐH B2012 - PHẦN cơ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy, cho các đường tròn (Cj) :x 2 +y 2 =4, (C 2 ): X 2 +y 2 - 12x + 18 = 0 

và đường thẳng d: X — y — 4 — 0. Viết phương trình đường tròn có tâm thuộc 

(C 2 ), tiếp xúc với d và cắt (Ci) tại hai điểm phân biệt A và B sao cho AB 
vuông góc với d. 

© Nhận xét và ý tưởng: 


ếm 
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_ Muốn viết phương trình đường tròn ta cần xác định tâm I —» tâm 10 e —» trước 
đó ta lập phương trình 10 đi qua o và vuông góc AB (tính chất đường nối tâm) 
hay song song với d) 

_ Ket hợp với dữ kiện I e (C 2 ) —» giải tìm tọa độ tâm I 

Đến đây ta chỉ cần xác định bán kính R dựa vào điều kiện tiếp xúc giữa d và (Ci). 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm. Đường tròn (Ci) có tâm 0(0; 0). 



* 


Vì 


OI JL AB 
AB _L d 
qua o => m = 0 


OI / !d => phương trình OI: x-y + m = 0(m^^4). Mà OI 


Vậy phương trình đường OI là OI : X — y = 0 


* Mặt khác I e OI => I(t; t) và đồng thời I e (C 2 ) 

t 2 +t 2 -\2t + 18 = 0 <^> t = 3 => 17(3^3) 


13-3-41 

* Do (C) tiếp xúc với d nên ta có d[I; d] = R -- 7 = = R <=> 

V2 


R = 24ĩ 


A ^ 2 2 

Vậy phương trình đường tròn cân tìm là: (C): (x — 3 ) + (y — 3 ) =8 


CÂU 80 (CHÍNH THỨC - ĐH B2012 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy , cho hình thoi ABCD có AC = 2BD và đường tròn tiếp xúc 

với các cạnh của hình thoi có phương trình X 2 + y 2 =4. Viết phương trình 
chính tắc của elip (E) đi qua các đỉnh A, B, c, D của hình thoi biết A thuộc Ox. 

► Hướng dẫn giải: 
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* Hình thoi ABCD có AC = 2BD và A, B, c, D thuộc (E) suy ra OA = 20B 

í 


. Gọi H 


* Không mất tính tổng quát, ta có thể xem A(a ; 0) và A(a; 0), B 0; — 

V 2y 

là hình chiếu vuông góc của o trên AB. Suy ra OH là bán kính đường tròn (C) 

1 


* Ta có 


OH 2 OA 2 OB 2 
Do đó b 2 = 5 


1.11 14 2 

H-—r <=> — = —rH => a =20 


A 2 2 

4 a a 


_ 

Kậy phương trình chính tăc của elip (E) là 



CÂU 81 (CHÍNH THỨC - ĐH D2012 - PHẦN cơ BẢN). mặt phẳng 

tọa độ Oxy , cho hình chữ nhật ABCD. Các đường thẳng AC và AD lần lượt 
có phương trình là X + 3y = 0 và X - y + 4 = 0, đường thẳng BD đi qua 

í-\ A 

điếm M —-; 1 . Tìm tọa độ các đỉnh của hình chữ nhật ABCD. 

) 


© Nhận xét và ý tưởng: 

__ Đầu tiên, không quá khó để ta tìm 
tọa độ điểm A vì A = AC n AD 
—> câu hỏi lúc này ta nên tọa độ 
các điểm cần tìm rồi lập số 
phương trình tương ứng hay tìm 
thêm các phương trình đường 
thẳng mới, điểm mới ? —> Điều 

ếm 


AC: X + 3y = 0 
AD: X - y + 4 = 0 


B 
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này dẫn đến các hướng giải quyết 
bài toán như sau: 

+ Hướng thứ 1: AB qua A và AB _L AD —> viết phương trình AB —» tham 
số hóa các điểm B e AB, D e AD —» biểu diễn tọa độ tâm I của hình chữ nhật 
theo tọa độ B và D —> I e AC (pt (1)). Mặt khác B, M, D thẳng hàng (pt (2)) 

—> 2 phương trình 2 ẩn giải tìm B và D và suy ra c. 

+ Hướng thứ 2: Gọi d là đường thẳng qua M và song song với AD, cắt AC 
tại N —» Ta tìm được tọa độ điểm N. Khi đó đường trung trực của MN đi qua 
tâm I của hình chữ nhật và trung điểm của AD —> viết phương trình đường 
trung trực của MN —»tọa độ I và K —> tọa độ B và c. 

+ Hướng thứ 3: Ta có góc |cos(BD;AD)| = |cos(AC;AD)| —» viết phương 
trình đường thắng BD qua M và khuyết “cây gậy” vecto pháp tuyến 

—> BD n AD = D, BD n AC = I —» tọa độ B và c. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có A = AC n AD => Tọa độ A là nghiệm của hệ 

X + 3 y = 0 fjc = —3 — ——I 

< J ^ <=> ị => A(-3;ì) 

x—y+4—O [y = l — — 

* AB _L AD: x-y + 4 = 0=> AB: X + y + m = 0, AB qua A(-3; 1) => m = 2. 

Vậy AB : X + y + 2 = 0 . 

Be AB [B{b\-2-b) „ .. 

* Tacó<_ _=><_' ^ . Gọi I là tâm hình chữ nhật 

DeAD [D(d;d + 4) 

(b + d 2 — b + d^ị 

=> I ——;——— 

2 2 J 

* Mặt khác I G AC: X + 3y = 0 

=> + 3 = 0 -2b + 4d + 6 = 0 o-b + 2d =-3 (1) 

2 2 

* Lại có B, M, D thẳng hàng nên ta có MB, DM cùng phương với 

MS = (£ + ỉ;-3-Z>) 

< 

MD = (d + ị;d + 3) 


Nên ta có 



-3-b 

= 0 <^> 

d + 3 



(í/ + 3) + (3 + ồ) 



0 ( 2 ) 


402 


537 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

Giải hệ phương trình gồm (1) và (2) ta được b = \,d = —ì suy ra 

5(1;-3), D(-l;3) vàl(0;0) 

Suy ra tọa độ điểm C(3;—1) (vì I là trung điểm AC) 

Vậy tọa độ các điểm của hình chữ nhật ABCD là 
• •/ • • • 


A(-3; 1), 5(1; - 3), C(3; -1), Đ(-l; 3) 


► Hướng dẫn giải cách 2: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Ta có A = AC n AD A 

Tọa độ A là nghiệm của hệ 


B 


X + 3y - 0 
x — y + 4 = 0 




X = -3 

y = 1 


Air 3;1) 


* Gọi N là điểm thuộc AC sao 
cho MN // AD 


MN: X — T T _ — 0 . 

3 


Nv > 


K 

s' l 

rv 


D 


Vì N G AC, nên tọa độ của N thỏa mãn hệ 

J • • • 


+ 

II 

o 

X - -1 


( c 

<1 4 <=> 

1 => 

N 


* 

1 

+ 

• 1. 
II 

o 

y = ^ 


l '5) 

l 3 

l 3 




* Đường trung trực d của MN qua trung điểm của MN và vuông góc với AD nên 
d: X + y = 0 

* Gọi I, K lần lượt giao điểm của d với AC và AD. 


Suy ra tọa độ I thỏa mãn hệ < 


X + 3y = 0 


<=> 


Và tọa độ K thỏa mãn hệ 


x + y = 0 
X -y+4-0 


ì 1 x + y = 0 




X = 0 
T = 0 

X- -2 
\y = 2 


/( 0 ; 0 ) 


K(-2;2) 


* Do I là trung điểm AC => C(3; -1), K là trung điểm AD => D(-l; 3) 

Mặt khác I là trung điểm BD => B(l; -3) 

Vậy tọa độ các đỉêm của hình chữ nhật ABCD là 
• •/ • • • 


A(-3; 1), 5(1; - 3), c (3; -1), D(-ì; 3) 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Ta có A = AC n AD => Tọa độ A là nghiệm của hệ 


ễ0S 
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X + 3 y = 0 fx = -3 — ——I 

\ , => A(-3; 1) 

tx-y + 4 = 0 \y = ì L * V | 

* Gọi n { — (a; b), n 2 — (1; 3), n 3 = (1; —1) lần lượt là vécto pháp tuyến của đường 
BD, AC, AD. 

Ta có: ZCAD = ZADB <=>\ cos ZCAD I = I cos ZADB 
<^>\ cos(AC; AD) I = I cos (AĐ, BD ) I 

— — -. 1-3 1 a-b\ 

Suy ra I cos (n 2 ; « 3 ) I=I cos («3 ,«!>!<=> , ,' = -===A- 

V1 + 9V1 + 1 4a z +b 2 4ŨÃ 

O3a 2 -l0ab + 3b 2 =0(*) 

* Với b = 0 thì (*) => a = 0 (không thỏa mãn vì a 2 +b 2 > 0) 

a = 9=> BD: 3x + V = 0 

* Với b ^ 0 thì (*), ta chọn b = 3 nên (*)<=> 8 

a = 1 => BD : X + 3 y — -7 = 0 

3 



a — b 


A 

2 

a 

+ b 2 4 

1 + 1 


(loại trường BD: X + 3y - ^ = 0 do song song với AC) 


* Gọi I là tâm hình chữ nhật ta có I = AC n BD 

X + 3 y - 0 íx = 0 1 ——— 

=> I thỏa hês <=>s =>/Í0;0 


X + 3 y - 0 X = 0 — — -7-1 

=>Ithỏahệ^ 

3x + y = 0 [y = 0 v " 

_ __ __ x + 3y = 0 

Lại có D = BD n AD => D thỏa hệ <=> 

|x-y+ 4 = 0 

Do I là trung điểm AC và BD => B(l; -3) và C(3; -1) 

Vậy tọa độ các điêm của hình chữ nhật ABCD là 
• •/ • • • 

Ă(-3; 1), B(ỉ; - 3), C(3; -1), D(—ì; 3) 


X = -1 


D(l:-3 


CÂU 82 (CHÍNH THỨC - ĐH D2012 - PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: 2x - y + 3 = 0. Viết phương trình 
đường tròn có tâm thuộc dcắt trục Ox tại A và B, cắt trục Oy tại CvàD sao 
cho AB = CD = 2. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Ta đã có tâm I e d —» tham số tâm I 
theo đường d. Do độ dài AB = CD = 2 
nên I cách đều 2 trục tọa độ Ox, Oy 
=> khoảng cách từ I đến 2 trục tọa độ 
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là bằng nhau —> thiết lập phương trình 
tìm I. 

_ Đe xác định bán kính của đường tròn 
ta xét khoảng cách I đến Ox (hoặc 
Oy) và dùng dấu hiệu “cắt” (pytago) 
đe tính bán kính R. (Bạn đọc có thế 
xem hướng dẫn chi tiết ở chương 2, 
chủ đề 2.3) 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi I là tâm đường tròn cần lập. 

Do ỉ ed:2x — y + 3 = 0=> I(t; 21 + 3) {t G R ) 

* Ta có AB = CD => I cách đều hai trục tọa độ 

t — — 3 => /(— 



dự; Ox\ = dự; Oy ] <=>| 2t + 3 I = 1 1 


t — — 1 => /( 


3;-3) 
- 1 ; 1 ) 


Afí 2 , 

* Với /(-3;-3) . Ta có R 2 =^- + (d[ỉ;Ox]Ỵ =10. 


Nên (C 1 ):(x + 3) 2 +(y + 3) 2 =10 


* Với /(—1;1) . Ta có R 2 2 =^T- + (dự;Ox]) 2 = 2 . 

Nên (C 2 ):(x + lý+(y-ìý =2 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là : 

(Cj): (x + 3) 2 + (y + 3) 2 = 10 hay (C 2 ):(x + l) 2 +(y-l) 2 =2 


CÂU 83 (CHÍNH THỨC - CĐ 2012 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phàng tọa 

độ Oxy , cho đường tròn (C): X 2 + y 2 — 2x — 4y + 1 = 0 và đường thẳng 

d: 4x - 3y + m = 0. Tìm m để d cắt (C) tại hai điểm A, B sao cho góc AIB 
bằng 120°, với I là tâm của (C). 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Bài toán yêu cầu định m nhưng thực chất 
lại yêu cầu ta viết phương trình đường 
thẳng. Ở đây 1 vấn đề đặt ra là “điều kiện 
để đường thắng cắt đường tròn ?” trước khi 
ta xét đến góc AIB = 120° —> Ở đây 
khoảng cách từ tâm I đến đường d đóng 
vai trò quyết định đến việc giải bài toán. 

ẵO0 
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_ Cụ thê, nêu ta gọi H là trung điêm AB, 
theo định lý đường kính và dây cung ta có 
IH _L AB 

=> IH chính là khoảng cách từ I đến đường thẳng d —» việc tính độ dài IH không 
quá khó (xin dành cho bạn đọc). 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 2) và bán kính R = 2 

* Gọi H là hình chiếu vuông góc của I lên d => H là trung điểm AB. 

* Ta có góc AIB = 120° => góc AIH = 60° => cos60° =ĨÍ-=>IH = \ 

R 

14 — 6 + /77 I 

* Mặt khác IH — d\ỉ\ d] <=> 1 =- - -<=>| m — 2 1= 5 <=> 

5 


m — 7 
m = — 3 


Vậy m thỏa yêu cầu bài toán là m = 7 hay m = —3 


CÂU 84 (CHÍNH THỨC - CĐ 
2012 - PHẦN NÂNG CAO). 

Trong mặt phang tọa độ Oxy , 
cho tam giác ABC, các đường 
thẳng BC, BB \ B 'C' lần lượt 
có phương trình là y - 2 = 0, X 
- y + 2 = 0, X - 3y + 2 = 0 với 
B\ C’ tương ứng là chân các 
đường cao kẻ từ B, c của tam 
giác ABC. Viết phương trình 
các đường thăng AB, AC. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

Trước khi ta lập phương trình AB và AC thì ta cần đặt câu hỏi “ có thế tìm thêm 
điểm mới ? phương trình đường thẳng mới nào không ? ” 

-> B = BC n BB\ B’ = BB’ n B’C\ 

_ Đen đây dễ dàng viết phương trình AC thỏa: AC _L BB’ và AC qua B’ 

—» C = AC n BC. 

Đe viết phương trình AB ta có thể tìm thêm tọa độ một điểm nữa ? —» điểm A 
hoặc điểm C’. 

Ở đây ta thấy việc tìm điểm C’ dễ dàng hơn vì C’ e B’C’ và CC’ X BC\ 

Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải: 
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.. . ' y-2 = 0 fx = 0 

* Tọa độ B là nghiệm của hệ \ <=> < 


B 0:2 


|x-y + 2 = 0 [7 = 2 

_ ..X - 3 y + 2 = 0 f X = -2 

* Tọa độ B’ là nghiệm của hệ í _ ^ <=> < 

• • XA I XA 


* Tọa độ B’là nghiệm của hệ í _ <=>< => B'(— 2;0 

x-y+ 2=0 [7 = 0 I— 

* Đương thẳng AC qua B’ và vuông góc BB’ nên AC có phương trình 

ẮC IX y 2 — 0 

, . . X + y + 2 = 0 X = -4 1—7———I 

* Tọa độ c là nghiệm của hệ < ' <=> < => c(— 4; 2 ) 


J-2 = 0 


v = 2 


c e B’C’ ^C(3c-2;c)và 


CC' = (3c + 2;c-2) 
BC' = (3c-2;c-2) 


Mặt khác cc ’ _L 5C ' <z> cc ’.5C ' = 0 <z> (3c + 2)(3c - 2) + (c - 2 ) 2 = 0 

c = 0 

<=> 10 c 2 -4c = 0 <=> 2 

c — _ 

L 5 

_. (-A 2 \ - 

Do đó C' -21 Aạy C’(-2;0) 

V 5 

/-4 27 .. _ — - -1 

* Với c I , ta có phương trình AB qua B và A’ nên ẢB:2x-y + 2 = 0 

V 5 5 J 

* Với C'(—2; 0 ) , ta có phương trình AB qua B và A’ nên AB :x — y + 2 = 0 

phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 

AC :x + y + 2 = 0 f.TC:x+y + 2 = 0 

\ _ hay s 7 

[yTỔ: 2x — y + 2 = 0 yAB\x — y + 2 = 0 

■ Lời bình: Đây là một câu hỏi Oxy tương đối khó có tính phân loại tốt với một 
đề thi Cao Đẳng, so với các đề thi trước đó thì nhìn chung đây được xem là đề 
thi Cao Đẳng hay. 


CÂU 85 (CHÍNH THỨC - ĐH A2013 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điêm c thuộc đường thăng d: 2x + y 
+ 5 = 0 và Aị-4; 8). Gọi M là điểm đối xứng của B qua c, N là hình chiếu 
vuông góc của B trên đường thắng MD. Tìm tọa độ các điếm B và c, biết 
rằng tọa độ điểm N(5; -4). 


© Nhận xét và ý tưởng: 


ễ§2 
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A(-4;8) 


B 



Bài toán này có rất nhiều hướng để tiếp cận. Một trong những hướng khả thi có 
thể kể đến: 


+ Hướng thứ 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT): tham số hóa c G dvà gọi I 
là tâm hình chữ nhật ABCD —» biểu diễn tọa độ I theo tọa độ c. Lại có IA = IN 
(do ABDN _L N có BD là cạnh huyền) —> giải phương trình tìm được tọa độ c 
—> viết phương trình AC. Mặt khác BN _L AC (do ACMD là hình bình hành) 

—> viết phương trình BN. Dễ dàng chứng minh được H = BN n AC chính là 
trung điểm BN —» việc tìm tọa độ B thông qua tìm tọa độ H. 

+ Hướng thứ 2: (phát hiện AN _L NC —> tìm cách chứng minh) 

—> do ACMD là hình bình hành => AC // DM (AC n BN = H , c là trung điểm 
BM) H là trung điểm BN => ACAN _L N (do ACAN = AABC) ta viết 
phương trình NC —» NC nd = C-> tọa độ c —»■ việc tìm tọa độ B ta có thể làm 
khác đi một chút bằng cách xét B trong sự tương giao của BN và đường tròn 
tâm I bán kính IA. 


► Hướng dẫn giải cách 1: (Theo đáp án Bộ GD&ĐT) 

* Do c 6 d =>c(í; —2 1 — 5) . Gọi I là tâm hình chữ nhật ABCD 

=> I là trung điểm AC 


Vậy I 


(t-4 _-2t + 3^ị 

~ 7 •> 7 " 


V 


J 


2 2 

* ABDN _L N nên IN = IB, lại co IB = IA => IN = IA. Do đó ta có phương trình: 
t -4 


í 


5- 


^ f -2í + 3^ 


V 


+ 


J 


-4- 


V 


J 


( . t-4 
-4--—— 

{ 2 ) 


^ f -2t + 3^ 


+ 


8 - 


V 


<^>t = l^> 


J 


C(l;-7) 
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* Do M đối xứng với B qua c nên CM = CB mà CB = AD và CM // AD nên 
ACMD là hình bình hành suy ra AC // DM. Theo giả thiết BN _L DM 

=> BN _L AC và CB = CN, vậy B là điểm đối xứng của N qua AC. 

* Đuờng thẳng AC qua 2 điểm A và c có phuơng trình: AC :3x + y+ 4 = 0 

* Đuờng thẳng BN qua N và vuông góc với AC nên có phuơng trình: 

BN:x-3y-\7 = 0. 

Do đó B(3b + \7\b). Trung điểm BN thuộc AC nên: 


2 


(3b + \7 + 5'\ 




2 


+ 




b — 4 
2 


+ 4 = 0<^>b = -7 


B{- 4;-7) 


Vậy tọa độ điểm B và c cần tìm là: B(— 4; -7), C( 1; —7) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Gọi H, I lần lượt giao điểm giữa BN và DM, AC và BD. 

Tứ giác ACMD là hình bình hành do ( CM = AD và CM // AD) => AC // DM 

Mặt khác c là trung điểm BM => H là trung điểm BN 

Lại có BN _L DM => BN _L AC. Do đó AANC _L N => AN ± NC 


* CN qua N(5; -4) nhận AN = (9;—12) = 3(3; —4) làm vecto pháp tuyến có dạng là: 

3(x-5)-4(y + 4) = 0oNC:3x-4y-31 = 0 
Mặt khác, c = NC nd^> Tọa độ c là nghiệm của hệ 


3x - y + 44 = 0 


<=><^ 


* 


2x + y + 5 — 0 

r-3.n 


x = ì 
y = -l 


C(l;-7) 


Suy ra tâm I 


V 


2 ’ 2 J 


và ỈA 2 


125 


Đường tròn (C) có tâm I bán kính IA là: 


(C): 


í 


3\ 


X H- 


V 


í 


+ 


) 


y 


\ 


1 

2 J 


\ 2 


125 


* Ta có BN _L AC nên BN qua N(5;-4) nhận AC = (5;—15) = 5(1;—3) làm vtpt 
có dạng là: l(x — 5) — 3(y + 4) = 0 <4> BN \ x — 3y — \7 = 0 
Ta có B là giao điểm của đường BN và đường tròn (C) thỏa hệ : 

2 125 


r , 3^1 

l 

( 0 

125 


(. , 37\ 

1 

( 0 

X + — 

+ 

y-- 

— 



+ 

y-rr 

1 2 J 


l 2j 

2 


l 2 J 


V 2 J 


< 4 > 


X - 3y -17-0 

y = -4 => X = 5 
y = — 7 X = -4 


X = 3y + 17 


ễêẵ 
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Nên ta được B{— 4; —7) 


(loại B( 5;—4) vì trùng N) 





B(- 4;-7), C(l;-7) 


CÂU 86 (CHÍNH THỨC - ĐH A2013 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phăng tọa độ Oxy , cho đường thăng A: x-y = 0. Đường tròn (C) có bán kính 

R= Vĩõ cắt A tại hai điểm A và B sao cho AB = 4\fĩ , tiếp tuyến của (C) tại 
A và B cắt nhau tại một điểm thuộc tia Oy. Viết phương trình đường tròn (C). 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Đe lập phương trình đường 
tròn (C) khi đã cho yếu tố 

bán kính R = \[ĨÕ thì việc 
còn lại của ta là xác định 
tâm I(a; b) ? —» Một trong 
những đường thăng quan 
trọng chứa tâm I chính là 
đường IM —» Do tính 
chất hình học của một 
điểm nằm ngoài đường 
tròn tạo 2 tiếp tuyến đến 
đường tròn thì IM _L d 



—» như vậy việc quan trọng nhất chính là xác định tọa độ điểm M ? 

Đe bài đã gợi mở cho ta M e tia Oy (cần lưu ý tia Oy chứ không phải trục tung, 
rất nhiều em học sinh đã bị nhầm lẫn ở điểm này) —» tham số hóa điểm M theo 
tia Oy —> 1 ẩn nên cần 1 phương trình ? —» vậy ta liên hệ M với những dữ kiện 
nào ? —> đó chính là đường thẳng d —> đều này gợi cho ta việc tính khoảng cách 
từ M đến d cụ thể chính là đoạn MH (đây là lúc các dữ kiện độ dài bắt đầu phát 
huy). 

Ta có rất nhiều cách để tính đoạn HM như: 


+ Tính IH = 4ĨÃ 2 - ~ÃỉP -> IH.IM = IA 2 ^ IM = 7 
-> HM = IM - IH 


+ Hay -r-y = -L + -TTT => ẢM = ? -> HM = 'ỊÃÃC^ÃĨỉ 2 
AH ỈA 2 AM 2 

Sau khi tìm được tọa độ điểm M —»■ viết phương trình IM. Đen đây ta có thể tìm 
I theo 2 hướng. 

+ Hướng thứ 1: tham số I theo IM —> 1 ẩn cần 1 phương trình —» độ dài IM 


402 


545 












Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Phát triên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 

+ Hướng thứ 2: chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức vecto —» dựa trên tỉ 
lệ độ dài IH và IM —> điều này có nghĩa là ta phải tìm tọa độ điểm H = IM n BA 
—> tìm tọa độ I. (Ở đây đáp án của Bộ GD&ĐT đã đi theo hướng này). 

► Hướng dẫn giải: 

* Gọi I là tâm đường tròn cần tìm. 

* Gọi M là giao điểm của tiếp tuyến tại A và B của (C), H là giao điểm của AB và IM. 
TacóM G tia Oy => M( 0; nì) (m >0) và H là trung điểm AB 

=> AH = ^ = 2 V 2 
2 

* A AMILA=>-r-r = -T-T + -r-r=> 

AH 2 AI 2 AM 2 

Do đó HM = \IaM 2 -AH 2 = 4 V 2 

Mặt khác MH — d[M ; À] 4 V 2 — -TT <=> 772 = 8. Do đó 

v2 

* Đường thẳng IM _LA:x-y = 0=> IM: X + y + c = 0. 

IM qua M(0; 8) => c = - 8. 

Vậy IM: X + y - 8 = 0. 

Lại coH = IM n AB 

Tọa độ H thỏa hệ < y n <=>< ,=>//( 4; 4 ) 

;t + j;-8 = 0 [y = 4 v ) 

* Ta có ĨH = ^llA 2 -HA 2 = V 2 =^-^lĩỉ = ịĩM^I(5;3) 

4 3 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là (C): (x — 5) 2 + (y — 3) 2 =10 

CÂU 87 (CHÍNH THỨC - ĐH B2013 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phang 
tọa độ Oxy , cho hình thang cân ABCD có hai đường chéo vuông góc với 
nhau và AD = SBC. Đường thăng BD: X + 2y - 6 = 0 và tam giác ABD có 
trực tâm H(-3 ; 2). Tìm tọa độ các đỉnh c và D. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Nếu không chú ý cách vẽ hình thì một số bạn cũng sẽ gặp rất nhiều lúng túng 
khi vẽ (Cách tốt nhất là ta nên dựng 2 đường chéo BD và AC vuông góc nhau 
trước rồi mới kẻ 2 đường BC và AD song song thỏa mãn AD = 3BC). 

__ Đe bài cho chúng ta 3 dữ kiện quan trọng gồm có (ABCD là hình thang cân 
(AD = 3BC), AC _L BD (BD: X + 2y - 6 = 0), tọa độ trực tâm H(-3;2) —» tìm 
tọa độ điểm c và D. 

Ở đây ta dễ dàng viết được phương trình đường AC (do AC qua trực tâm H) 
ễỡẫ 
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— > AC n BD = I. Do 2 đường chéo vuông góc =^> I là trung điểm HC —» tọa độ 
điểm c. 

Đe tìm tọa độ điếm D ta có thế đi theo nhiều hướng khác nhau như: 

+ Hướng thứ 1: (lập thêm phương trình 1 đường thẳng chứa D để tương 
giao với BD) —>■ đó có thể là đường AD hoặc đường HD —» trong tình huống 
này ta phải tìm thêm tọa độ của điểm A —>■ và viết phương trình đường thẳng 
AD qua 1 điểm tạo góc 45° với BD. 

+ Hướng thứ 2: Tìm tọa độ điểm B (do nhận xét ID = 3IB theo định lý 
Thales thuận) —> ta có thể tìm B bằng cách viết phương trình đường tròn đường 
kính HC giao với đường BD —» tọa độ B —> tọa độ D. 

+ Hướng thứ 3: Đó là liên hệ D với toa độ I và c —» sử dụng độ dài do đã 
biết được quan hệ tỉ lệ giữa các cạnh, (đáp án của Bộ GD&ĐT). 

B c 



► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có AC _L BD: x + 2y-6 = 0=> AC: 2x - y + m = 0, AC qua H(-3; 2) 
m = 8. 


Vậy AC:2x — y + 8 = 0 


Gọi I = AC n BD 


Tọa độ I thỏa hệ < 


o 

II 

00 

+ 

1 

H 

ct 

<N 

1 

II 

H 

V. _I 


< <=> < 

=^> 

7(-2;4) 

X+2y—6—0 

II 

_ J 


* 


Ta BD _L AC => AIBC vuông cân tại I, lại có BH _L BC => ABHC vuông cân tại B 


I là trung điểm HC. Do đó ta có C(—1; 6) 
* Theo định lý Thales thuận ta có: 

AD ID IA 


BC IB IC 


= 3^>IA = 3CI 


X A +2 — 3.(-l) 

y A - 4 = 3.(-2) 


Air 5;-2) 


* Đường thẳng AD qua A(-5;-2) có vtpt n x = (a;b) (a 2 +b 2 >0) có dạng là: 
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AD : a(x + 5) + + 2) = 0 và /I 2 = (1; 2) là vtpt của BD 

—* —\ I CL + 2 b I 

Mặt khác: cos ZADB = cos(AD; BD ) =1 cos(/íj; « 2 ) 1= 


1 


VBVữ 2 + b 2 V2 

Suy ra 2(a + 2ồ) 2 =5(a 2 +ồ 2 ) <=>3a 2 — 8ữồ —3Ồ 2 =0 (*) (nhận xét 
nên ta chọn b = 3) 

a = 9 => AD :3x + j + 17 = 0 
a = — 1 => AD: -X + 3y +1 = 0 
* Với AD: 3x + y + 17 = 0, ta có tọa độ D thỏa hệ 


Khi đó (*) 


3x + y +17 — 0 
X + 2y -6 = 0 




X = -8 

v = 7 


D{- 8; 7) 


* 


Với AD: - X + 3y + 1 = 0, ta có tọa độ D thỏa hệ 


—X + 3 y + 1 — 0 
x + 2y-6- 0 




X = 4 

V = 1 


7>(4;1) 


Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: C(— 1;6), D( 4;1) hay C(— 1;6), D(— 8; 7) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* Ta có AC _L BD: x + 2y-6 = 0=> AC: 2x - y + m = 0, AC qua H(-3; 2) 

m = 8. 


Vậy AC:2x — y + 8 = 0 


Gọi I = AC n BD Tọa độ I thỏa hệ 


0 

II 

00 

+ 

1 

X 

ri 

X — —2 


1 . ^ 

=> 

ỉ(-2;4) 

X + 2y -6 = 0 

[y = 4 


* 


Ta BD _L AC AIBC vuông cân tại I, lại có BH _L BC => ÀBHC vuông cân tại 


B => I là trung điểm HC. Do đó ta có C(—1;6) 


* Đường tròn (C) có tâm I(-2; 4) và bán kính R = IC = \Ị(—V) 2 + (—2) 

dạng là: (C) : (x + 2) 2 + (y — 4) 2 = 5 

* Ta có B là tọa độ giao điểm giữa (C) và BD nên thỏa hệ: 


= CÓ 


* 


(x + 2) 2 + (y - 4) 2 — 5 
X + 2v — 6 = 0 


Theo định lý Thales thuận ta có: 


<^> 


y = 5 => X — -4 
y = 3 => X = 0 


B{ 0;3) 


AD ID IA 


BC IB IC 


= 3 ID = 3BI (*) 


ễỡS 
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x n + 2 — 3.(2) 

Với B(-4; 5), ta có: (*) <Ị 

y D - 4 = 3 -(-!) 

x n + 2 = 3.(—2) 
Với B(0; 3), ta có: (*) <=> D ' “ 

^-4 = 3 .( 1 ) 


D(4;l) 


D(-8; 7) 


Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: C(— 1;6), D( 4;1) hay C(— 1;6), D(—8 ; 7) 


► Hướng dẫn giải cách 3: (Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Gọi I = AC n BD => IB = IC, mà IB 1 IC nên AIBC vuông cân tại I 

=> ZICB = 45° 

Lại có BH _L AD => BH _L BC =ỉ> AHBC vuông cân tại B => I là trung điểm HC 

* Do HC _L BD và trung điểm I của HC thuộc BD nên tọa độ c thỏa mãn hệ: 

2(x+3)-(y-2) = 0 

ív+2) 


x — 3 


+ 2 


* 


Theo định lý Thales thuận ta có: 


-6 = 0 

^ 2 ) 

AD ID IA 


C(-6;l) 


CD = 4ĨC 2 + ID 2 = /cVĨÕ = 


BC IB IC 
HC4ĨÕ 


= 3=> ỈD = 3/C 


= 5\Í2 


* Ta có D e BD: X + 2y- 6 = 0 

D(6 — 2t;t)vầ CD = 5*j2^Ợ-2tý+(t-6) 2 =50o 


t = ì 
t = l 


Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: C(— 1;6), D( 4;1) hay C(— 1;6), D(—8 ; 7) 


CÂU 88 (CHÍNH THỨC - ĐH B2013 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phăng tọa độ Oxy , cho tam giác ABC có chân đường cao hạ từ đỉnh A là 

TT ( 17 . -ì'] t ' + ,_ f _ fl _ _, , ^ fi ^_ 

tì — ; — , chân đường phân giác trong của góc A là D(5;3) và trung điêm 

V 5 5 

của cạnh AB là M(0; 1). Tìm tọa độ đỉnh c. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Để bài cho ta tọa độ của 3 điểm H, 
D, M và chúng đều là tọa độ của 
những điểm đặc biệt trong tam 
giác —» vậy ta khai thác như thế 
nào tọa độ các điểm đó ? 
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+ Kết hợp H và D —> viết 
phương trình BC (dùng để về sau 
tham số hóa c theo BC hoặc tìm 
thêm phương trình 1 đường thẳng 
nữa để tương giao). 

+ Kết hợp H và D —» viết phương trình AH (dùng để tham số hóa điểm A) 

+ Sử dụng M là trung điểm AB —> giải tìm tọa độ A và B (A e AH, B e BC) 
Sau khi đã có tọa độ A —» viết phương trình phân giác AD (sử dụng tính chất 
của phân giác) —> tìm điểm mới N (mời bạn đọc xem lại phần này ở chương 2, 
chủ đề 2.1, 2.2) —» viết phương trình AC —» AC n BC = c. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


* 


* 


* 


Ta có đường BC qua D(5; 3) nhận HD = 


x—5 y —3 

phương có dạng-= --77 


(8 16^1 8 ,, 

—=— (1:2) làm vecto chỉ 

5 5 J 5 


1 


Ta có đường AH qua H 


pháp tuyến có dạng: 1 


BC: 2x — y — 7 = 0 


'17.-Ọ 


nhận HD — 


J^ J (1; 2) làm vecto 
(5 5) 5 


f 

17 1 


í 0 


X — 


+ 2 

T + 7 

= 077 

V 

5 J 


l 5j 



AH: X + 2y — 3 = 0 


* Ta có ị 


A E AH 
B <E BC 


A(3 — 2a;a) 
B(b; 2b - 7) 


4 - 3 ; 3) 


,3-2a + ò = 2.(0) ía = 3 

Lại có M là trung diêm AB nên ta được: ị _ _ o< = 

|fl + 2ồ-7 = 2.(l) [6 = 3 

Đường AD qua A(-3; 3) nhận AD — (8;0) = 8(1; 0) làm vecto chỉ phương có 


dạng: AD : y— 3 = 0 


* Gọi K là hình chiếu vuông góc của M lên AD và N là điểm đối xứng của M qua 
AD (N G AC) 

Ta có MN _L AD => MN: X = 0 => K = MN n AD => K(0; 3) là trung điểm MN 
N(0; 5) 


* AC qua A(-3; 3) và nhận AN = (3; 2) làm vecto chỉ phương có dạng : 

x+3 y —3 


2 


<=> 


AC: 2x — 3y + 15 = 0 


* Ta có c = AC n BC Tọa độ c thỏa hệ 


ễ00 
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2x-3y + ì5 - 0 
2x - y - 7 = 0 




x-9 

y = n 


C( 9; 11) 


Vậy tọa độ điểm c cần tìm là C(9; 11) 


► Hướng dẫn giải cách 2: (Theo Bộ GD&ĐT) 

* Ta có H e AH và AH1 HD nên AH: X + 2y - 3 = 0. Do đó A(3 - 2a ; a) 

* Do M là trung điểm AB nên MA = MH 

a — 3 (n) 

{3-2af +{a-\f = 13^> -1 

a - —- (/) 


Do A khác H nên ta nhận Ẩ(— 3; 3) 


* Phương trình AD là y - 3 = 0. Gọi N là điểm đối xứng của M qua AD 

1 + T 


___ , _ -3 = 0 

N G AC và tọa độ N thỏa: \ 2 <=> <( 

l.x + 0.(j-l) = 0 

* Đường thẳng AC có phương trình: 2x - 3y + 15 = 0 

BC có phương trình 2x - y - 7 = 0. 

* Ta có c = AC n BC 


X = 0 

T = 5 


N(0; 5) 


Tọa độ c thỏa hệ < 


2x-3j + 15 = 0 
2x - y - 7 = 0 


<^> < 


x = 9 

y = n 


C( 9; 11) 


Vậy tọa độ điểm c cần tìm là C(9; 11) 


CÂU 89 (CHÍNH THỨC - ĐH D2013 - 
PHẤN Cơ BẢN). Trong mặt phang tọa 
độ Oxy , cho tam giác ABC có điêm 

' (-9 3\ 

M ——; — là trung điêm của cạnh AB, 

\2 2 ) 

điểm H(-2; 4) và điểm I(-l; 1) lần lượt là 
chân đường cao kẻ từ B và tâm đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Tìm tọa độ 

đỉnh c. 

© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Tọa độ điểm c trong bài toán này có thể tìm theo hai hướng C = AC n BC hoặc 
C = (C) n AC trong đó (C) là đường tròn tâm I bán kính LA Ta thấy đề bài đã 
gợi mở cho ta tâm I và tọa độ trung điểm của AB nên ta sẽ đi theo hướng này. 
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+ Dựa vào cách dựng tâm ngoại (giao điểm của 3 đường trung trực) —» MI _L AB 
—> viết phương trình AB —» tham số A theo AB và biểu diễn tọa độ B theo tọa 
độ A thông qua trung điểm M —» 1 ẩn nên ta cần 1 phương trình ? —> Liên hệ 
với dữ kiện cuối cùng chân đường cao H —» AH _L BH —» giải tìm A và B 

+ Khi đã có tọa độ A và B —> lập phương trình đường tròn (C) và đường AC 
qua A, AC _L BH. 

► Hướng dẫn giải: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

Í-71Ì 


* Ta có IM — 


V 


2 ’ 2 


. Ta có AB qua M và AB _L IM nên phương trình đường 




ABlà: 


AB : 7x —V+ 33 = 0 


* A G AB A(a;7a + 33) . 

Do M là trung điểm của AB nên B(—a — 9; —la — 30) 

LạicóHAlHB => HA.HB = 0 <=> a + 9ữ + 20 = 0++ 


a 

a 


-4 

-5 


* Với a = -4 => A(- 4; 5), B(- 5; -2) . 

Ta có BH _L AC nên AC có phương trình là : AC: X + 2y — 6 


= 0 


Do đó C(6 —2c;c). 

Mặt khác IC = IA suy ra (7 — 2 c) 2 +(c — l) 2 =25 o 


c = \ 
c = 5 


Do c khác A nên ta nhận C(4; 1) 


* Với a = -5 => Ắ(—5; -2), B(-4; 5) . 

Ta có BH _L AC nên AC có phương trình là : AC :2x — y + 8 = 0 


Do đó C(t;2t+8). 

Mặt khác IC = IA suy ra (t+1) 2 + (21+ 7) 2 = 25 <^> 


t = -ì 
t = - 5 


Do c khác A nên ta nhận C{— 1; 6) 


Vậy tọa độ điểm c cần tìm là C(4; 1) hay C(—1; 6) 


CÂU 90 (CHÍNH THỨC - ĐH D2013 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt 
phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): (x — l) 2 +(y — l) 2 =4 và đường thẳng 


ễ02 
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A: y - 3 = 0. Tam giác MNP có trực tâm trùng với tâm của (C), các đỉnh N và 
p thuộc A, đỉnh M và trung điểm của cạnh MN thuộc (C). Tìm tọa độ điểm p. 


© Nhận xét và ý tưởng: 



_ Do AMNP nhận I làm trực tâm và M thuộc đường tròn (C) nên ta có IM _L NP 
=> dễ dàng tìm được tọa độ điểm M. 

_ Mặt khác N thuộc A —>■ tham số N theo A —» biểu diễn tọa độ trung điểm MN 
theo N và cho thuộc (C) —» tìm được N. 

_ Đe xác định tọa độ điểm p —> p e A và ta có IP _L MN —> giải tìm p. 

► Hướng dẫn giải: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Đường tròn (C) có tâm 1(1; 1). D(ường thẳng IM _L A nên có phương trình X = 1 
Do đó M có dạng M(1; m) 

* Mặt khác do M G (C) nên {a — l) 2 = 4 <=> 


<3 = 3 


Do M ỊẺ A nên ta nhận 


* N e A => N(n; 3). Trung điểm của MN thuộc (C) 

n = 5 
n = — 3 


Suy ra 


( n + ì 

2 

1 

+ (1-1) =4 <=> 

V 2 J 



* 


Do đó N(5; 3) hoặc N(-3; 3) 
p G A => P(p; 3) 

Với N(5; 3), ta có MP±IN^ MPJN = 0 <z> p = -1. Do đó P(-l; 3) 
Với N(-3; 3), ta có MP-LIN=> ŨpIn = 0 <=> p = 3 . Do đó P(3; 3) 


Vậy tọa độ điểm p cần tìm là P{— 1; 3) hay P( 3; 3) 
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CÂU 91 (CHÍNH THỨC - CĐ 2013 - PHÀN cơ BẢN). Trong mặt phẳng tọa 
độ Oxy , cho các đường thẳng d: x+y - 3 = 0, A:x-y + 2 = 0 và điểm M(-l ;3). 
Viết phương trình đường tròn đi qua M, có tâm thuộc d, cắt A tại hai điểm A 

và B sao cho AB = 3 V 2 


© Nhận xét và ý tưởng: 



_ Ta có tâm I e d —» tham số hóa tâm I theo đường d —» 1 ẩn nên cần 1 phương 
trình. 

_ Ta liên hệ IM = IA trong đó IA — 4IH 2 +AH 2 , IH — dự; A] 

—» giải phương trình tìm I —>■ bán kính R = IM. 

► Hướng dẫn giải: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Gọi (C) là đường tròn cần tìm và I là tâm của (C). Do I e d => I(t; 3 -1) 


* Gọi H là trung điểm AB, ta có AH = 


2t-\ 


AB 3 V 2 

—— = — 7 — và IH — dự; A] = —-=■ 

2 2 42 


* Do đó IA = 4ĨỉĨ Ĩ ĨÃH 2 =42t 2 -2t + 5 

* Ta có IM = IAo\Ị 2í 2 ~+2t + ĩ = 4 2 T —2t + 5 <^>t = \ 
Do đó 1(1; 2) và bán kinh R = IM = 4$ 


Vậy phương trình đường tròn (C) cân tìm là (C) : (x — 1) +{y — 2) =5 


CÂU 92 (CHÍNH THỨC - CĐ 2013 - PHÀN NÂNG CAO). Trong mặt phẳng 

?1 n 


tọa độ Oxy , cho tam giác ABC vuông tại A(-3; 2) và có trọng tâm G 


V 


3 ’ 3 


J 


ểdẵ 
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Đường cao kẻ từ đỉnh A của tam giác ABC đi qua điểm P(-2; 0). Tìm toa độ 
các điểm B và c. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Dựa vào tính chất của trọng tâm ta dễ dàng 
tìm được trung điểm M của BC —» viết 
phương BC qua M và vuông góc với AP. 

Đen đây ta có hai hướng đi tiếp: 

+ Hướng thứ 1: tham số hóa B theo BC và 
biểu diễn c theo B thông qua trung điểm M. 
Cuối cùng sử dụng điều kiện vuông góc 
của tam giác ABC —» AB _L AC —» giải tìm B 
và c. 

+ Hướng thứ 2: xét B và c trong sự tương 
giao giữa BC và đường tròn có tâm M, bán 
kính MA. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 


B 



* Gọi M là trung điểm BC, ta có AM =^-AG<^> 

2 



9 _ _ 

Đường thăng BC qua M và vuông góc AP có dạng là : BC :x-2y-3 = 0 


* Ta có B e BC => B(2b + 3; b). Do M là trung điểm BC => C(1 -2b;-\-b) 


* Ta có AB _L AC <^> AB.AC = 0 (*) với < 


AB = (2b + 6;b-2) 


ẢC = (4 - 2b;—b— 3) 


Do đó 


(*) <=> (2 b + 6)(4 - 2 tí)-(b-2 )(b + 3) = 0oò 2 +z>-6 = 0o 


b = 2 
b = - 3 


Vậy tọa độ điểm B và c cần tìm là BỢ; 2), C(-3; -3) hay B(- 3; -3), C(7; 2) 

► Hướng dẫn giải cách 2: 


* Gọi M là trung điểm BC, ta có ẢM =^-AGo 

2 



9 _ _ 

Đường thăng BC qua M và vuông góc AP có dạng là : BC :x-2y-3 = 0 


* AABC vuông tại A nên B và c thuộc đường tròn tâm M bán kính MA = 


5sÍ5 


9 _ 

Tọa độ các diêm B và c là nghiệm của hệ: 
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< 

x-2y-3=0 

, 2 f ,1Y 125 <=> 

l V V 4 

x = 7,y = 2 

X = -3, y = — 3 

? > 

Vây toa đô điêm B và c cân tìm là 

5(7;2),C(-3;-3) hay 5(-3;-3),C(7;2) 



CÂU 93 (CHÍNH THỨC - ĐH A2014). Trong mặtphẳng tọa độ Oxy , cho hình 
vuông ABCD có điêm M là trung điêm của đoạn AB và N là đỉêm thuộc đoạn 
AC sao cho AN = 3NC. Viết phương trình đường thẳng CD, biết rằng M(l; 2) 
và N(2; -1). 


© Nhận xét và ý tưởng: 

Đe lập phương trình đường thẳng CD 
ta có các hướng tư duy sau: 

+ Hướng thứ 1: (tìm 2 điểm thuộc 
CD —» viết phương trình đường thẳng 
qua 2 điểm): Hiện tại CD chưa đi qua 
bất kì điểm cụ thể nào ? —> Kéo dài 
điểm MN n CD = K (kẻ đường phụ) 
theo định lý Thales thuận ta dễ dàng 
tìm được tọa độ điếm K. Ta cũng phát 
hiện “dấu hiệu vuông góc” 

—» ND _L MN và MN = ND (việc chứng 
minh xin dành cho bạn đọc) —» khi có 
tọa độ D kết hợp K —» viết phương 
trình CD. 

+ Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1 ta dế dàng tìm được tọa độ diêm K. 
Đen đây ta viết phương trình đường thẳng CD qua K và tạo góc với ND (trước 
đó ta chứng minh ND _L MN và viết phương trình ND) ta có cos NDC = cos 
MNE (việc tính toán cụ thể xin dành cho bạn đọc). 

+ Hướng thứ 3: (Đặt cạnh hình vuông AB = t > 0 —» có thể dùng để chứng 
minh MN _L ND hoặc tính độ dài các cạnh của hình vuông theo MN —» Khi đó 
D thỏa mãn độ dài MD và DN. Đến đây ta có thể tìm tọa độ p = AC n MD 



D F K c 


—» rồi dùng quan hệ tỉ lệ giữa AP và AN —» tìm tọa độ A. Lúc này CD qua D và 
nhận vecto AM làm vecto chỉ phương. 

+ Hướng thứ 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT). Gọi I là trung điểm CD 

—» bài toán chuyển về tìm tọa độ điểm I (do khi đó CD qua I và nhận IM làm 
vecto pháp tuyến). Như vậy ta có thế sử dụng theo hướng thứ 2 đặt cạnh AB = 


ếSS 
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t > 0 để quy tất cả các cạnh độ dài của hình vuông ABCD theo độ dài MN —» từ 
đây tọa độ I thỏa mãn độ dài IN và IM. 

Còn rất nhiều các cách khác nhau để giải bài toán hình vuông này. Trên đây 
chỉ mới là các cách giải tiêu biểu. Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi K = MN n CD, theo định lý Thales thuận ta có: 


MN AN AM 


1 


_ = 3 => NK - A MN <=> ị 
NK NC KC 3 


V -2 = j(l) 

)>K + 1 = “( _ 3 ) 



* Gọi d là đường thẳng qua N song song với AD, cắt AB, CD lần lượt tại E và F. 
Dễ dàng chứng minh được AMEN = ADNF => MN = DN và MN _L DN 

' MN 2 = ND 2 


* Đặt tọa độ D(a;b ). Ta có 
Do đó (*) 

'ì0 = (a-2f +(b + ì) 2 
a-2- 3(b +1) = 0 
NênZ)(5;0) hay D(— 1;—2) 


MN.ND = 0 


(*) với 


MN - (1; -3) 


ND = {a-2;b + ì) 






10 = 9(Z> + 1) 2 +(ố + l) 
a-2 = 3(Z> +1) 


<^> 


b = 0,a = 5 
b = —2.a = -1 


* THI: D(5;0),K 


(1.-2 




suy ra phương trình CD là 3x — 4y — 15 = 0 


) 


* TH2: D(-Ỉ;-2),K 


(1 


\ 


— :-2 


v3 


suy ra phương trình CD là \y+2 = 0 


) 


Vậy phương trình đường CD cần tìm là y + 2 = 0 hay 3x — 4 v — 15 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 2: Đặt cạnh hình vuông AB = a > 0 


* Xét MN.DN = (MA + AN).{DA + AN) = MA.DA + MA.AN + AN.DA + AN 2 

= 0 + MA. AN. cos(l 35°) + AN.DA. cos(l 35°) + AN 2 


V 2 , 


a Ĩa-j2 ( —Jĩ 1 . 3 a4ĩ (—Jĩ 

H--- ,a 


\ 


V 2 y 


+ 


( 




3aj2 




= 0 




Suy ra MN1 DN 

* Gọi K = MN n CD, theo định lý Thales thuận ta có: 
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MN AN AM 


1 


. _ = 3 => NK --MN <=> <1 
NC KC 3 


V--2 = ỉ(l) 

>v +1 = -(-3) 



* Ta có 


cos ZNDF = cos /MNE = 


EN _ EN 
MN ~ ^MÉ 1 + EN 2 


3 a 


a 2 9 a 
+ 


x/ĩõ 


(*) 


16 16 

Gọi n = (ứ; 6) (ữ 2 + 6 2 >0) ,MA = (1;—3) lần lượt là vecto pháp tuyến của 
CD và ND 


(*) I cos (n;MN) 1= 


3 I a - 36 I 3 

7ĨÕ VŨÃ/u 2 +b 2 Vĩõ 

2 , 7 2\ . v 0-2 , /T — 7_ 0/1 


(ứ -36) 2 = 9(ữ 2 + 6 2 ) 


Suy ra (ứ — 36) = 9(ứ + 6 ) 8ứ + 6 ab = 0 (nhận xét b khác 0 nên ta chọn 
b = 4 

Khi đó ta có a = 0, a = -3 suy ra n = (—3; 4) hay n = (0; 4) 


phương trình đường CD cần tìm là y + 2 = 0 hay 3x — 4 y — 15 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 3: 


* 


Đặt AB = a > 0 suy ra ị 


MN 2 =ME 2 +EN 2 
ND-MN 
MD 2 - AD 2 + AM 2 


a 2 = 16 
ND 2 -10 
MD 2 = 20 


* Đặt tọa độ D(a;b). Ta có 


ND =10 
MD 2 = 20 

2 „ /7- . 1\2 


(*) với \ 


MD = (a-ì;b-2) 


Do đó (*) <=> < 


10 = (a-2) +(6 + 1) 


<^> 


20 = (ữ - 1) 2 + (6 - 2) 2 

NênZ)(5;0) hay D{— 1;— 2) 

* Gọi p = AC n MD, theo định lý Thales thuận ta có: 


iVD = (fl-2;6 + l) 

6 = 0, a = 5 
6 = —2.a = -1 


64 PM AM 1 


1 


= — => MP = -MD (1) và 
PC PD CD 2 3 


PA = 


AC 

3 

34C AC 


PA 4 


PN _ NA-PA _ 4 3 _ 5 

ĩc~ AC ~ AC ~Ĩ2 


JW 5 


ễ0B 
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-4 


* 


Suy ra PA = —- PN (2) 


THI: với D(5; 0) từ (1) suy ra p 


U ; ãJ 


. Từ (2) suy ra 



Do đó MA — 


f8 6^ ^ 

7Ỉ7 =7 (4; 3) 
y5 5 ) 5 


Đuờng CD qua D(5; 0) nhận MA — 


, ,, x-5 _ y-0 

dạng là: ——— — ——— <=> 


7 ; 7 = 7 (4; 3) làm vecto chỉ phương có 
v5 5 J 5 


AD: 3x — 4y -15 = 0 


* 


THI: với D(-l; -2) từ (1) suy ra p 


(i.ị\ 

3 3 


V 


J 


.Từ (2) suy ra A(— 1;2) 


Do đỏ MA = (-2; o) = -2(1; 0) 


Đường CD qua D(-l; -2) có dạng là AD : y + 2 = 0 


phương trình đường CD cần tìm là y + 2 — 0 hay 3x — 4y — 15 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

* Ta có MN — Vĩõ. Gọi a là độ dài cạnh của hình vuông ABCD, a > 0. 

_ , a 3HC 3a*j2 

Ta có AM = ^,AN = = 

2 4 4 


Nên AfíV 2 = HM + - 2 AM.AN. cos ZMAN = 


là a = 4. 


5 a 
~8 


5ứ 


8 


= 10, nghĩa 


BD 


* Gọi I(x ; y) là trung điểm CD. Ta có IM = AD = 4 và ỈN = —— = V 2 nên ta có 


.(x -1) 2 +(y-2) 2 =16 

hệ phương trình: { „ , <=> 

(x-2f+{y + \f=2 


x = l,y = -2 

17 -6 

x - “TíT - _ 


* 


Với X = 1, y = - 2, ta có /(1; —2) và IM = (0; 4). 


Đường thẳng CD qua I và có vecto pháp tuyến là IM = (0; 4) nên có phương 
trình là: AD \ y + 2 = 0 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


,, 17 -6 r 

* Với x = ~y, y = —-, ta có / 


^ 17 - 6 ^ 


và IM — 


r -\2 6 ' 

^ 5 ^ 5 , 


9 _ f _ 

Đường thăng CD qua I và có vecto pháp tuyên là IM = 


(-12 6 ^ 
_ • 


l 5 ’5 


nên có 


phương trình là: AD: 3x — 4y — 15 = 0 


Vậy phương trình đường CD cần tìm là y + 2 = 0 hay 3x — 4y — 15 = 0 


CÂU 94 (CHÍNH THỨC - ĐH B2014). Trong mặt phàng tọa độ Oxy, cho hình 
bình hành ABCD. Điêm M(-3; 0) là trung điêm của cạnh AB, đỉêm H(0; -1) 
là hình chiếu vuông góc của B trên AD và trọng tâm của tam giác BCD là 

( 4 ^ . „ 

ơ —; 3 . Tìm tọa độ các điêm B và D. 


u 



B 


► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Gọi B(a;b ) và N là trung điểm CD. 


BG = 


* Ta có BG — —BN với < 

3 


( 4 

'N 



— — a\. 

3 -b 


1 

On 

1 

v3 

) 

. Do đó N 

• 




l 2 2 ) 


* Mặt khác < 


r 

BM = HM 

(a + 3) 2 +b 2 

\ _._. =^> \ 

10 -a 9 -b „ IN 

MN.BH = 0 

——— .a H-— (1 + ồ) = 0 


2 2 


a — 0 ,b — -1 
a = -2. b = 3 


* Với a = 0, b = -1, ta có B(0 ; -1) loại vì trùng với H. 

* Với a = -2,b = 3, ta có B(-2; 3). Gọi I = AC n BD => / 


f n 3} 

l 2 


suy ra D(2; 0) 


Vậy tọa độ điểm BvàD thỏa yêu cầu bài toán là B{— 2; 3), D{ 2; 0) 


ễ00 
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► Hướng dẫn giải cách 2: 


B 



* 


Gọi A(a; b) ta có : 


GA = 4GI 


í 


MI = - + 4:- + - 


b 9^ 

V4 '4 + 4y 

* Do M là trung điểm AB 


4 4 

3 ^'3 >=>/ 
ố-3 = 4(^-3) 

1 


ẫ J 9Ì 

-7 + 1 ;-7 + ■7 

u 4 4 J 


= 7-7 (a +16; 6 + 9) 
16 


B(-6 - a; -b ) =^> HB = (-6 -a;-b + 1), MA = {a + 3; 6 ) 

2 . 7 2 


Ta có: < 


MA = MH (a + 3Ỵ+b*= 10 , 

I <=><! (phần giải hệ 

MI _L HB Ị (a +16)(—a - 6 ) + (6 + 9)(-ỏ +1) = 0 


này xin dành cho bạn đọc) 

a — — 6 ; 6 = 1 => Ổ( 0 ;— 1 ) 

ữ — —4, b — — 3 => B{— 2; 3) 

Loại B (0;-l) do trùng H nên ta nhận B(-2; 3) 


Suy ra 


Suy ra I 


I 3) 
2 J 


suy ra D(2; 0) 


Vậy tọa độ điểm BvàD thỏa yêu cầu bài toán là Bị—2; 3), D( 2; 0) 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Giả sử B(x; y) . Vì M là trung điểm AB nên Ắ(—6 — x; —y ) 

—* —* ( x + 10 v + 9^ 

* Do G là trọng tâm tam giác BCD nên AG = 2GC =^> c — 7 -—; — 7 — 

V 2 2 J 


Vì G là trọng tâm ABCD nên D 

{ 2 

* Do H là hình chiếu của B trên AD nên: 


í-3x-2-3y + 9 

2 ~ 


) 
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í BH ± HA 

BH.HA = 0 1 

ị <=>\ 


BH 1HD 

V 

BH.HD = 0 

L v 


X + y + 6x — 1 
3x +3 y + 2x — $>y 


= 0 

-11 = 0 


(phần giải 


X = 0,y - -1 => 5(0-1) 

= H (0; - 

m 

II 

• r\ 

<N 

1 

II 

X 

_1 

B(-2 ; 3) 


* 


Suy ra 


Do B(-2; 3) suy ra D(2;0). 


Vậy tọa độ điểm BvàD thỏa yêu cầu bài toán là B(— 2; 3), D( 2; 0) 
► Hướng dẫn giải cách 4: 

K B c 



p = AN n BC thì G là trọng tâm APAB => GP = IMG => P(10;9) 


* 


BC qua K(-6; 1) và có vecto chỉ phương là KP — (16; 8) = 8(2; 1) nên BC có 

x + 6 V —1 

phương trình: —-— = -<=> 


1 


BC: X — 2y + 8 = 0 


* HB qua H và vuông góc BC nên 2(x — 0) + j + l = 0<=> HB : 2x + y +1 = 0 
Lại có B = BC n HB 


Tọa độ B thỏa hệ < 


X — 'ly + 8 = 0 
2 x + ^ + 1 = 0 




X = -2 

lr = 3 


B(- 2; 3) 


* Ta có c là trung điểm BP => C(4 ; 6). G là trọng tâm ABCD D(2 ; 0) 


Vậy tọa độ điểm BvàD thỏa yêu cầu bài toán là B{— 2; 3), D{ 2; 0) 


► Hướng dẫn giải cách 5: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 


ễ02 
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A H D 


* Gọi E và F lần lượt là giao điểm HM và HG với BC. Suy ra HM = HE và 
HÕ = 2GF 

Do đó E(-6; 1) vàF(2; 5). 

* BC qua E và có vecto chỉ phương là EF nên BC có phương trình: 

BC: x — 2y + 8 = 0 


Và BH: 2x + y + 1 = 0 


* 


* 


Lại có B = BC n HB => Tọa độ B thỏa hệ 


X - 2 y + 8 = 0 
2x + ỵ +1 — 0 




X — —2 

y = 3 


B(- 2; 3) 


Do M là trung điểm AB nên A(-4; -3). 

Gọi I là giao điểm của AC và BD suy ra GA = 4 GI => I 
I là trung điểm BD nên D(2; 0) 


í 3) 

°'4 

V 2) 


Vậy tọa độ điểm BvàD thỏa yêu cầu bài toán là B(— 2; 3), D{ 2; 0) 


LÒI bình: Những năm gân đây, câu hỏi Oxy trong các đê thi đã được trau chuôt 
hơn, có tính phân loại cao, đòi hỏi sự tư duy và sáng tạo nhiều hơn ở học sinh. 
Không dừng lại ở 1 hay 2 cách giải mà tự thân trong một bài toán cũng ngầm ấn 
rất nhiều hướng khám phá. Ở đây có cách giải tự nhiên, chân phương đầy tính 
“bình dân”, cũng có những cách giải hoa mỹ, đậm chất kỹ thuật, đầy tính “quý 
tộc”. Tùy vào khả năng lĩnh hội và tri thức sẵn có của mỗi người mà có cách 
tiếp cận khác nhau cho lời giải bài toán trên. 


CÂU 95 (CHÍNH THỨC - ĐH D2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy , cho tam 
giác ABC có chân đường phân giác trong của góc A là điểm D(l; -1). Đường 
thẳng AB có phương trình 3x + 2y - 9 = Oy tiếp tuyến tại A của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC có phương trình X + 2y — 7=0. Viết phương trình 
đường thẳng BC. 

► Hướng dẫn giải cách 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
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Phát trỉên tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phăng Oxy 


* 


Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình < 


3x + 2y-9 - 0 
X + 2y - 7 = 0 


<=> < 


X = 1 

T = 3 


Ả(l; 3) 


* Gọi d là tiếp tuyến tại A của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC 

E là giao điểm của d và đường thẳng BC (do AD không vuông góc d nên E luôn 
tồn tại) và ta có thể giả sử EB < EC. 

Ta có ZEAB = ZACB và ZBAD = ZDAC , 

Suy ra ZEAD = ZEAB+ZBAD = ZACB+ZDẢC = ZADE 
Suy ra AADE cân tại E. 



* E là giao điểm d và trung trực của đoạn AD nên tọa độ E thỏa mãn hệ phương 
x+2y-7-0 

y -1 = 0 


trình: < 


£(5;1) 


* Đường thẳng BC đi qua E nhận DE = (4; 2) = 2(2; 1) làm vecto chỉ phương 
nên BC: X - 2y - 3 = 0 


? _ _ 

Vậy phương trình đường thăng BC cân tìm là BC :x — 2y — 3 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 2: (sử dụng kỹ thuật đường phụ) 



ễỡi 
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* 


Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình \ 


3x + 2y - 9 = 0 
x+2y-7-0 


<=><^ 


x = \ 

y = 3 


Ả(l; 3) 


Phương trình đường AD: X - 1 = 0, do đó BC có hệ số góc k. 

BC: y + 1 = k(x -l)=>kx-y-k-l=0 
* Đường thẳng qua D và vuông góc AD, cắt AB, AC lần lượt tại M, N 
=> MN: y + 1 = 0 


Tọa độ M thỏa < 


3x + 2j-9 = 0 

11 

X- — 

M 

(n ^ 


3 => 


o 

II 

T— H 

+ 

í\ 

^ = -1 


13 J 


D là trung điểm MN => N 


í-5 


\ 


:-l 


V 


) 


AC qua A nhận AN = 


'-8 

lT 




:-4 


-4 


(2; 3) làm vecto chỉ phương 




AC :3x — 2y + 3 = 0 


* 


Ta có cos(AC; BC) = cos(AB; d) 




13fc + 21 _ 7 

VĨ3VT+Ĩ - 765 


o4k 2 -60k + 29 = 0o 


k = ị 
2 


k — 


29 

2 


1 


* Với k = — => BC: x — 2y — 3 = 0 thì 5(3;0),C(—3;—3) (nhận vì B, c khác 
phía đối với D) 

29 __ _ . _,5 21. -.17 45. 

* Với k = ^-^BC:29x-2y-3l = 0 thì 5(7 ;^),C(t7;t 7)(loại vì B, c 

2 4 8 13 13 

khác phía đối với D) 

Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là BC : X — 2y — 3 = 0 


► Hướng dẫn giải cách 3: (sử dụng kẻ đường phụ) 

* Kéo dài AD cắt đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC tại M và AK là đường 
kính của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC. 


* 


Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình 


3x + 2y — 9 — 0 X — 1 
x + 2y-7 - 0 [v = 3 


Ả( 1;3) 


£ 

* Viêt phương trình AK _L d —> phương trình AK ->Ke AK —> tọa độ I theo K 
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* Viết phương trình AD —> M e AD 

IM - IA 


* Ta có: < 


KM _L AD 


—» giải tìm tọa độ K và M. Khi đó BC qua trung điểm MI 


và nhận MI làm vecto pháp tuyến. 

Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là BC : X — 2y — 3 = 0 


CÂU 96 (CHÍNH THỨC - CĐ 2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm 
A(-2 ; 5) và đường thẳng d: 3x - 4y + 1 = 0. Viết phương trình đường thẳng 
qua A và vuông góc với d. Tìm tọa độ điểm M thuộc d sao cho AM = 5. 

► Hướng dẫn giải: 

* Đường thẳng d có vecto pháp tuyền là n = (3; —4) 

* Đường thẳng A cần viết phương trình đi qua A và nhận n = (3; —4) làm vecto 
chỉ phương, nên: 4(x + 2) + 3 (y — 5) = 0 <=> A : 4x + 3y — 7 = 0 


* M e d suy ra M 


í 3/72 + 1^ 


/71: 




J 


* 


AM = 5 <=> (m + 2f + 


í 3/77 + 1 ^ 


V 


) 


= 25 => /72 = 1 


Vậy tọa độ điểm M cần tìm là M( 1; 1) 


CÂU 97 (KÌ THI THPT QUỐC GIA 2015 - ĐÈ CHÍNH THỨC). Trong mặt 
phang tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi H là hình chiếu vuông 
góc của A trên cạnh BC; D là điếm đối xứng của B qua H; K là hình chiếu 
vuông góc của c trên đường thẳng AD. Giả sử H(— 5;— 5),K(9;— 3) và trung 

điểm của cạnh AC thuộc đường thẳng X — }’ +10 = 0. Tìm tọa độ điểm A. 


© Nhận xét và ý tưởng: 

_ Có thể thấy “hình vẽ” chính là điểm tựa 
để ta giải quyết bài toán này, do đó việc 
vẽ “chính xác” hình vẽ có ý nghĩa quan 
trọng vì hình vẽ giúp ta “phát hiện các 
tính chất hình học quan trọng”. Cụ thể 
trong bài này, AHCK chính là tứ giác nội 
tiếp, và IH _L AK. Và bài toán cũng từ đó 
mà được phân tích theo các hướng sau: 

+ Hướng thứ 1: Chứng minh AHCK 
là tứ giác nội tiếp —» IH = IK và I G d 

ễỡỗ 
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—> tìm tọa độ I. Đê chứng minh IH _L AK 
—> ta có thể chứng minh IH // CK (do CK 
// AD) (phần chứng minh này xin dành 
cho bạn đọc). —» Khi đó A thỏa mãn A 
thuộc đường tròn đường kính AC và 
đường thẳng AK. 

+ Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1, ta tìm tọa độ điểm I, để chứng minh 

IH _L AK —»ta gắn hệ trục tọa độ Axy và chứng minh AD.IH = 0 —» Khi đó A 
thỏa mãn A thuộc đường tròn đường kính AC và đường thẳng AK. 

+ Hướng thứ 3: Tương tự hướng thứ 1, ta tìm tọa độ điểm I, đến đây ta có 
thể đặt A(x; y) —» 2 ẩn nên cần 2 phương trình —» pt (1) là IA = IH, pt (2) là 
AH = HK (ta phải chứng minh AAHK cân tại H). 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có ZAHC = ZCKA = 90° ^ ZAHC + ZCKA = 180° 

=> tứ giác AHCK nội tiếp. 

Gọi I là trung điểm AC => I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK 
^ IK = IH (*) 

Mặt khác Ied:x-y+10 = 0=> ỉ(t;t + 10). 

Do đó 

(*) <=> HI 2 = KI 2 <=> (t + 5) 2 + (t +1 5) 2 = (t - 9) 2 + (t +13) 2 <=> t = 0 => 11(0; 10) 

* AABD cân tại A (do AH vừa là đường cao vừa là đường trung tuyến) 

=> ZABD = ZBDẢ 


Mặt khác 


' ZABD + ZBCA = 90° 
< ZDBA + ZDCK = 90° 

V 


=> ZBCA = ZDCK . 


Mà ZCHI = zZHCl (do AIHC cân tại I) 

Suy ra ZCHI = ZKCD => KC // IH (đồng vị) mà CKIAD^ I IH 1 AD 


* Đường AD qua K(9; - 3) nhận IH = (—5;—15) = — 5(1; 3) làm vecto pháp 
tuyến có dạng là: l(x — 9) + 3 (y + 3) = 0 <^> AD : X + 3y = 0 

* A là giao điểm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 

x + 3y = 0 

V+Cy-10) 2 =250 
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y = 5=> x = -15 
y = -3 => X = 9 


Suy ra A(-15;5) hay A(9;-3) (loại vì trùng K) 


tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là 


15; 5) 


► Hướng dẫn giải cách 2: 

* TacỏZAHC = ZCKA = 90° 

=> ZAHC + ZCKA = 180° 

=> tứ giác AHCK nội tiếp. 

Gọi I là trung điểm AC 

I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác 
AHCK => IK = IH (*) 

Mặt khác Ied:x-y+10 = 0 

=> I(t’,t + 10 ). 

Do đó (*) ^ HI 2 = KI 2 



<» (í + 5) 2 + (í +15) 2 = (í - 9) 2 + (í +13) 2 <^> í = 0 => 1(0; 10) 


* Đặt AB = a, AC = 1. Dựng hệ trục Axy như hình vẽ. 
Ta có /4(0; 0), B(0; à), C(l; 0) 

Ta có 


BH.BC = AB 2 <=> 


5// AB 


a 


BC BC 2 a 2 +1 
Ta có H là trung điểm BD 
^ 2a 2 —a 3 +a 


BH = 


a 


a 2 +ì 


BC^H 


í a 2 


a 


\ 


a A + lV +1 


V 


7 


D 


\ 


2 7 1 ’ 2 , 1 

+1 +1 


7 

(1 ^ 

và I 

-;0 

) 

u J 


9 

là tung điêm AC. 


í 


IH = 


2 1 

CI -1 a 

2(ứ 2 +1) ’ a 2 +1 


Nên < 


V 


\ 


7 




^ 2ữ 2 -ứ 3 




a 2 +ì ; a 2 +1 


7 


Xét IH.AD = 


a 2 (a 2 — 1) + a(—a 3 + a ) 
(< 3 2 +l ) 2 


= 0=>IH ZAD 


ễỡB 
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* Đường AD qua K(9; - 3) nhận IH = (—5;—15) = — 5(1; 3) làm vecto pháp 


tuyến có dạng là: l(x — 9) + 3(_y + 3) = 0 AD : X + 3y = 0 


* A là giao điểm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 

y = 5 => X = -15 


y - -3 => X = 9 


X + 3y - 0 

jx 2 +O-10) 2 =250^ 

(loại vì trùng K) 

Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là Ắ(— 15; 5) 


suy ra A(-15;5) hay A(9;-3) 


► Hướng dẫn giải cách 3: 

* Ta có ZAHC = ZCKA = 90° => ZAHC + ZCKA = 180°^ tứ giác AHCK 
nội tiếp. 

Gọi I là trung điểm AC => I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK 
IK = IH (*) 

Mặt khác Ied:x-y+10 = 0=> I(t;t + 10). 

Do đó 

(*) <=> HI 2 = KI 2 <=> (t + 5) 2 + (t +1 5) 2 = (t - 9) 2 + (t + 13) 2 <=> t = 0 => 11 ( 0 ; 10 ) 


B 



* Xét đường tròn nội tiếp tứ giác AHKC ta có 

ZAKH = ZACH = ZJHAB = ZHAD =>ZAHK cântạiH 
Suy ra AH = HK. 

Đặt A(x; y) ta có A thỏa mãn 

x 2 +(y-10) 2 =250 


(x - 5) 2 +(y + 5) 2 = 250 


<=> 


y = 5 => X = -15 
y = -3 => X = 9 


9 A 

Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là A(— 15; 5) 


► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
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* Gọi I là trung điểm AC ta có 


IH - IK - 


AC 


nên I thuộc 


đường trung trực của HK. 
Đường trung trực HK có 
phương trình Ix + y — 10 = 0 
nên toa độ I thỏa mãn hệ 
x-y + 10 = 0 
Ix + V -10 = 0 

X = 0 
>> = 10 


<=>< 


7(0; 10) 



* Ta có ZHKA = ZHCA = ZHAB = ZHAD nên AAHK cân tại H, suy ra HA = HK 
mà MA = MK nên A đối xứng với K qua MH. Ta có MH = (5; 15) = 5(1; 3). 
Đường thẳng MH có phương trình: 3x — +10 = 0 

* Trung điểm AK thuộc MH và AK _L MH nên A thỏa mãn hệ: 

(x-9) + 3(j + 3) = 0 

(x + 9^ (y — 3^ <^> 


V 


2 


J 


\ 


2 


+ 10 = 0 


X = -15 
T = 5 


^(-15;5) 


J 


Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là Ẩ(— 15; 5) 


CÂU 98 (KÌ THI THPT QUỐC GIA 2015 - ĐÈ Dự BỊ). Trong mặt phẳng tọa 
độ Oxy , cho tam giác ABC không cân, nội tiếp đường tròn tâm I. Gọi H là 
hình chiếu vuông góc của A trên BC, K là hình chiếu vuông góc của B trên 
AI. Giả sử Ắ(2; 5), 1(1; 2), điểm B thuộc đường thẳng 3x + y + 5 = 0 , đường 

thẳng HK có phương trình X — 2y = 0 . Tìm tọa độ các điểm B, c. 

► Hướng dẫn giải: 


ễO0 
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* Ta có B thuộc đường tròn tâm I bán kính IA và đường thẳng d: 3x + y + 5 = 0 

x = —2 


„ , , A (x-lý+(y-2) 2 =10 
nên thỏa hệ: <j <^> 

3x + y + 5 = 0 


U=1 


B{- 2;1) 


* TacóH G HK => H(2h;h) và AH = (2h- 2; h -5 ),BH = (2h + 2; h- 1). 
Lại có AH1 BH 

'h = 1 


AH.BH = 0 (2 h- 2)(2 h + 2) + (h- 5 )(h - 1) = 0 <z> 


h = ị 

5 


Do đó ta có : H( 2;1) hay H 


r 2C 

v5 ; ?J 


* Với H 


r 2C 

v5 ; 5 , 


ta có AI = (—1;—3), AH — 


(-8 -24 ^ 8 , . 

=^(-l;-3) nên ba 
^ 5 5)5 


điểm A, H, I thẳng hàng hay tam giác này cân tai A (không thỏa mãn) nên ta 

( 2 \\ 


loại H 


’ 5 J 


và nhận H{ 2; 1) 


* Phưong trình đường BC khi đó là y - 1 = 0 và c là giao điểm của đường tròn 
tâm I bán kính IA và BC nên tọa độ c thỏa hệ: 


(x-1) 2 +(y-2) 2 = 10 
y-l = 0 


<=> 


x = -2,y = l 
x = 4,y = l 


. Do B(-2; 1) nên ta nhận c(4; 1) 


9 > _ 

Vậy tọa độ điêm thỏa yêu câu bài toán là B(— 2; 1), C(4; 1) 
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